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B. G. Teubners Sammlung von Lehrbiichem 
auf dem Gebiete der Mathematisclien Wissen- 
schaffien mit Einschlufs ihrer An^endungen. 

Im Teubnerschen Yerlage erscheint iinter obigem Titel in 
zwanglosor Eolge eine Iftngere Beihe von zusammenfassenden 
Werken tlber die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen 
Wissenscbafjten mit Einecbluls ihrer Anwendtmgen. 
Die anerkennende Beurfceilimg, welche der Plan, sowie die bis jetzt 
erschienenen Anfsfttze der Encyklopftdie der Mathematischen Wissen- 
schaften gefimden haben, die allseitige Zustimmung, welche den von der 
Deutscheif Matt^ematiker-Vereinigung yeranlafsten und heransgegebenen 
eingehendbn Beferaten tiber einzelne Abschnitte der Maihematik zu teil 
geworden ist, beweisen, wie sehr gerade jetzt, wo man die Besnltate der 
wis8enschaftli(:^6n Arbeit eines Jahrhnnderts zu tlberblicken bemtkht ist, 
sich das Bed&r&is nach zusammenfassenden Darstellungen geltend macht, 
durch welche die mannigfachen Einzelforschungen auf den yerschiedenen 
Gebieten mathematischen Wissens unter einheitlich^ Gesichtspunkten 
geordnet und einem weiteren Ereise zugftnglich gemacht werden. 

Die erwSkhnten Aufsfttze der Encyklopftdie ebenso wie die Beferate 
in den Jahresberichten der Deutschen Math^atik^r-Yereinigung be- 
absichtigen in diesem Sinne in knapper, fiir elne rasche Orientierung 
bestimmter Form den gegenwftrtigen Inhalt einer Disciplin an gef^icherten 
Besultaten zu geben, wie auch durch sorg&ltige Litteraturangaben die 
histori£(che Entwickelung der Methoden darzulegen. Dardber hinaus aber 
mufs auf eine eingehende, mit Beweisen versehene Darstellung, wie sie 
zum selbstftndigen, von umfangreichen Quellenstudien unabhftngigen Eidl- 
dringen ia die Disciplin erforderlich ist, auch bei den breiter angelegten 
Beferaten der Deutschen Mathematiker-Yereinigung, in welcher haupt- 
sftchlich das historische und teilweise auch das kritische Element zur 
Oeltung kommt, verzichtet werden. Eine solche ausfUirliche Darlegung, 
die sich mehr in dem Charakter eines auf geschichtlichen und littera- 
rischen Studien gegrtbideten Lehrbuches bewegt und neben den rein 
wissenschaftlichen auch pftdagogische Interessen bertLcksichtigt, erscheint 
aber bei der raschen Entwickelung und dem Umfang des zu einem 
grofsen Teil nur in Monographien niedergelegten Stoffes durchaus wiclitig, 
zumal, im Yergleiche z. B. mit Frankreich, bei uns in Deutschland die 
mathematische Litteratur an Lehrbiichem tlber spezielle Gebiete der 
mathematischen Eorschung nicht allzu reich ist. 

Die Yerlagsbuchhandlung B. G. Teubner giebt sich der Ho&uilg 
bin, daijs sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astronomen, 
Geod&ten und Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren 
Forschungsgebieten deraridge Arbeiten erwtlnscht sind, zur Mitarbeiter- 
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8ch8fb an dem Untemebmeii entschliefsen in5chten. Besonders nahe liegt 
die Beteiligung den Herren Mitarbeitem an der Encyklop&die der Mathe- 
matiflchen Wissenschaftien. Die nmfangreichen litterarischen und speziell 
fachlichen Studien, welche f&r die Bearbeitnng von Abschnitten der 
EncyklopSdie yommehmen. waxen, konnten in dem notw^dig eng be- 
grenzten Bahmen nicht yollst&ndig niedergelegt werden. Hier aber, bei 
den Werken der gegehwftrtdgen Sammlung, ist die M^glichkeit gegeben, 
den Stoff freier zu gestalten und die indiyiduelle Auffassung und Bichtung 
des ^zelnen Bearbeiters in h5herem MaOse zur Oeltung zu bringen. 
Doch ifit, wie ^esagt, jede Arbeit, die sicb dem Plane der Sanimlung 
einfClgen l&Tst, im gleichen MaijBe willkommen. 

Bisher baben die folgenden Gelehrten ihre gescbSizte ^itwirkung 
zQgesagt, wfthrend erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit 
an der Sammlung einlaufen, wortlber in meinen „Mitteilungen" fortlaufend 
bericbtet werden wird (die bereits erscbienenen B&nde sind mit zwei 
die nnter der Presse befindlicben mit einem * bezeicfanet): 

Baohmann, niedere Zalilentheorie. (Band X der Sammlung.) 
IL BOolier, Hber die reellen L5sungen der gew5bnlicben linearen 
Differentialgleicbnngen zweiter Ordnung. 

Bohlmaim, Yersicbemngsmathematik. 
G. H. Bryan, Lebrbucb der Tbermodynamik. 

G. CastelntLOYO und V. Bntiques, Tbeorie der algebraiscben Mttcben. 
**B. Canber, Wabrsoheinlicbkeitsrecbnung und ibre Anwendung auf Febler- 
ausgleicbung, Statistik tmd Lebensversicherang, (Band IX.) 
S. Diokflon, Linear Groups witb an exposition of tba Galois Field 

theory. [in engUtcher Spnobe.] (Band VI.) 

]P. Dingeldey, Eegelschnitte und Eegelschnittsysteme. 

7. Dingeldey, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- 

und Integralrecbnung. 
G. Bnestrdm (in Yerbindting mit andem Gelebrten), Ha^dbuch der 

Gescbicbte der Matliematik. 
S*. Snxiquesy Prinzipien der Geometric. 

Ph. FortwSagleTt die Mecbaoik der einfacbsten pbjsikaliscben Apparate 
und Yersucbsanordnungen. 
^A. Gleiohen, Optisobe Abbildungslebre u. Tbeorie der optiscben 
Instromente. (Band VIII.) 

M. Gxiibler, Lebrbucb der bydrauliscben Motoren. 

J. BarknoBS, elliptiscbe Funktionen. 

li. Henneberg, Lebrbucb der grapbiscben Statik. 

K. Hexm, die kinetiscben Probleme der modemen Mascbinenlebre. 

G. Jniig, Geometrie der Massen. 

G. Xohn, rationale Eurven. 
**A- Kraser, Handbucb der Lebre von den Tbetafunktionen. (Band VQ.) 

EL Lamb, Akustik. 

B. Y. Iiilienthal, Differentialgeometrie. 
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A. Loe'wy, Vorlesungen Hber die Theorie der linearen Substitutionsgrappen. 
**Q. Loria, spezidlle, algebraische imd transcendente Eurven der Ebene. 
Theorie nnd Geschichte. (Band V.) 
A. E. H. Ik>T6, Lehrbuch der Hydrodjnamik. 
A. E. H. Love, Lehrbuch der Elasticit&t. 

TL Mebinkey tlber graphisches Bechnen uud tlber Bechenmaschinen, 

sowie fiber numeriBches Bechnen. 
W. Meyerliofer, die mathematischen Grundlagen der Chemie. 

Netto, Lehrbuch der Combinatorik. (Band YII.) 
W, V. Osgood^ allgemeine Funktionentheorie. 

OTSBBa, au8 dem (}ebiete der Mechanik. 
**TL Pasoaly Detenninanten. Theorie und Anwendungen. (Band EDL.) 
8. FinoherlOy Funktional-Gleichungdn und -Operationen. 
Tr« PookelBt Eiystalloptik. 

A. Pringslieini, Vorlesungen tlber Zahlen- und Funktionenlehre. (Ele- 

mentare Theorie der unendlichen Algorithmen und der analjtiBchen 
Funkidonen einer komplexen Yer&nderlichen.) Bd. L Zahlenlehre. 
Bd. n. Funktionenlehre. (Band I.) 

C. Segre, Vorlesungen fiber algebraische Geometric, mit besonderer 

Berficksichtigung der mehrdimensionalen Bftume. 

D. Sellwanofry Differenzenrechnung. 
H. Simon, Elementargeometrie. 

P. St&okel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 
P. St&okel, Differentialgeometrie hSherer MannigfaltigkeiteiL 
O. Staude, FlSchen und Flftchensysteme zweiter Ordnung. 
^O. StolB und J. A. Gmeinery theoretische Arithmetik. . (Band lY.) 
Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. 

B. Storm, die kubische Baumkurre. 

H* E. Timerding, Theorie der Streckensjsteme und Schrauben. 
K. Th. Vahlen, Geschichte des Fnndamentalsatzes der Algebra. 
JSL Th. Vahleiiy €reschichte des Sturmschen Satzes. 
A. VoBSy Prinzipien der rationellen Mechanik. 
A. V088, Abbildung und Abmcklung der krummen FlS>chen. 
J. G. Wallentin, Lehrbuch der theoretischen Elektrizit&t 
^B. v. Weber, Vorlesungen fiber das Pfaffsche Problem und die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1.. Ordnung. (Band 11.) 
'''A. G. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies 
being Lectures on Mathematical Physics. [ZnangiisohMSpnoheo (Band XI.) 
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen. 
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Integrals 
W. Wirtinger, partielle Differentialgleichungen. 
H. G. Zeuthen, die abz&hlenden Methoden der Geometric. ^ 
JCS^ Mitteilungen fiber weitere Bftnde werden baldigst folgen. 
Leipzig, Poststrafise 3. "ty f± nn^««i%««^«. 

oitobe.1902. B. Gt. TeuDner. 
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Dies Buch yerdankt seine Entstehmig der ehrenden Auffordening 
der B. 6. Teubnerschen Verlagsanstalt, far ihr grofses Unternehmen, 
die Sammlung mathematischer LehrbtLcher, ihr aach meinerseits einen 
Beitrag aus meiner Spezialwissenschaft, der Zahlentheorie^ zu liefem. 
Langere Zeit habe ich gezogert^ dieser Aufforderung nachzukommen^ 
weil ich es fdr unthunlich hielt^ neben meinem eigenen Versnche 
einer Gesamtdarstellung der Zahlentheorie in ihren Hauptteilen, ohne 
mich zu sehr zu wiederholen^ noch ein besonderes Lehrbach fiber 
einen Teil derselben zu sehreiben; insonderheit schien fiir die ,^iedere 
Zahlentheorie^^ die Gefahr einer Eollision dieser Art mit meinen 
^Elementen'^ sehr nahe zu liegen. Gleichwohl habe ich mich zur 
Ausarbeitung dieses Werkes entschlossen in der doppelten Erwagung^ 
dafs einerseits ich dort bei der Beschrankung auf die ^^Hauptteile^^ 
der Wissenschaft d. i. auf diejenigen Gebiete derselben^ welche den 
Grundstock ihres machtigen Gebaudes ausmachen^ so manches un- 
berCLcksichtigt gelassen, was mehr ak Anbau oder auch der An- 
gliederung noch bediirftig anzusehen ist^ andererseits^ dafs der syste- 
matische AufbaU; den ich in den ^^Elementen^ gewahlt habe^ sehr 
wohl — wenigstens in wesentlichen Punkten — durch einen andem 
ersetzt werden konne. So kann nun — meine ich — das vorliegende 
Werk; wenn es auch unvemieidlich in kleineren Partieen an die 
;;Elemente'' oder auch an andere bereits yorhandene LehrbUcher enger 
sich anschliefst; doch im Ganzen^ nach Inhalt wie Begriindung ein 
wesentlich davon yerschiedeneS; selbstandiges genannt werden und 
dtlrfbe als eine Art Supplementband meiner ^^GesamtdarsteUung^^ nicht 
unwillkommen sein. Dies wird yomehmlich gelten yon dem ganzen 
zweiten Teile des Werkes^ der diesem ersten baldm5glichst folgen 
und zum XJnterschiede yon der in ihm entwickelten multiplikatiyen 
d. h. auf den Begriff des Teilers begrtlndeten Zahlentheorie die 
additiye Zahlentheorie darstellen solL Es gilt aber auch, yon 
mannigfachen anderen Zuthaten abgesehen^ yom 4. Eapitel dieses 
TeileS; dessen Gegenstand — die yerschiedenen Euclidischen Algo- 
rithmen, die Fareyschen Reihen u. a. m. — in den „Elementen" 
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ganz tlbergangen ist^ niclit minder yon dem wesentlichsten Telle 
des 7. EapitelS; der Theorie der binomischen und aUgemeineren Eon- 
gmenzen. Auch das 6. Eapitel^ welches^ zeitgemafs einen Yersuch 
Baumgart's emeuemd^ die samtlichen gegenwartig bekannten Be- 
weise des qnadratischen Reziprozitatsgesetzes^ soweit sie hierher ge- 
horen; in ihrem inneren Zusammenhange darstellt und mancherlei in 
engster Yerbindung damit stebende Untersuchungen folgen lafst^ wird 
wohl als neu befunden und vielleicht mit erhohtem Interesse auf- 
genommen werden. Mit der Theorie der hoheren Eongruenzen kann 
das Gebiet der ^^iederen Zablentheorie^^ Clberschritten scheinen. Dieser 
an sich tlberhaupt vage Titel ist jedoch fiir das Werk auch nur ge- 
wahlt wordeu; nm den Zusammenhang zu kennzeichnen^ in welchem 
dasselbe^ wie das gesamte Teubnersche Unternehmen mit der ^^Ency- 
klopadie der mathematischen Wissenschafben'^; so im Besonderen mit 
deren gleichnamigem Artikel steht. Wahrend aus diesem Zusammen- 
hange es sich erklarty dafs die Theorie der binaren qnadratischen 
Formen, die sonst zu den Elementen gerechnet zu werden pflegt^ 
hier ganz ausgeblieben ist (tibrigens wird der zweite Teil zu der- 
selben nahere Stellung nehmen)^ ist die Theorie der hoheren Eon- 
gruenzen noch in Betracht gezogen worden, um dem systematischen 
Bau des Werkes eine Art Eronung zu schaffeU; ihn zu einer Hohe 
zu filhren^ Ton welcher aus mit dem siebenten Gaufsschen Beweise 
des Beziprozitatsgesetzes in die erhabneren Gebiete der Zahlen- 
theorie ein reizToUer Blick sich erofBaet. 

Weimar, den 28. November 1901. 
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Gerade hundert Jahre sind yerflossen^ seit die Zahlentheorie, 
deren einfachere Telle bier ihre Darstelliing finden soUeii; als Wissen- 
schaft geboreii; in den ewig denkwtirdigen Disguisitiones ArUhmeticae 
von C. F. Gaufs (Lipsiae 1801) zum ersten Male als festgegriindetes, 
die wesentlichsten Gebiete arithmetiscber Probleme nrnfassendes, sjste- 
matiseh zusammenhangendes Ganzes aufgebaut worden ist. 

Freilich sind die Zablen^ dieser urspriinglichste matbematiscbe 
Begriff^ schon Ton den Mbesten Zeiten an dem Menschengescblecbte 
unentbehrlicb and daher anch der alteste Gegenstand mathematischer 
Betracbtung gewesen. Die friiliesten Dokumente der letzteren liegen 
nns in den Zablwortem vor als Zengen von der Art and Weise^ wie 
die Terscbiedensten Yolker ihre Zablensysteme gebildet d. b. die Reihe 
der Zablen mittels einer besonderen Grandzabl in verschiedene Stufen^ 
wie Einer, Zebner, Handerter, geordnet baben. Mannigfacb anter- 
schieden sie sicb hierbei in der Wabl dieser Grandzabl. Wabrend 
znmeist nach der Anzahl der Finger einer Hand oder beider Hande 
die Fiinf oder die Zebn daftlr erwablt worde, legten andere Yolker- 
schaften an ibrer Statt die Zabl 20, woraaf z. B. franzosische Zabl- 
worter wie qaatre vingt znruckweisen , noch andere, wie die Baby- 
lonier, die Zablen 6 oder 12 zn Grande, aas deren Yermiscbang mit 
dem dekadischen Systeme dann das Sexagesimalsystem entsprang, 
dessen Spnren uns in der astronomischen Teilong der (Jrade in 
60 Minaten, der letzteren in 60 Sekanden verblieben sind; der Zablang 
der Nenseelander lag au£falliger Weise sogar die Zabl 11, eine Prim- 
zabl, za Grande. Mit dieser Bildang der Zahlensysteme war sagleich 
der Gebraach der einfacbsten Becbnnngsoperationen, der Addition and 
der Maltiplikation, bei einigen derselben, wie bei den romiscben Zabl- 
wortem andeeentam, duodeviginti, aacb der der Sabtraktion, teilweise 
aach, wie in den anderen: seqaialter, inidavtSQog (unserm anderthalb) 
a. s. w. derjenige der Division konstatiert. Die Bediirfiusse des Lebens 
and des Yerkebrs erweiterten allgemacb den Umfang and forderten 
eine eigene Eanst des Recbnens, die alien Angaben nach zaerst bei 
den Chaldaem eine entwickeltere gewesen, Ton ihnen den Babyloniern 
and von diesen wieder den Agyptem vermittelt worden sein diirfte. 
Hier finden wir dann in dem Rechenbache des Ahmes, der unter 
dem Hyksoskonige Apophis (zwischen 2000 and 1700 v. Chr.) gelebt 

Baohmaftn, niedere Zahlentheorie. I. 1 
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hat, die erste Darstellung der bereits aufgefundenen R^geln, teils ftir 
die Rechnung mit Brflchen, teils solche zur Auflosung von Aufgaben, 
die nach unserer Ausdrucksweise auf Gleichungen ersten Grades mit 
einer Unbekazmten zuriickkommen. AUmahlich traten zu derartigen 
Aufgaben auch die Auflosung von Gleichungen zweiten Grades hinzu, 
die Aufgabe der Quadrat- und der Eubikwurzelausziehung u. dgl., 
und schon war in der Quadratwurzel aus 2 selbst der Begriff des 
Irrationalen dem Pythagoras (etwa um 540 v. Chr.) und seiner 
Schule nicht mehr fremd. 

Aber all' diese arithmetischen Operationen und Regeln, um ge- 
gebene Zahlen mit einander zu yerkndpfen oder aus solchen eine 
Unbekannte zu finden, waren noch keine Zahlentheorie. Diese be- 
ginnt erst, wo die Zahl selbst mit ihren spezifischen Eigenschaften 
Gegenstand der Betrachtung wird. In der Geschichte der Mathematik 
finden wir dies zuerst bei Pythagoras, der somit als Yater der 
Zahlentheorie bezeichnet werden kann. Da er selbst und seine Schtiler 
schriftliche Zeugnisse der ihnen bekannten Zahlenlehre nicht hinter- 
lassen haben, sind wir fiir unsere Eenntnis derselben auf die Mit- 
teilungen angewiesen, welche spatere Schriffcsteller dariiber gemacht 
haben, unter ihnen yomehmlich Proklus Diadochus (5. Jhdt. n. Chr.), 
der Herausgeber eines sehr wichtigen Bruchstdckes eines alteren Schrift- 
stellers, wahrscheinlich des Eudemos, sodann in seiner „Einleitung 
in die Arithmetik" Nikomachus (um 100 n. Chr.) und Jamblichus 
(Anfang des 4. Jhdt. n. Chr.), welcher zu der letzteren Erlauterungen 
gegeben hat. Nach diesen Gewahrsmannem war den Pythagoraem 
nicht nur der Unterschied gerader und ungerader Zahlen, sondem 
auch der Begriff der Primzahl gelaufig, wenngleich sie die ganze 
Bedeutsamkeit des letztem nicht gekannt zu haben scheinen. Die 
Einheit war ihnen, wie auch lange noch spater, zwar Ursprung aller 
Zahlen, da diese aus der additiven Verkniipfiing you Einheiten hervor- 
gehen, nic^t aber selbst eine Zahl. Natdrlicherweise waren die ersten 



aussprechen; sie fdhrten die Pythagoraer zur Eenntnis der sogenannten 
Dreiecks- und Quadratzahlen, der beiden einfachsten Arten der Poly- 
gonalzahlen, deren allgemeine Definition aber den Pythagoraem noch 
nicht, sondem frilhestens dem Hypsikles von Alexandrien (etwa um 
180 V. Chr.) bekannt gewesen sein dtlrfte. Nach Plutarch (1. Jhdt. 




l + 3 + 5 + ... + (2«-l)«*=n« 





Oeschichtliche £inleitung. 



3 



enthaltenen Satze^ nach Tbeon von Smyrna (um 130 n. Chr.) mit 
dem Satze 

»«+(2»+l) = (n+l)« 

der Sache nach schon bekannt gewesen, wabrend Nikomachus des 
andem Satzes erwahnt, nach welchem die Summe zweier aufeinander- 
folgender Dreieckszahlen eine Quadratzahl ist: 
njn^l) (n+l)n ^ . 
2 2 ^ • 

Bei Tbeon von Smyrna ist zudem eine Beibe yon Zablen a^, fi^, 
die als Seiten- and Diagon&kablen bezeicbnet und nacb den Formeln 

gebildet werden (Nenner nnd Zahler der Nahemngsbrfiche des Eetten- 
bmchs fQr y2), als frQhestes Beispiel reknrrenter Zahlenreihen sehr 
bemerkenswert. 

Yerbanden sich schon mit diesen Gattongen Ton Zablen. geo- 
metrische Yorstellungen und Beziebungen, so fiihrten die Unter- 
snchnngen des Pythagoras CLber das Dreieck ihn zn einer anderen 
Reihe besonderer Zablen und in ein neues Gebiet der Zahlenlehre 
hinein. Sei eS; dafs der bertihmte Satz Yom Quadrat der Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks Ausgangspunkt oder Folge davon ge- 
wesen sei^ gewifs ist der TJmstand^ dais dem Pythagoras die aus- 
gezeichnete Eigenschaft der drei aufeinanderfolgenden Zablen 3^ 4^ 5 
bekannt gewesen, nach welcher 3' + 4'=»5' ist und krafb deren drei 
Langen Ton der Grofse dieser Zablen geeignet sind; indem man aus 
ihnen ein Dreieck bildet, einen rechten Winkel zu konstruieren, eine 
Methode^ welche (nach Biernatzki, Joum. f. Math. 52, p. 59) bereits 
den alten Chinesen bekannt gewesen^ von VitruT in seiner ^^Arcbi- 
tektur^' (14 n. Chr.) den Bauleuten gelehrt worden und noch heutigen 
Tags bei diesen* in Anwendung ist. Fiir die Aufgabe nun^ andere 
Zablen dieser Art, welche den Namen ^Pythagoraische Zahlen" er- 
halten haben, unter denen iibrigens die Zahlen 3, 4, 5 die einzigen 
sind, die zu dreien aufeinanderfolgen, f&r die Aufgabe also^ recht- 
winklige Dreiecke zu finden, deren Seiten ganzzablige Werte haben, 
hat nach des Proklus' Zeugnis ebenfalls Pythagoras selbst schon 
eine Begel gegeben, die sich in unserer Schreibweise durch die 
Identitat 

(2n+ 1)» + (2n^ + 2ny = (2n« + 2n+ 1)« 

ausdrdcken lafst. Plato (430 — 347 t. Chr.) setzte an ibre Stelle die 
andere: 

(2n)« + (n«-l)« = (n«+l)« 

Nun stellt sich der additiTen Bildung der Zahlen, die auch 
bei diesen letzteren Satzen der Pythagoraiscben Schule im Vorder- 
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gronde steht, eine andere gegeniiber, die multiplikatiye, insofem 
eine Zahl als Yielfaches einer anderen^ diese als Teller der ersteren 
gedacht wird. Zwar laTst sich ein Yielfaches yon n auch additiv 
bilden als Summe einer gewissen Anzahl gleicher Zahlen n und er- 
scheint so nur als eine besondere Grattung additiv gebildeter Zahlen. 
Aber, indem das Produkt dieser Operation eine Zahl ist, welche aus 
der Zahl n, dem Multiplikanden, auf dieselbe Weise herrorgeht^ wie 
eine andere Zahl^ der Multiplikator^ aus der Einheit^ wird hier die 
Bildnng der Zahlen auf eine h5here Stufe gehoben^ in einen urn- 
fassenderen Gesichtspunkt geruckt derai\ dafs nun umgekehrt die 
additive Entstehung einer Zahl aus der Einheit wieder nur zu einem 
besonderen Palle der Produktbildung wird. Der erste Mathematiker, 
der in ausgiebigerer Weise diese multiplikative Bildung der Zahlen 
verfolgte, war Euclid (um 300 n. Chr., unter der Regierung des 
ersten PtolemaerS; in Alexandria lebend). Das Hauptwerk dieses 
Schriftstellers, die Elemente (dtoixeta) des Euclid, welche die Jahr- 
hunderte hindurch bis in die neuere Zeit hinein unentwegte Qrund- 
lage der Geometric gewesen und auch noch in der Gegenwart die- 
jenige des geometrischen Schulunterrichts geblieben sind, handelt 
zwar vorwiegend von der Geometric, enthalt aber in seinem 7., 8., 
9. Buche als eine fiir die Zwecke derselben bestimmte Einschaltung 
und zumeist auch in geometrischer Einkleidung eine Reihe mathe- 
matischer Untersuchungen, in denen wir die ersten festen Grundlagen 
der heutigen Zahlentheorie zu erblicken haben. Inwieweit die darin 
gegebenen Satze das geistige Eigentum Euclids sind, laTst sich kaum 
mehr ermitteln; nach Proklus' Angabe, dafs „Euclid, der die 
Elemente zusammenstellte, vieles von Eudoxus HerrUhrende zu einem 
Ganzen ordnete, vieles von Theaetet Begonnene zu Ende fiihrte, 
dberdies das von den Vorgangem nur leichthin Bewiesene auf un- 
widerlegliche Beweise stfitzte^', hat man jedenfalls die Elemente als 
eine in selbstandigem Denken und eigener geistiger Arbeit erfafste 
Systematisierung des bis dahin Bekannten zu betrachten und ein- 
zuschatzen. Was insbesondere die zahlentheoretischen Telle betrifft, 
so ist der Fortschritt, den sie gegen die Vorzeit bezeigen, bereits 
im Allgemeinen charakterisiert; Im Besonderen ist noch zu erwahnen, 
dafs Euclid hier auf Grund des BegrifPs eines gemeinsamen Tellers 
zweier Zahlen, welch' letztem er ganz durch den Algorlthmus be- 
stimmt, der auch heut noch dazu verwendet und als Euclidlscher 
Algorlthmus benannt wird, die fundamentalsten Satze fiber die Tell- 
barkeit der Zahlen begr&idet, so auch die unendliche Menge der 
Primzahlen bewiesen, dafs er femer die Summlerung der geometrischen 
Reihe vollzogen, die allgemeine Formel fQr die Pythagoraischen Zahlen 
gegeben und eine bis dahin kaum schon betrachtete Gattung von 
Zahlen, die der „vollkommenen'^ Zahlen naher untersucht hat; in 
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Bezug auf die letztem^ diejenigen Zahlen namlich^ deren aliquote 
Telle in Summa ihnen selbst gleich sind^ gab er eine allgemeine 
Bildungsregel^ die auch heut noch nicht iiberboten und yervoll- 
standigt ist. 

Anderes fibergehend sei hier im Anschlufs an Euclid nur noch 
der unter dem Namen des „Sie6es, mftrwm" des (276 in Kyrene 
geborenen) Eratosthenes bekannt gewordenen Methode, urn aus 
der 2jahlenreihe die Reihe der Primzahlen ausznscheiden^ desgleichen 
eines bemerkenswerten Satzes gedacht^ der zuerst in des Nikomachus 
Yon Gerasa ^Einleitmg in die Arithmetikf' erwahnt wird, eines Satzes, 
welcher in den Gleichheiten 2^ = 3 + 5, 3^ = 7 + 9 + 11 u. s. w. 
zu Tage tritt und durch die allgemeine Formel 

n» = (n«-w+ 1) + (w»-n + 3) + • • • + (n«-n + (2n-l)) 
bestatigt wird. 

Der nachste arithmetische Schriftsteller, dessen Werke ftir die 
Geschichte der Zahlentheorie von Wichtigkeit sind, ist Diophantus 
Yon Alexandrien (um 350 n. Ghr. unter Kaiser Julian), Yon welchem 
sechs seiner dreizehn Bucher yyArithmetica^ und ein paar kleinere 
Schriften, darunter eine fiber Polygonalzahlen, auf uns gekommen 
sind. Seine Bedeutung ruht dabei weuiger in dem, was er selbst 
gefiinden, als in dem, was er gewirkt hat und was spatere Forscher 
an ihn gekntipft haben. Aber auch in seinen eigenen Besultaten ist 
die Erschliefsung eines neuen arithmetischen Gebiets anzuerkennen, 
dessen Ausbeutung nun zunachst fQr langere Zeit die zahlentheore- 
tische Forschimg beherrscht. Was Diophant gegeben hat, sind in 
erster Linie wieder numerische Auflosungen bestimmter Gleichungen 
ersten oder hSheren Grades, gehort also der Zahlentheorie nicht an; 
weiterhin Satze, welche, obwohl sie Deutungen gestatten, die zahlen- 
theoretisch interessieren, doch ihrem Wesen nach algebraische Iden- 
titaten sind, u. a. die folgenden drei: 

der Satz, dafs in jedem rechtwinkligen Dreiecke das Quadrat 
der Hypotenuse auch dann noch ein Quadrat bleibe, wenn man das 
Doppelte des aus den Katheten gebildeten Rechtecks dazuftigt oder 
daYon hinwegnimmt, in algebraischen Zeichen: 

+ ±2aft = (a ± ft)*; 

femer, dafs das Produkt aus der Summe zweier Quadrate in eine 
ebensolche Summe auf zwiefache Weise wieder eine solche sei, 
namlich 

(a> + h") (a'« + 6'«) = {aV ± a by + {aa' T 66')'; 
endlich, dafs jede Quadratzahl auf beliebig Yiel Weisen Summe zweier 
Quadratzahlen sei nach der Formel: 




Digitized by 



6 



Geschichtliche Einleitung. 



Aber auch eigentlich zaUentheoretische Satze tind Aufgaben 
finden sich vor^ z. B. der bedeutsame Satz^ dafs keine Zahl yon der 
Form 4n + 3 eine Summe zweier Quadratzahlen sein konne, des- 
gleichen in seiner Abhandlung von den Polygonalzahlen die Frage^ 
auf wieviel rerschiedene Weisen eine Zahl Polygonalzahl sei u. s. w. 
Woran man aber beim Namen Diophant am meisten zu denken 
bat^ weil es^ wenn auch Spuren davon schon frilher; z. B. in den 
Pythagoraischen Zahlen^ zu finden sind^ doch vorzugsweise ihm eigen- 
tiimlich ist, das ist die sogenannte ^^Unbestimmte Analysis''^ die Auf- 
gabe, eine Gleichung mit mehr als einer Unbekannten^ mithin zu 
eindeutig bestimmter Ermittelung der letzteren nicht gendgend, zu 
losen. Eine grofsere Reihe derartiger Aufgaben Yomehmlich ersten 
Grades imd yon grofserem oder geringerem Interesse hat Diophant 
mit vielem Scharfsinn und einer virtuosen Gewandtheit gelost; zwie- 
fach aber blieb seine Eunst doch mangelhaft^ einmal, insofem sie 
allgemeiner Methoden entbehrte^ seine Probleme zu bewaltigeu; anderer- 
seitSy insofem sie sich mit deren Losung in rationalen Zahlen be- 
gntlgte^ die schwierigere Losung in ganzen Zahlen bei Seite setzend. 
Durch letzteren Umstand allein schon wird, ganz abgesehen day on, 
dafs ein wirklich zahlentheoretisches Interesse der unbestimmten Anar 
lysis nur bedingungsweise zukommt^ die Bedeutung Diophants fur 
die Zahlentheorie sehr erheblich gemindert. 

In der angegebenen Beziehung sind dem Diophant die indischen 
Arithmetiker, soweit wir yon ihnen wissen, Aryabhatta (geb. 476 
n. Chr.), Brahmagupta (598) in seinem ^,verbess€rten Systeme des 
Brahma^^f und besonders Bhaskara Acarya (der Gelehrte, geb. 1114) 
in seiner ,yKrdnung des Systems'^ entschieden uberlegen. Ihre Zahlen- 
theorie bewegt sich hauptsachlich ebenfaUs im Gebiete der un- 
bestimmten Analysis, aber im Unterschiede zu Diophant werden 
meist ganzzahlige Losungen yerlangt. Auch handelt es sich neben 
Gleichungen ersten Grades schon um solche des zweiten, unter denen 
yomehmlich die Gleichung ax* + & = cy* unser Interesse beanspmcht. 
Hier bemerke man die eigentiimliche ^^cyklische'' Methode, durch 
welche Bhaskara die Losung der besonderen derartigen Gleichung 
ax^+l = y^ sucht. Ausgehend yon ganzen Zahlen A, B, C, welche 
die Bedingung a A* + J? = C erflillen, sucht er andere Zahlen 
A^y JSj, Cj, zwischen denen die analoge Beziehung aA^* + JSj = Cj* 
besteht, u. s. w., bis er — was freilich nur eventuell eintreflfen wird — 
auf eine ganzzahlige Losung der yorgelegten Gleichung gefQhrt wird. 
Als rationale Losung derselben werden die Ausdriicke 

2AC aA* + C* 

von Bhaskara aufgestellt. Mit besonderer Vorliebe verweilen diese 
indischen Arithmetiker bei der Bildung rationaler Dreiecke und Vierecke 
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d. f. bei der Aufgabe, solche Figuren zu bilden, deren Seiten (und 
Diagonalen) zugleich mit ihrem Inbalte ganzziJilige Werte haben^ 
einer VeraUgemeinerung also der schon Ton Pythagoras behandelten 
Aufgabe Yon rechtwinkligen Dreiecken gleicher Beschaffenheit. 

Die Araber^ welche nun als Erben der indischen Arithmetiker 
in die Gesehichte der Mathematik eintreten^ bewegen sich, was ihre 
Zahlentheorie betriflFt, ungefahr in den gleichen Kreisen, wie jene; 
ihr Verdienst um diese Wissenschaft besteht weniger in den Resul- 
taten^ die sie gefonden^ als in dem ausgezeichneten Rtistzeuge, das 
sie zu weiteren Funden, wie der gesamten Mathematik^ so auch ihr 
einerseits mit dem dekadischen Ziffemsysteme^ andererseits mit der 
Buchstabenrechnung verschafPt haben. An neuen zahlentheoretischen 
Ergebnissen heben wir die Betrachtung der „befreundeten Zahlen" 
d. i. je zwei solcher Zahlen, deren aliquote Teile in Summa je der 
anderen gleich sind, und die Yorschrift des Tabit ibn Eurra 
(826 — 901) hervor, solche Paare zu finden; in ersichtlichem An- 
schlufs an Euclids Hegel zur Bildung YoUkommener Zahlen sagt 
sie aus; dafs, wenn 

p=-3.2«-l, g«3.2»-i - 1, r = 9.2»»-i- 1 

Primzahlen sind, A = 2'*pqy J?=2'*r zwei be&eundete Zahlen sein 
werden. Femer die schon den romischen Agrimensoren bekannte 
Beziehung 

18 + 2» + ... + n8 = (l + 2 + '-- + M)S 

fur welche Alkarchi (um 1010) einen sehr anschaulichen Beweis 
gab, die Summierung auch der Yierten Potenzen aufeinanderfolgender 
Zahlen, u. dgl. Im iibrigen handelt es sich auch hier um unbestimmte 
Gleichungen teils in Verbindung mit der Theorie der rationalen recht- 
winkligen Dreiecke, wie z. B. um den schon jetzt bemerkten Satz, 
dafs die Summe zweier Eubikzahlen nie wieder eine Eubikzahl sei, 
teils, wie bei Beha-Eddin (1547 — 1622) um Gleichungen neuer Art, 
deren Unmoglichkeit behauptet wird, wie die folgende: 

u. a. 

Die Mathematik der abendlandischen Volker, bis dahin fast ganz 
in dem Umfange Yerharrend, welcher dieser Wissenschaft durch die 
Arbeiten der griechischen und lateinischen Forscher gegeben worden 
war, empfing nunmehr Yon der arabischen Wissenschaft neue Trieb- 
kraft, die auch fQr die Zahlentheorie allmahlich fruchtbringend wurde. 
Gleichwohl ist in einem Zeitraume mehrerer Jahrhunderte nur wenig 
Yon Belang fQr diese Wissenschaft zu Yerzeichnen. Das bei weitem 
Wichtigste daYon ist das, im Jahre 1228 in zweiter Auflage er- 
schienene' liber Ahad des Leonardo Yon Pisa (auch Fibonacci 
=« filio di Bonaccio genannt). Dies Yorzflgliche „die Methode der 
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Inder enger umfassende, Eigenes hinzuftlgende und manches von den 
Feinheiten der geometrischen Eunst des Euclid beisetzende^^ sehr 
beachtenswerte und reichhaltige Werk enthalt in der That auch 
mekreres^ was zahlentheoretisch yon Wert war bezw. noch ist. Dahin 
zahlt die Auflosung der Gleichung a;* + = a* in rationalen Zahlen, 
namentlich aber die (bei der sogenannten Eanincben-Aufgabe auftretende) 
nach der Formel = w„ + w^^^ gebildete ,,Zahlenreiiie von Fibo- 
nacci", lii einer andem Schrift, der pratica geomelriae (1220) be- 
handelt derselbe SchriftsteUer die unbestimmte Gleichung x^+a==^y^] 
indem er sich daran erinnert^ dafs die Summe aufeinanderfolgender 
ungerader Zahlen eine Quadratzahl sei, findet er far ein ungerades 
a = 2w + 1 die Losung = y=«w+l, fitr eine durch 4 teilbare 
Zahl a = (2n — 1) + (2 w + 1) die Losung a; = n— 1, y = » + 
fdr eine nur durch 2 teilbare Zahl a ist die Gleichung nicht losbar. 
Die Yerallgemeinerung dieser Aufgabe fuhrt zu der anderen^ im liber 
quadraiorum (1225) behandelten Aufgabe, drei in arithmetischer Pro- 
gression folgende Quadratzahlen x^y y*, fur welche also a;^— jer* 
ist, zu ermitteln. Heifst a der gemeinsame Wert beider DijBPerenzen, 
so nennt Leonardo die hier zulassigen Zahlen a die numeri congrui; 
die Aufgabe kommt auf die andere zurUck, fQr jede solche Zahl die 
beiden Gleichungen 

= + a, is^ — a 

zu erfiillen; sie lost sich nach der schon den Arabem bekannten 
algebraischen Identitat 

(«' + ± 4a|8 («« - 18») = («« - 18« ± 2afi)\ 

welche im Ausdrucke 4 a jS («* — /?*) die aUgemeine Form der numeri 
congrui und fOr jede solche Zahl als die gesuchten Quadratzahlen 

a; ^ - /3« + 2a/3 , y = a« + /S*, -2? = a* - /3» - 2a/3 

liefert; Leonardo, der iibrigens die Aufgabe auf andere Weise be- 
handelt, beweist, dafs, jenachdem a + gerade oder ungerade ist; 
der erste bezw. zweite der Ausdriicke 

a/J(««-j8«), 4a/J(a^-/J«) 

und somit jederzeit die numeri congrui durch 24 teilbar sind. 

Vier Jahrhunderte lang ruhte nun die Zahlentheorie, wenn wir 
etwa die fur die Teller 1 bis 10 aufgestellten Teilbarkeitsregeln des 
Michael Stifel (geb. 1486), der auch die Anzahl der Teiler eines 
Produkts mehrerer Primzahlen bestimmte, und Ahnliches ausnehmen, 
vollkommen unbewegt, bis sie mit der Wiedererweckung des Diophant 
selbst ihre Auferstehung beging. Schon im Jahre 1621 gab Bachet 
de Meziriac eine griechische Textausgabe des Diophant mit eigenen 
Zusatzen heraus, welche manches fiir uns Beachtenswerte enthalten; 
insbesondere war es Bachet, der noch bestimmter als irgendwer vor 
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ihm bei Losung yon Anfgaben der unbestimmten Analysis anf ganz- 
zahlige Aufldsimgen drang und selbst den Nachweis fQhrte, da£s die 
Oleichiing ax + by^c bei teiler&emden a, 6 stets solcbe Anfldsungen 
verstatte. {ProbUmes plaisans et ddectables, qui se font par les nambres, 
1612). Viel bedeutender aber wurden ftir die Zahlentheorie die Zu- 
satze^ um welche der ausgezeichnete franzosische Mathematiker Pierre 
Fermat (geb. 14 Marz 1601 bei Toulouse, wo er 1631 Parlamentsrat 
wurde, gest. 12. Jan. 1665 in Castres) sein Exemplar des Diophant 
vermehrte und mit denen versehen im Jahre 1670 eine neue Text- 
ausgabe des Letztem durch den Sohn Fermats besorgt wurde. In 
diesen RandbemerkungeU; auTserdem auch an anderen SteUen, in 
seinen opera varia, in dem von Wallis 1685 herausgegebenen com- 
mercium epistoUcum u. s. w. hat Fermat eine ganze Reihe hochst 
bemerkenswerter, vor ihm noch unbekannter zahlentheoretischer Satze 
teils bewiesen, grofttenteils freilich nur ausgesprochen. Bezdglich 
der letztem behauptet er mehrfach, ihre Beweise zu besitzen; ob er 
darin sich nicht etwa getauscht haben mag, ist schwierig zu ent- 
scheiden, denn einerseits sind einige derselben, wenn sie auch nicht 
als falsch erkannt wurden, doch noch heute nicht YoUig erwiesen, 
andere, wie die Behauptung, dafs jede Zahl von der Form 2«* + l 
eine Primzahl sei, haben sich als unrichtig herausgestellt, anderer- 
seits aber hat auch gerade hier Fermat selbst zugestanden, dafs, 
obwohl er ftir die Richtigkeit des Satzes einstehen woUe, sein Beweis 
desselben nicht YoUstandig sei. Jeden&lls datiert von diesen Fer- 
mat schen Satipen eine neue Epoche der Zahlentheorie, denn gerade 
der Mangel an Beweisen fQr jene ist Ursache geworden, die Auf- 
merksamkeit und die BemCLhungen spaterer Mathematiker auf sie zu 
lenken und so in vergleichsweise kurzer Zeit die Wissenschaft der 
Zahlen zu der stolzen Hohe zu fordem, die sie im rergangenen Jahr- 
hundert erreicht hat. 

t^erblicken wir die hauptsachlichsten der Fermat schen Satze, 
so gehort ein grofserer Teil derselben, wie aus ihrem Anschlusse an 
das Werk des Diophant begreiflich ist, der unbestimmten Analysis 
an. Hierhin zahlt die Auflosung der schon Ton Bhaskara behan- 
delten Gleichung ax^ -f- 1 = y*, die gegenwartig, obwohl sehr un- 
berechtigterweise, als Pellsche Gleichung benannt ist; abgesehen 
namlich von Fermats Bemfihungen, der sie 1637 Frenicle zur 
Losung Torlegte, waren Wallis imd Lord Brouncker diejenigen, 
welche zuerst einen Weg dazu angaben, und das Yerdienst John Pells 
um dieselbe besteht einzig darin, diese letztere Auflosungsmethode 
einer y^Teuischen Algebra^ Ton Rahn, deren englische Cbersetzung 
er veranlaljste, hinzugefQgt zu haben. Yon Fermats Auflosungsart 
kennen wir leider nicht mehr als ihren allgemeinen Grundgedanken, 
doch haben wir yielleicht in diesem den Weg zu erblicken, den 
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Fermat auch sonst zum Beweise seiner Satze mag eingeschlagen 
haben; der cyklischen Methode des Bhaskara ganz analog sucht er 
die Wahrheit einer Behauptung durch eine descente infinie ou inde- 
finie, d. h. so zu erweisen^ dafs^ wenn sie ftLr Zahlen einer gewissen 
Grofse nicht zutrafe^ sie dann auch falsch sein mtifste fur andere 
kleinere Zahlenwerte^ die dann wieder yerkleinert werden konnten 
u. s. w.^ bis man zu Zahlenwerten gelangt^ fiir welche die Behauptung 
im Gegenteile besteht. Neben andem Satzen der unbestimmten Ana- 
lysis, teils auf rationale Dreiecke beziiglich, teils Ton der Art des 
Satzes, dafs das System der zwei Oleicbungen 

a;* -j- = — = 

keine ganzzablige Losung besitze, ist derjenige besonders beriibmt 
geworden, welcher die Unmoglichkeit der Gleichung re" + = ^" 
fur ganzzablige e behauptet, sobald n > 2; denn trotz der Be- 
mtihungen der bedeutendsten Mathematiker ist es bisher noch nicht 
gelungen, diesen Satz in seiner vollen Allgemeinheit zu beweisen; 
nur fQr w = 3 und 4 konnte Euler, fur « = 5 Dirichlet ihn be- 
statigen, und selbst den tiefdringenden Methoden Eummers entzog 
sich noch immer eine ganze Reihe von Ausnahmswerten des Expo- 
nenten n, fiir welche demnach die Fermatsche Behauptung bis heut 
unerwiesen blieb. — Eine weitere Kategorie der Fermatschen Satze 
tragt reineren zahlentheoretischen Gharakter, diejenigen Satze namlich, 
welche die Darstellung von Zahlen in gewissen ausgezeichneten Formen 
behaupten; zu ihnen gehoren Satze iiber die Moglichkeit bezw. die 
Anzahl der Darstellungen einer Primzahl p oder ihrer Potenzen als 
Summe zweier Quadrate, sowie besonders der schone Satz, nach 
welchem jede Zahl als Summe von Polygonalzahlen einer beliebigen 
Ordnung, als Summe von drei Dreieckszahlen, von vier Quadrat.en, 
flinf Pentagonalzahlen u. s. f. darstellbar sei, ein Satz, der spater von 
Cauchy bestimmtere Fassung und in dieser eine, wie mich bediinkt, 
vollkommen einwandfreie Begrundung gefanden hat. Noch ein an- 
derer Satz endlich, der zumeist gemeint wird, wenn von Fermats 
Satz die Rede ist, erofi&iete der Zahlentheorie ein durchaus neues oder 
dbch bisher nur ganz leise gestreiftes Gebiet, die Lehre von den 
Potenzresten, d. i. von den Zahlen, die als Reste verbleiben konnen, 
wenn Quadrat- oder Kubikzahlen oder irgend welche hohere Potenzen 
durch eine gegebene Zahl geteilt werden; nach jenem Satze lalst ins- 
besondere, wenn die letztere eine Primzahl p ist, die Potenz jeder 
beliebigen Zahl stets denselben Rest, wie diese Zahl selbst; dieser 
Fermatsche Satz, der einer betrachtlichen Verallgemeinerung fahig 
ist, hat sich fiir die Folge als einer der wichtigsten zahlentheoreti- 
schen Satze uberhaupt herausgestellt. 

Nicht sogleich nun bWhte die Saat auf, welche Fermat mit diesen 
Satzen ausgestreut hatte, denn andere auch gerade damals entstehende 
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Disziplinen^ die analytische Geometrie^ die rationale Mechanik, die 
Infinitesimal- nnd die Wahrscheinlichkeitsreclinung^ nahmen in er- 
hohterem Grade Interesse und BemUhungen der Mathematiker jener 
Zeit in Anspmch. Es bedurfte eines aUnmfassenden Genius^ urn auch 
der Zahlentheorie zu ihrem Rechte zu helfen^ und einen solchen brachte 
das 18. Jahrhundert in Leonhard Euler^ jenem grofsen deutsch- 
schweizerischen Mathematiker hervor, bei welchem gleich staunens- 
wert die Menge seiner Arbeiten und die Vielseitigkeit der Gebiete 
ist, in denen er gescbaffen^ wie die Ffille erfinderiscber Gedanken, 
durcb welcbe, was er darin schuf^ bedeutend^ ja babnbrechend ge- 
worden isi Auch innerhalb des zahlentheoretischen Gebietes sind 
seine Forsehungen mannig&ltigster Art; abgesehen von anderen be- 
treffenden Arbeiten Eulers in seiner^ von Lagrange mit wertvollen 
Zusatzen versehenen Algebra, seiner introdudio in analysin infinitorum 
u. s. w.^ ftillen dieselben zwei starke Bande^ welche unter dem Titel 
Commentationes AriiJimeHcae coUedae, Petrop. 1849 herausgegeben 
worden sind. Teilweise sind sie rein arithmetischer Natur und richten 
sich hier bis auf die Fundamente dieser Wissenschaft, auf Satze uber 
die Teilbarkeit der Zahlen u. dgl.; unter ihnen tritt die Betrachtung 
der jetzt meist als Eulersche Funktion bezeichneten Funktion q){n) 
hervor, welche die Menge der Zahlen bestimmt^ die kleiner als n und 
teiler&emd zu n sind; hierhin gehoren auch Eulers eingehende XJnter- 
suchungen fiber Yollkommene und fiber befreundete Zahlen u. a. m. 
Besonders aber forderte er die reine Zahlentheorie durch seine um- 
fassende und grfindliche Untersuchung der Potenzreste^ unter ihnen 
insbesondere der quadratischen Reste, ffir welche er sogar schon, der 
Erste von Allen, jenes beriihmte Gesetz erkannt hat, welches spater 
das Beciprocitatsgesetz der quadratischen Reste genannt worden ist. 
Andererseits bewegten sich Eulers Untersuchungen auch weithin im 
Gebiete der Diophantischen Analysis, in der Auflosung oder Be- 
trachtung der verschiedensten unbestimmten Gleichungen, wie denn schon 
erwahnt wurde, dafs er die Fermatschen Gleichungen + = 
a;* -[- = jgr* als unmoglich bewies; namentlich auch auf die Pell- 
sche Gleichung waren seine Bemfihungen gerichtet. Hierbei konzen- 
trierte sich jedoch sein Interesse in bedeutsamer Weise mehr und 
mehr auf gewisse Form en der untersuchten Ausdrucke, die, aus zwei 
oder mehr Unbestimmten im zweiten Grade zusammengesetzt, qua- 
dratische Formen genannt worden sind, und so wurden die Fragen, 
welche ursprfinglich auf die Auflosung oder Auflosbarkeit gewisser 
Gleichungen gerichtet waren, jetzt zu solchen nach der Darstellbar- 
keit bestimmter .Zahlen in derartigen Formen, nach ihren m5glichen 
Teilem u. dgl. m., wodurch die unbestimmte Analysis erst eigentlich 
zahlentheoretischen Charakter erhalt. 

Auf diesem Wege sind denn noch in demselben Jahrhundert die 
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franzosischen Mathematiker Lagrange und Legendre^ denen auch 
sonst die Zahlentheorie manchen bedeutenden Zuwachs yerdankt^ 
namentlicli dem Letztgenannten in Bezug auf die Theorie der quadra- 
tischen Reste^ Euler nachgefolgt und haben insbesondere die arith- 
metische Theorie der quadratischen Formen mit zwei oder drei Un- 
bestimmten sehr wesentlich bereichert und so ihre systematische 
Entwicklung schon angebahnt. 

Nach dem summarischen tJberblick, den wir hiermit iiber die 
Oescbichte der Zahlentheorie vor Gaufs gegeben haben, ist ohne 
Zweifel zuzugeben, dafs schon vor diesem eine Fiille interessanter, 
teils grundlegender, teils hoherliegender, entwicklungs^iger Satze 
der Zahlentheorie begrtindet oder vorhanden gewesen ist. Wenn wir 
gleichwohl diese als eine Wissenschaft erst von Oaufs an datieren, 
so bewegt uns dazu der Umstand, dafs alles das, was eine Disziplin 
zur Wissenschaft macht — feste Ghrundprinzipien, der leitende Faden 
allgemeiner Methoden und Oesichtspunkte, systematischer Zusammen- 
hang — der Zahlentheorie erst durch die BisqumUones Arithnieiicae 
verliehen worden ist. Dies epochemachende Werk zerfiQlt in drei 
grofse Teile. Im ersten derselben, den Sektionen 1 bis 4, giebt Gaufs 
auf Grund der einfachsten Euclidischen Satze einen festen systema- 
tischen Aufbau dessen, was wir multiplikative Zahlentheorie genannt 
haben: die Lehre von den elementaren Teilem der Zahlen, den Kon- 
gruenzen, d. i. den Eigenschaffcen der Reste, welche die Zahlen, durch 
andere Zahlen geteilt, lassen, und den mannigfachen Gesetzen, die sich 
hierbei herausstellen; insbesondere die Theorie der binomischen Kon- 
gruenzen oder der Potenzreste und als einfachstes und pragnantestes 
Beispiel der letzteren die ausfiihrliche Theorie der quadratischen Reste, 
namentlich den ersten strengen Beweis f&r das Reciprocitatsgesetz 
derselben. Nicht ohne innersten Zusammenhang mit der letztgenannten 
Theorie und doch fiir sich ein zweites grofses Gebiet bezeichnend, 
welches, neben der multiplikativen Zahlentheorie stehend, gewisser- 
mafsen sie zur, additiven zurQckfuhrt, findet im zweiten der genannten 
Teile der Disquisitiones, ihrer 5. Sektion, die Theorie der quadrati- 
schen Formen, der Darstellung der Zahlen durch solche, ihres Zu- 
sammenhangs unter einander, der wesentlich Ton einander yerschie- 
denen u. dgl. m. eine ebenfalls methodische und festgefQgte systematische 
Entwicklung, die alles in sich schliefst, was schon vor Gaufs yon 
Euler, Lagrange, Legendre in diesen Fragen geleistet worden 
war. Der dritte Teil endlich, die 6. und 7. Sektion, besteht aus An- 
wendungen der entwickelten Lehren, welche teils arithmetischer Natur 
sind, wie diejenigen zur Bruchzerlegung, zur Primzahlbestimmung u. a., 
teils die algebraische Auflosung der Kreisteilungsgleichung yermitteln, 
eine Anwendung der Zahlentheorie, die ebenso berClhmt als wichtig 
geworden ist, ersteres, da sie fur das Problem der £[reisteilung einen 
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seit yielen Jahrhimderteii ersten Fortschritt bedeutete^ letzteres^ weil 
sie eine ganz neue Auffassung der Theorie der Gleichungen hervor- 
gerufen hat^ bei welcher deren algebraiscbe Aufldsang unter dem 
allgemeineren Gesichtspunkte der Yerwandtschaft algebraischer Grofsen 
erfafst wird. 

Fast alles non^ was seitdem in der Zahleutheorie welter gefdrdert 
ist — iind dies ist eine grofsartige Ffille — , darf als ein Ausbau des 
GrondstockS; welchen Gaufs in den Disquis. Arithm. dem stolzen Ge- 
baude dieser Wissenschaft gegeben^ als eine Ansbeute der beiden 
grofsen Gebiete bezeichnet werden, die er derselben erobert hat; in 
ihrer weiteren Entwicklnng berubt und besteht die gesamte seitherige 
Zahlentheorie. Gaufs selbst schon erweiterte das erste der gedacbten 
Gebiete in folgenreicbster Weise durch die Einf&bning der sogenannten 
komplexen ganzen Zahlen von der Form a + ty— 1. Bezilglich 
dieser Zahlen fOhrte er und in noch weiterem Umfange P. G.Lejeune- 
Dirichlet, welchem zudem das Verdienst zukommt^ die Disquis. 
Arithm, durch geniale Erfassung des Wesens der einzelnen Probleme 
erheblich vereinfacht und eigentlich erst dem Verstandnisse eroflEhet 
zu haben^ den Nachweis^ dafs sie yon ganz analogen Gesetzen be- 
herrseht werden, wie die gewohnlichen ganzen Zahlen^ und so gelang 
es ihnen^ die Theorie der biquadratischen Beste ganz entsprechend 
und fast ebenso einfach zu gestalten^ wie die der quadratischen Reste. 
Auf dem von ihnen eingeschlagenen Wege folgte zunachst Ei sen- 
stein nach, welcher, wenn q eine kubische Einheitswurzel ist, wie 
")/— 1 eine biquadratische, filr die komplexen ganzen Zahlen von der 
Form a + bg xmd mittels derselben fiir die kubischen Reste vollig 
entsprechende Gesetze nachwies, als die gewohnlichen ganzen Zahlen 
bezw. die quadratischen Reste befolgen. Kummer gelang es alsdann, 
durch eine geniale That, die Einfdhrung gewisser „idealer Zahlen^, 
das Gleiche auch fQr die allgemeineren, aus irgend einer Einheits- 
wurzel gebildeten komplexen ganzen Zahlen festzustellen und so auch 
die Theorie der Potenzreste jeden beliebigen Grades zu begriinden. 
Endlich fUirten in neuester Zeit Dedekind xmd Eronecker und 
einige andere Forscher die Lehre von den allgemeinsten komplexen, 
den sogenannten algebraischen ganzen Zahlen in analoger Weise durch 
und mit.ihr die multiplikative Zahlentheorie zu ihrer grofsten Hohe, 
zu den allgemeinsten Gesichtspunkten, zu vollkommenem Abschlusse. 

Aber auch das andere Gebiet, das der zahlentheoretischen Formen, 
erweiterte und vertiefte sich zusehends. Hatte schon Gaufs neben 
der Theorie der binaren quadratischen Formen und zu deren Voll- 
endung die temaren in Betracht zu ziehen begonnen, so fOhrten neuere 
Mathematiker, unter denen besonders Hermite, Selling, Stephen 
Smith und Minkowski zu nennen sind, die Theorie der letzteren 
und allgemeiner diejenige der quadratischen Formen mit beliebig viel 
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Unbestimtnten weiter aus und yollendeten sie in ihren wesentlichsten 
Punkten. Andererseits nahm man neben den quadratischen Formen 
diejenigen hoheren Grades in Angriff^ Eisenstein z. B. eine gewisse 
Gattung knbischer Formen mit drei Unbestimmten^ welche die aus- 
gezeichnete Eigenschafk haben^ in ^^inearfaktoren^' zerlegbar zu sein. 
Letztere Eigenschaft; die auch den binaren quadratischen Formen zu- 
kommt, hebt aus alien Formen hoheren Grrades die zahlentheoretisch 
interessantesten heraus^ insofem die Theorie derjenigen Formen^ die 
sie besitzen, im wesentlichen mit der Theorie der algebraischen ganzen 
Zahlen identisch, nur eine andere Einkleidnng derselben ist. Von 
solcher Erkenntnis aus kommt der Lehre von den binaren quadrati- 
schen Formen eine ganz singulare Bedeutung fiir das System der 
Zahlentheorie zu. Eine Frage^ welche urspriinglich der unbestimmten 
Analysis angehort^ zunachst also^ wie die ganze unbestimmte Analysis^ 
des rechten zahlentheoretischen Charakters ermangelt, die Frage nach 
den ganzzahligen Losungen der aUgemeinen quadratischen Gleichung 
mit zwei Unbestimmten^ gewinnt solchen Charakter^ indem sie zur 
Frage nach der Darstellung ganzer Zahlen in Gestalt binarer quadra- 
jkischer Formen sich wandelt; diese neue Frage aber, die ihrer Natur 
nach ein Gegenstand der additiven Zahlentheorie ist^ erweist bei ge- 
nauerer Betrachtung sich der anderen nach der Zerlegung der Zahlen 
in komplexC; aus einer gewissen Quadratwurzel gebildete ganze Zahlen 
aquiyalenty wird so zu einer Frage der multiplikativen Zahlentheorie 
und schlingt sich auf solche Weise wie ein gemeinsames Band um 
alle Teile dieser Wissenschafb. 

Eine Lehre aber^ deren Gegenstand auch alien iibrigen mathe- 
matischen Disziplinen unentbehrlich ist^ kann sich nicht in so grols- 
artiger Weise entwickeln, ohne mit den letzteren eine mehr oder 
weniger innige Verbindung einzugehen^ teils auf sie wirkend, teils 
sich zur eigenen Forderung ihrer bedienend. Das Erstere sahen wir 
schon bei Gaufs' Bearbeitung der Kreisteilung; das wichtigste Bei- 
spiel des letztem geben die analytischen Methoden, durch welche, im 
Anschlusse an Euler, Dirichlet die Zahlentheorie bereicherte, um 
Probleme zu losen von der Art jenes alten Euclidischen, des Nach- 
weiseS; dafs die Menge der Primzahlen unendlich ist. Auf solche 
Weise konnten Aufgaben, deren Losung sich auf anderem Wege nicht 
hat darbieten woUen — tiefliegende Fragen der Formentheorie, die 
Untersuchung der mannigfachen Unregelmafsigkeiten der Zahlenreihe, 
wie sie in der Verteilung der Primzahlen in derselben oder in dem 
sprungweisen Charakter der zahlentheoretischen Funktionen zur Er- 
scheinung kommen — entweder erledigt oder doch erfolgreich in An- 
griff genommen werden. 

Auch fiir die additive Zahlentheorie haben neuerdings dergleichen 
Methoden sich nutzbringend erwiesen und namentlich in den Arbeiten 
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englischer Mathematiker, vomehmlich Sylvesters; fur die Zerfallung 
von Zahleu in Summanden der verschiedensteu Art vielfache Er- 
kenntnis geliefert. Gleichwohl fehlt es fur diesen Abschnitt der Zahlen- 
theorie sowie auch fiir die Behandlung unbestimmter Gleichungen, 
welche aufserhalb der Formentbeorie steben^ nocb sebr, wie an einer 
geeigneten Grundlage; so aucb an allgemeinen Metboden oder Gesicbts- 
punkten^ und es wird nocb anbaltender Bemtlbungen der Forscber 
bediirfen, um bier zu der gleicben Hobe zu dringeD, wie die multi- 
plikatire Zablentbeorie sie erreicbt bat. Der zweite Teil dieses Werkes 
will den Yersucb macben^ nacb Moglicbkeit in die zerstreuten Teile 
dieser Disziplin^ wenn nicbt wissenscbafblicbe Einbeit, docb Ordnung 
nnd Verbindnng zu bringen. 

Nacb diesen gescbicbtlicben Bemerkungen, bei denen wir uns 
vomebmlicb auf das grundlegende M. Cantorscbe Werk: Vorlesungen 
tiber Gescbicbte der Matbematik, 1. Bd., 2. Aufl. 1894; 2. Bd. 1892; 
3. Bd. 1898 gestUtzt baben^ und die wir im weiteren Laufe des Werkes 
durcb litterariscbe Nacbweise vieL^tig erganzen werden, wenden wir 
uns nunmebr zur systematiscben Darstellung der zablentbeoretiscben 
Lebren, die wir darin zu umspannen uns vorgenommen baben. tTber 
die bauptsacblicbsten bereits yorbandenen Lebrbficber oder systemsr 
tiscben Bearbeitungen der Zablentbeorie ygl. man die Encyklopadie 
der matbematiscben Wissenscbaften I G 1^ p. 555/56; zu den dort ge- 
nannten Werken ist neuestens nocb das Krone eke rscbe Werk, „ Vor- 
lesungen dber Matbematik II, erster Abscbnitt: Vorlesungen liber 
Zablentbeorie, 1. Band, brsg. Ton E. Hensel, 1901^' binzugetreten. 
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Die ganze Zahl nnd die einfachsten Reehimngsoperatioiieii. 

1. Der Begriff der Zahl*) entspringt aus dem Begriffe der Mehr- 
heit d. i. (in gewohnlichem Sinne) des Inbegriflfs verschiedener oder 



*) Dieser Begriff hat in nenerer Zeit eine Beihe von mehr oder weniger 
eingehenden Er5rterungen erfahren; wir nennen nnr die folgenden Arbeiten: 

E. Schroder, Lehrhuch der Arithmetik tmd Algebra, Leipzig 1873; G. Frege, 
Grundlagen der Arithmetik, Jena 1884; H. Schubert, System der Arithmetik 
und Algebra, Potsdam 1886; J. Tannery, introduction a la iMor. des fonct. 
d'ime variable, Paris 1886; Helmholtz, Zdhlen und Messen, und Eronecker, 
fiber den ZaMbegriff, in Philosoph. Anfa&tze, E. Zeller zu seinem 50j&hr. Jnbi- 
l&um gewidmet, 1887, die letztere Arbeit anch im Joum. f. die r. u. angew. 
Math. 101, p. 337; B. Dedekind, teas sind und was soUen die ZaMen?, Brann- 
schweig 1888, 2. Aufl. 1893; G. Peano, arithmetices principia nova methodo 
eocposita, Turin 1889; G. Cantor, Beitrdge zur Begrundung der transfiniten 
Mengenlehre, Math. Ann. 46, p. 481; 1896. 

Von ihnen dUrfte diejenige von Dedekind vielleicht die beachtenswerteate 
sein. Insbesondere kommt ihr gegenfiber der Darstellung von Eronecker das 
Verdienst zu, den Charakter eines endlichen Syfltems im Gegensatze zum un- 
endlichen in einfachster Weise ausgesprochen und die Rolle des Endlichen bei 
der Begriffsbestimmung der Zahl ina rechte Licht gesetzt zu haben. WtLhrend 
ich hierin mich Dedekinds Vorgange angeschlossen habe, glaubte ich doch 
in prinzipieller Hinsicht einen andem Standpunkt einnehmen zu muasen. Indem 
n&mlich Dedekind auageht vom Begriffe eines „SjBtem8*^ von Dingen, der nur 
auB demjenigen einer „Mehrheit** von Dingen durch Abstraktion von deren 
Ordnung gewonnen wird, eliminiert er die Vorstellung einer Folge, die jeder 
Auffassung unterschiedlicher Dinge zu Grande liegt und daher naturlicher Weise 
jenem Begriffe voransteht. Yon hier aus gelangt er durch eine langgestreckte 
Beihe von Definitionen und Folges&tzen, in deren Fassung und Aufbau die ganze 
Sch^rfe des Denkens und die groise Eunst sjstematischer Entwicklung sich 
kundgeben, welche auch sonst die Arbeiten des genannten Forschers auszeichnen, 
zu einem unendlichen Systeme von Elementen, fOi welches, nachdem man es 
geordnet, d. h. die „Folge" je zweier Elemente definiert hat, die gleichen Gesetze 
sich nachweisen lassen, wie sie fdr unsere gew5hnlichen Zahlen charakteristisch 
sind, und in denen wir daher die letzteren wieder zu erkennen haben. Diese 
EinfQhrung — ich m6chte sagen: a posteriori einer VorsteUung, ohne welche 
meines Erachtens weder der Begriff des „Sy8tems" noch auch die „Abbildung" 
eines solchen erfafst werden kann, erst in die aus jenem gezogenen Folgerungen 
will mir wenig nat&rlich und sachgemafs erscheinen. In meiner ErOrterung des 
Zahlbegriffs, wie sie der Text giebt, habe ich daher die VorsteUung der Folge 
zur Grundlage des Ganzen genommen. 
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doch von uns unterschiedener Objekte (der Elemenfce der Mehr- 
heit), seien diese letzteren intellektueller oder gegenstandlicher Art, 
Gedanken oder Dinge. 

Wir unterscheiden aber Objekte^ indem wir jedes einzelne 
derselben durch einen besonderen Akt nnsers Bewufstseins 
erfassen, d. i. sie in unser Denken oder Yorstellen aufnehmen. Die 
Unterschiedenheit dieser Akte ist fiir den Begriff der Mehrheit 
notwendig, sie reicht aber zugleich anch bin, eine solche zu 
begrtlnden; denn; wenn wir aucb von alien besonderen Eigenscbaften 
der Einzeldinge, wie jene Akte sie uns erkennen lassen mogen^ ab- 
strahieren, die Dinge eben nur als Einzeldinge in Betracht Ziehen^ so 
bleiben dieselben fUr uns doch immer noch unterschieden durch den 
besonderen inneren Akt^ der sie uns zum BewuTstsein gebracht hat, 
sodafs auch dasselbe Objekt, wiederholt gedacht oder vorgestellt, einen 
Inbegriff unterschiedener Objekte^ eine Mehrheit hervorbringt. Aber 
verschiedene Akte unsers Bewufstseins bilden stets eine 
Folge; und nur in dieser bestimmten Folge vermogen wir die unter- 
schiedenen Einzeldinge zur Mehrheit zusammenzufassen; die Mehrheit 
stellen wir demnach genauer als „Inbegriff einer bestimmten 
Polge von Objekten" fest. 

Geschieht nun, wie gesagt^ die Unterscheidung eines Objektes 
von einem andem dadurch, dafs wir jedes derselben mit einem be- 
sonderen Akte unsers Bewufstseins erfasseu; so ist doch behufs der 
Unterscheidung gleichgiltig, welches der Elemente zuerst, welches zu- 
letzt erfafst wird; die Folge der Akte lafst sich dabei vertauschen. 
Durch solche Yertauschung gelangt man zu einer anderen Anordnung 
derselben Objekte und durch die neue Zusammenfassung der letzteren 
zu einer Mehrheit^ die aus denselben Elementen^ wie die friihere; aber 
in anderer Anordnung besteht. Indem man dann bei diesen Mehr- 
heiten von der Anordnung ihrer Elemente abstrahiert^ entsteht 
der neue Begriff der Gesamtheit oder des Systemes von Elementen 
oder Objekten, welches fQr eine Mehrheit M durch M bezeichnet 
werden soil. 

Eine Mehrheit heifse ein Teil einer anderen, wenn die imter- 
schiedenen Elemente der ersteren zugleich unterschiedene Elemente 
der letzteren sind, ein echter Teil, wenn hierbei nicht die Ge- 
samtheit der letzteren auch diejenige der ersteren ist; ist im Gegen- 
teil dieses der Fall, so sind die Mehrheiten entweder identisch oder 
nur durch die Anordnung ihrer Elemente verschieden. 

Wird bei einer Mehrheit M nicht nur von der Anordnung 
ihrer Elemente abgesehen und so der Begriff des Systems M ge* 
wonnen, sondem abstrahiert man zudem auch von jeder besonderen 
Beschaffenheit der Elemente, indem man diese nur als Einzel- 
objekte (als „Einsen^ in Betracht nimmt, so erhalt man den Begriff 

3ftohm»Dii, niedere Zahlentheorie. I. 2 
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der Vielheit JMachtigkeit), welche der Mehrheit M entspricht und 
welche durch M bezeichnet werden m6ge, „da8 intellektuelle Abbild, 
die Projektion der Menge M in unserm Geiste" (G. Cantor). 

2. In den aufeinanderfolgenden Akten unsers Bewufstseins tragen 
wir in uns eine spontan sich bildende Mehrheit^ auf die jede andere 
Mehrheit, die wir erfassen, bezogen wird, indem den successiven Ele- 
menten der ersteren die einzelnen Elemente der letzteren sich zu- 
ordnen. Diesen inneren Vorgang zu versinnlichen, hat der mensch- 
liche Geist seit den altesten Zeiten Methoden erdacht, um entsprechend 
jener spontan sich bildenden Mehrheit eine Reihe von Zeichen zu 
bilden, die deren Stelle vertritt, und so jene Beziehung einer anderen 
Mehrheit zur letzteren, d. i. die Stelle, welche jedem Elemente der 
Mehrheit in der Folge der Denk- oder VorsteUungsakte zukommt, 
durch Beilegung des entsprechenden Zeichens (als Index oder Stellen- 
zeiger) zu sinnfalligem Ausdrucke zu bringen. Diese Zeichen sind 
die Zahlen (als Ordinalzahlen), in unserer abendlandischen Schreib- 
weise also die Zeichen: 

(0) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . 

In der Kegel, nach welcher diese Zeichen successive ge- 
bildet werden, beruht sowohl die Moglichkeit, ihre Reihe 
„unbegrenzt'^ fortzusetzen, als auch die Moglichkeit, sie bis 
zu einem beliebig femen Gliede n hin, d. h. die Zahlen der ;;be- 
grenzten" Reihe 1, 2, 3, ... w samtlich zu bilden, diese Reihe 
zu durchlaufen, bis zu n zu gelangen. 

Werden nun den Zahlen der Reihe nach die Elemente einer 
Mehrheit zugeordnet^ so sagt man: diese Elemente werden markiert 
oder gezahlt. Hiemach wird eine Mehrheit als gegeben anzu- 
sehen sein, wenn die einzebien der Zahlenreihe zugezahlten Objekte, 
soweit es deren giebt, bestimmt sind, sei es, dafs wir sie samtlich 
einzeln aufzufassen vermogen, wie etwa die Finger einer Hand, sei 
es, dafs wir nur nach einem bestimmten Gesetze oder einer Regel 
sie successive bilden oder aufstellen konnen, wie z. B. die Reihe der 
Zahlen selbst. 

3. Seien solcherweise die Mehrheiten Jf^, gegeben. Durch die 
gemeiusame Zuordnung ihrer Elemente zur Zahlenreihe wird eine 
Beziehung ihrer Elemente zu einander vermittelt derart, dafs die Ele- 
mente der einen Mehrheit, welche unterschiedenen Elementen der 
anderen zugeordnet sind, auch unterschieden sind. Falls hierbei jedem 
Elemente von ein Element von zugeordnet ist, soil so 
eindeutig auf bezogen (nach Dedekind: in abgebildet) 
heifsen; und wenn dadurch auch umgekehrt eindeutig auf be- 
zogen ist, so soUen die Mehrheiten Jf^, einander ahnlich 
(Krone cker und Cantor: Equivalent) genannt werden. 
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1st eindeutig auf bezogen^ so wird hiemit offenbar auch 
jeder Teil yon eindeutig auf einen gewissen Teil von be- 
zogen sein. 

Satz I. Sind demnach M^, ahnliche Mehrheiten^ so 
ist auch jeder Teil der einen von ihnen einem Teile der an- 
dern ahnlich. 

Satz II. Sind M^y ein- und derselben Mehrheit M 
ahnlich^ so sind sie es ersichtlich auch unter einander. 

Satz III. Mehrheiten M^, M^^ die sich nur durch die 
Anordnung ihrer Elemente von einander unterscheideu; sind 
ahnlich^ denn sie sind beide der Yielheit die ihnen gemeinsam 
ist; und daher auch die eine der anderen in eindeutiger Weise zu- 
geordnet. 

Satz lY. Die Ahnlichkeit der Mehrheiten M^y ist 
gleichbedeutend mit der Identitat der entsprechenden Viel- 
heiten M^, mit andem Worten: aus der Ahnlichkeit von Jfi, 
folgt My^ = und umgekehrt. In der That bleibt nach der De- 
finition der Yielheit ungeandert^ wie auch die besondere Beschaffen- 
heit der Elemente der Menge verandert wird^ z. B. alsO; falls 
M^y ahnlich sind, wenn jedes dieser Elemente durch das ihm zu- 
geordnete der Menge ersetzt wird; da so die Mehrheit sich 
in die Mehrheit verwandelt, deren Yielheit ist, folgt in der 
gemachten Yoraussetzung M^^ M^, Ist aber die Yielheit und 
die Yielheit ein- und dieselbe, so sind die Mehrheiten M^y M^, 
weil sie in eindeutiger Weise dieser selben Yielheit zugeordnet sind, 
es auch unter einander, w. z. b. w. 

4. Nun sind fQr eine Mehrheit M nur folgende Falle denkbar: 
entweder giebt es einen echten Teil Sfl von JIf, welchem M ahnlich 
ist, oder es giebt einen solchen nicht. Im erstem Falle heilse M 
eine unendliche, im letztem eine endliche Mehrheit (Dede- 
kind). 

Satz L Ahnliche Mehrheiten Jlf^, sind beide zugleich 
endlich oder zugleich unendlich. Denn, ware eine derselben, 
z. B. unendlich und ein echter Teil von M^y welchem 
ahnlich ware, so ^be es auch einen mit SR^ ahnlichen Teil Wl^ von 
Jfj (Nr. 3, Satz I), welchem (nach Nr. 3, Satz II) und folglich 
(desgL) auch ahnlich sein wiirde. Dieser Teil Sfl^ ^on kann 
aber nur ein echter Teil und deshalb mufs imendlich sein, denn, 
da SRj diejenigen Elemente von enthalt, welche den in ^Bt^ ent- 
haltenen Elementen von entsprechen, so wiirde, wenn SR, jedes 
Element von enthielte, in SR^ jedes Element von enthalten 
sein, das einem Elemente von entspricht, d. h. 3Ri enthielte alle 
Elemente von M^y gegen die Yoraussetzimg. 
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Satz n. Jeder Teil 9Ji einer endlichen Mehrheit M ist 
endlich. Dies leuchtet, wenn 9M die Mehrheit M selbst oder nur 
durch die Anordnimg der Elemente von ihr verschieden ifit, aus dem 
Yorigen Satze ein, denn alsdann sind and M ahnlich. Ist aber 
ein echter Teil von so sei 91 die nach Ausscheidung der in ihm 
enthaltenen Elemente aus M verbleibende Mehrheit. Ware nun 
eine unendliche Mehrheit^ gabe es also einen echten Teil Sfl' von 
dem ahnlich ware, so ware die aus den Elementen von 3)1' und 
SSI gebildete Mehrheit ein echter Teil der aus 9}2 und SSi gebildeten 
Mehrheit, die sich von M nur durch verschiedene Anordnung der 
Elemente unterscheiden kann; diese wurde aber, da Wt mit Sfl' und 
91 mit sich selbst ahnlich ist, jenem Teile ahnlich und folglich un- 
endlich sein, wahrend sie doch, da Jf als endlich vorausgesetzt ist, 
dem anfangs Oesagten zufolge gleichfalls endlich sein muTs. 

5. Die Zahlenreihe (0) ist eine unendliche Mehrheit, denn 
die „geraden" Zahlen 2, 4, 6, 8, . . . bilden einen offenbar echten Teil 
ihrer Gesamtheit, dessen Elementen die samtlichen Zahlen (0) ein- 
deutig zugeordnet werden konnen, und umgekehrt. 

Begrenzte Teile der Zahlenreihe, welche aus, von 1 an aufein- 
anderfolgenden Zahlen 1, 2, 3, ... n bestehen, soUen Abschnitte 
derselben heifsen, in Zeichen: 

|l,2,3,...n|. 
Jeder dieser successiven Abschnitte: 
(A) |1|, |1,2|, |1,2,3!, |1,2,3,4|,... 

ist ersichtlich ein echter Teil des nachstfolgenden und daher auch 
der spateren Abschnitte. 

Jeder Abschnitt ist eine endliche Mehrheit. Wir nehmen 
an, dies sei bewiesen fOr den Abschnitt iV« 1 1, 2, 3, . . . n |, und 
zeigen es dann auch ftir den folgenden Abschnitt 1 1, 2, 3, . . . n, |, 
wo n die auf n folgende Zahl bezeichne; da es offenbar ftir den 
ersten Abschnitt der fiberhaupt keinen echten Teil hat, richtig 
ist, gilt es dann allgemein. — Gesetzt nun, der Abschnitt M sei 
einem echten Teile SR seiner selbst ahnlich, so sind nur folgende 
Falle denkbar: entweder wird bei der ahnlichen Beziehung des Ab- 
Bchnittes auf seinen Teil die Zahl n' auf sich selbst bezogen oder auf 
eine Zahl m der Reihe 1, 2, 3, ... tz. Im erstem Falle bestiinde %St 
aus n und einem echten Teile der letzteren Reihe und der Abschnitt N 
wtirde somit einem echten Teile seiner selbst ahnlich sein, wahrend 
doch angenommen worden ist, dafs er endlich sei; dieser Fall ist also 
unzulassig. Im anderen Falle folgert man dasselbe in gleicher Weise^ 
falls n' in nicht auftritt. Ist aber n' darin vorhanden, indem eine 
Zahl p der Reihe 1, 2, 3, ... » bei der ahnlichen Beziehung des Ab- 
schnittes M auf seinen Teil auf n' bezogen wird, so wurde derjenige 
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Teil 91 dee Abschnittes in welchem p fehlt, dem Teile 9Jl' von 
9R ahnlich nein, in welchem n' nnd m imterdriickt sind und welcher 
somit jedenfalls ein echter Teil von 91 sein wiirde/ wenn die Zahl p 
(was far p = m der Fall ware) in 9K' nicht auftritt; andemfalls 
dOrfte man in Sfl' diese Zahl, ohne die ahnliche Beziehnng der Mehr- 
heiten 91 und 3Jl' zu einander zn storen^ durch die Zahl m ersetzen 
nnd fande so wieder 91 einem echten Teile seiner selbst ahnlich; denn, 
wenn ^Dt' das Element p enthalt^ kann es nicht zugleich alle Ele- 
mente yon nach Ausschlnfs von alsO; wenn p durch m ersetzt 
wird; nicht alle Elemente von 91 enthalten^ ohne dafs samtliche 
Elemente von M enthielte; 91 und (nach Nr. 4, Satz II) folglich auch 
N waren mithin unendlich^ gegen die Yoraussetznng, und somit er- 
weist sich auch der letzte, allein noch dbrige Fall als unzulassig. 

6. Nachdem dies festgestellt ist, bezeichnen wir die nach voriger 
Nummer endlichen YielheiteU; welche den successiven Abschnitten 
(A) zukommeu; kurz wieder durch die ihnen charakteristischen Zahlen 

(K) 1,2,3,4,5,6,7,... 

oder nennen sie die Einheit, Zweiheit, Dreiheit, u.s.w. Die Zei- 
chen (0), welche wir zunachst — als Ordinalzahlen — zur Be- 
zeichnung der Folge eingefQhrt haben^ erhalten so eine abweichende, 
neue Bedeutung als Zeichen ftir gewisse Yielheiten^ eine Bedeu- 
tung; in welcher sie nun Eardinalzahlen oder ganze Zahlen ge- 
nannt werden. 

Satz 1. Die Vielheiten, welche durch verschiedene Zah- 
len bezeichnet werden, d. i. verschiedenen Abschnitten ent- 
sprecheU; konnen nicht identisch sein; in der That wUrden 
sonst (nach Nr. 3, Satz IV) diese Abschnitte einander ahnlich sein; 
da aber der frUhere yon ihnen ein echter Teil des spateren ist^ milfste 
der letztere unendlich sein, was nicht zutrifft. 

Satz n. Jede endliche Mehrheit ist einem bestimmten 
Abschnitte ahnlich. Denn durch die Zuordnung ihrer Elemente 
zu den aufeinanderfolgenden Zahlen ist eine eindeutige Beziehung der 
Mehrheit zur Zahlenreihe (0) gegeben, durch deren Umkehrung aber 
nicht zugleich auch die Zahlenreihe eindeutig auf M bezogen werden 
kann, denn sonst ware die unendliche Zahlenreihe der endlichen Mehr- 
heit ahnlich, gegen Nr. 4, Satz I. Demnach wird es Zahlen geben, 
denen kein Element von M zugehort; eine von ihnen sei n und die 
nachst vorhergehende Zahl heiTse n. Aus der Zuordnung der Ele- 
mente von M zur Reihe aufeinanderfolgender Zahlen ergiebt sich 
unmittelbar, dafs dann auch keiner der auf n' folgenden Zahlen ein 
Element von M zugehort, die Elemente dieser Mehrheit vielmehr nur 
von 1 an aufeinanderfolgenden Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ... n und 
somit sie und die Zahlen einer der Folgen 
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1; 1, 2; 1, 2, 3; . . 1, 2, 3, . . . n, 
deren gesamte Beihe zugleich mit der Beihe 1^ 2; 3^ . . . n durch- 
laufen werden kanii; sich zugeordnet sind. Mithin ist die Mehrheit Jfaf 
selbst einem gewissen Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . w |; wo m eine der 
Zahlen 1, 2, 3, ... w bedeutet, und, da verschiedene Abschnitte, wie 
kurz Torher bemerkt, nicht einander und deshalb auch einer gemein- 
samen Mehrheit nicht ahnlich sein konnen, anch nur diesem Ab- 
schnitte ahnlich. 

Hiemach stimmt die Dedekindsche Fassung des Endlichen im 
Grande mit der gewohnlichen, welche das Endliche mit dem Be- 
grenzten identifiziert, iiberein. Nennt man namlich eine Mehrheit 
endlich, wenn sie durch eine begrenzte Beihe von Zahlen 1, 2, 3, ... «t 
abgezahlt werden kann, oder dem Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . m| ahnlich 
ist, so ist sie auch im Dedekindschen Sinne endlich (nach Nr. 5 
nnd Nr. 4, Satz I); umgekehrt ist eine in diesem Sinne endliche 
Mehrheit es auch im gewohnlichen Sinne, weil sie, wie soeben 
bewiesen, einem Abschnitte ahnlich ist. 

Die durch den vorigen Satz bestimmte ganze Zahl m — 
die Eardinalzahl namlich, welche die dem Abschnitte { 1, 2, 3, . . . m | 
zugehdrige Yielheit ausdriickt — heifst die Anzahl der Elements 
der endlichen Mehrheit 

Satz III. Offenbar ist die Anzahl der Elemente fiir end- 
liche Mehrheiten, die einander ahnlich sind, dieselbe; und 
umgekehrt sind zwei endliche Mehrheiten mit gleicher Elementen- 
Anzahl, weil ein- und demselben Abschnitte ahnlich, es auch unter- 
einander. 

Die Anzahl der Elemente des Abschnittes 1 1, 2, 3,^. . . m { ist 
gleich m. 

Die Elemente einer endlichen Mehrheit M, deren Anzahl m 
ist, dflrfen vermoge ihrer eindeutigen Beziehung zum Abschnitte 
1 1, 2, 3, ... m I durch E^, E^^ . . , angedeutet werden. 

Wir nennen nun in der Beihe (K) der ganzen Zahlen 
eine jede grofser als jede der voraufgehenden, kleiner als 
jede der ihr folgenden Zahlen. Mit dieser Grofsenordnung fur 
die ganzen Zahlen ist auch ftir die Anzahl der Elemente endlicher 
Mehrheiten die Grofsenordnung bestimmt. Sind namlich M, M' solche 
Mehrheiten und m, m' die ihnen resp. entsprechenden Anzahlen, so 
werden entweder Jf, M' einander ahnlich sein und dann ist die An- 
zahl m dieselbe, wie die Anzahl m'; im entgegengesetzten Falle sind 
M, M' verschiedenen Abschnitten ahnlich, also (vgl. Satz I) sind 
m, tn verschiedene Zahlen der Beihe (E) und folglich mufs dann 
entweder m grofser oder kleiner als m' sein. In Zeichen setzt man 
je nach diesen Fallen, von denen ein einziger nofcwendig stattfindet, 
m = m'; m > w'; ni < m\ 
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7. Unter einem Stiick der Zahlenreihe (0) verstehen wir 
eine endliche^ aus aufeinanderfolgenden Zahlen gebildete Mehrheit. 
1st \ 1, 2, , . , v\ der Abschnitt der Zahlenreihe^ welchem sie ahn- 
lich ist, 80 kann sie durch | w^, Wg, . . . | bezeichnet werden. 

Seien nun M, M zwei endliche Mehrheiten mit durchweg von 
einander nnterschiedenen Elementen^ indem nicht nur diejenigen von 
M und diejenigen von M f&r sich^ sondem auch die erstem von den 
letztem unterschieden werden, und seien n, v die ihnen entsprechen- 
den Anzahlen. Dann ist M ahnlich dem Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . n|, 
M dem Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . i/ 1 also auch dem Stiicke 

... nj, 

wobei f&r die auf n folgende Zahl gewahlt werden darf. Die ge- 
samte, aus den Elementen von M und M aneinandergefiigte Mehrheit 
wird demzufolge dem Abschnitte 

!1, 2, 3, ...w, ni, Wg, ...n,.| 

ahnlich, mithin eine endliche Mehrheit sein. Die Anzahl ihrer Ele- 
mente, welche die gleiche bleibt, wenn M und M durch bezw. ahn- 
liche Mehrheiten M' und M' ersetzt werden, da die aus den letzteren 
aneinandergefiigte Mehrheit der zuvor gebildeten ersichtlich auch ahn- 
lich ist, heifst die Summe von w, v, in Zeichen: 

n + 1/, 

die Zahlen n, v heifsen Summanden, und die Operation, die Summe 
zu bilden, die Addition von v zu «. Da bei der Bestimmung der 
Vielheit also auch der Anzahl von jeder bestimmten Anordnung der 
Elemente abgesehen wird, bleibt diese Summe ungeandert, in welcher 
Folge auch die Elemente von M und M zusammengefafst werden, 
wenn z. B. also, statt M an ilf zu ftlgen, umgekehrt die Elemente 
von M an diejenigen von M geffigt werden; man findet hiemach die 
Beziehung 

w + v = v + w, 

d. h. die Addition ist eine kommutative Operation. Ebenso 
einfach erkennt man durch Hinzunahme noch einer dritten Mehrheit 
Wl mit der Elementen-Anzahl n, dafs die Addition auch eine 
associative Operation, namlich 

(» + v) + n = « + (i/ + tt) 

ist. Wie die Summe zweier Zahlen, so lafst sich hiemach auch die 
Summe von drei, dann von vier, ftinf Zahlen u. s. w., d. i. die Summe 
jeder endlichen Anzahl von Zahlen in vollig bestimmter Weise bilden. 

Da der Abschnitt 1 1, 2, 3, . . . «, w'| sich aus dem Abschnitte 
1 1, 2, 3, ... n| und der Zahl n' zusammensetzt, Mehrheiten mit der 
Anzahl w, 1 resp., wahrend n' die Anzahl des gesamten Abschnittes 
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bezeichnety so findet sich nach dem Yorigen n »n + 1; d. h. die 
auf n folgende ganze Zahl entsteht durch Addition der Ein- 
heit zur Zahl n. 

Da n > n, so ist n + 1 > n und man sieht allgemeiner ein^ 
dafs die Summe n + v>n ist. Ist umgekehrt f» > n, so giebt 
es eine (und nur eine) bestimmte ganze Zahl v so beschaffen^ 
dafs n + V m ist. Denn, heifsen im Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . nt i ^ 
von welchem der Abschnitt 1 1, 2, 3, . . . n | ein echter Teil ist, die 
auf n folgenden Zahlen - • * fn, so ist er zosanunengef&gt aas 
den Mehrheiten 

|1, 2, 3, ...w| und «, ...m|, 

deren letzte, als Teil eines endlichen Abschnittes, nach Nr. 4, Satz U 
endlich ist und demnach eine bestimmte Anzahl v von Elementen 
besitzt; hieraus findet sich aber m=^n + v. Gabe es nun noch eine 
von V verschiedene ganze Zahl tt, ftr welche ebenfalls w = n + n 
ware, so wiirde m die Anzahl der aus den Abschnitten { 1, 2, 3, . . . n | 
und 1 1, 2, 3, ... n I zusammengefUgten Mehrheit 

I, 2,3, ...M, 1, 2, 3, ...n, 
welcher daher (nach Nr. 6, Satz III) der Abschnitt 

I I, 2, 3, ... w, ft ^, ... m I 

ahnlich sein mfirste; mithin ware die Mehrheit q, - - - m dem Ab- 
schnitte 1 1, 2, 3 ... n I ahnlich und daher n gleich der ihr zu- 
gehorigen Anzahl i/, gegen die Yoraussetzung. 

Aus der Gleichheit w + i/ = n + n erschliefst man mit- 
hin stets die andere: i; » n, denn sonst ^be es fiir die Zahl 
w == n -f 1/ > « noch eine zweite, davon verschiedene Darstellung 
w = w + n. 

Die so bestimmte ganze Zahl v wird die Differenz oder 
der Unterschied von m und n genannt, in Zeichen: 

1/ = w — n, 

ihre Bildung heifst die Subtraktion der Zahl n (des Subtra- 
henden) von der (gro&eren) Zahl m (dem Minuenden). 
Dan + i^ = 'f + w = m ist, folgert man 

n + (m — n) ^ (m — n) + n = m, 

Ist m die auf n folgende Zahl, also m n + 1 , so ergiebt sich 
fi'^m—l, d. h. die vor m voraufgehende Zahl entsteht aus 
m durch Subtraktion oder Wegnahme der Einheit; allgemeiner 
erkennt man, dais die Differenz v aus m durch successive Weg- 
nahme von n Einheiten entsteht. 

In jeder endlichen Menge von Zahlen p, q, Sy , , ,y z. B. 
wenn diese Zahlen Elemente aus dem Abschnitte 1 1, 2, 3, . . . n | sind. 
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ist eine die kleinste (genauer: gleich oder kleiner ab jede der 
tlbrigen) und eine die grofste (genauer: gleich oder grofser als 
jede der tibrigen). Dies leuchtet unmittelbar ein fQr jede Menge zweier 
Zahlen p, wobei, falls etwa p = q ware^ die kleinste Zahl mit der 
grSfsten tlbereinstimmen wtlrde. Nehmen wir an^ es gelte far jede 
Menge von n Zahlen, so gilt es auch fiir jede Menge von w + 1 Zahlen, 
also nach bekannter Schlufsweise aUgemein. In der That sei p, r, 
s, . . . eine Menge von w + 1 Zahlen, so bilden dem Voraufgehenden 
zufolge q, r, s, , . . eine solche von n Zahlen; ist nun k die kleinste, 
g die grofste Zahl dieser Menge, so sind nur folgende Falle moglich: 
entweder ist p ^ A;, dann ist p die kleinste, g die grofste Zahl der 
Menge p, qy . . , ; oder es ist p>Jc aber zugleich p^g, dann 
bilden k, g, oder endlich, wenn p^ g ware, so bilden k, p die kleinste 
und die grofste Zahl der Menge p,q,r,s,.,,, w. z. b. w. 

8. Denkt man eine endliche Mehrheit My deren Bestandteile n 
endliche Mehrheiten von gleicher Anzahl v der Elemente sind, so ist 
die Mehrheit M dem Yorigen zufolge auch in Bezug auf die Elemente 
jener n Mehrheiten endlich und die gesamte Anzahl dieser ihrer Ele- 
mente ist die Summe von n gleichen Summanden v. Eine 
solche Summe heifst das Produkt aus n und v und wird mit 
n.v oder nv bezeichnet, die Zahlen n, v als die Faktoren des- 
selben, und die Operation, das Produkt zu bilden, als die Multipli- 
kation von v mit n. Nennt man die n Mehrheiten M^, -Sfj, ... 
und die Elemente von M^, wo i jede der Zahlen 1, 2, 3, . . . n be- 
bedeutet, E^^, . . . J?/, so erhaJt man die samtlichen unterschie- 
denen Elemente von M aus dem Zeichen Ej*, wenn man dem Index i 
jeden der Werte 1, 2, 3, . . . w, dem Index k jeden der Werte 1, 2, 3, ... v 
beilegt. Hierbei bilden aber die Zeichen J?/, . . . jB;^", welche 
ein- und demselben Werthe von k entsprechen, eine endliche Mehrheit 

von n Elementen, und die aus den v Mehrheiten SR^, Tl^, . . . 
aneinandergefUgte Mehrheit besteht aus genau denselben, nur anders 
geordneten unterschiedenen Elementen J?^*, wie mit deren An- 
zahl nv daher die ihr zukommende Anzahl, welche offenbar vn ist, 
libereinstimmen mufs. So findet sich die Beziehung 



d. h. die Multiplikation ist eine kommutative Operation. Auf 
ahnliche Weise erkennt man, indem man noch eine dritte Mehrheit 
mit der Anzahl n hinzuzieht, dafs die Multiplikation auch asso- 
ciativ ist, d. h. dafs die Beziehung 



stattfindet. Denmach ist das Produkt jeder endlichen Anzahl von 
Zahlen in voUig bestimmter Weise zu bilden. Der Multiplikation 



nv == v«, 



(nv)n = »(vn) 
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kommt aber noch eine dritte Eigenschaft, die der Distribuitivitat, 
zu, welche sich in der Pormel 

(n + v) tt = wn + = n» + nv = Tt (n + 

ausspricbt und sich durch analoge Beixachtungen herleiten lafst. 

Aus der Gleicheit nv ^ nn folgt stets die andere: i; = n. 
Denn andemfalls ware eine der Zahlen v, n grolser als die andere^ 
etwa v> n, es gabe mithin eine ganze Zahl z so beschaffen^ dafs 
V -=n + a ist, und man erschlosse aus der vorausgesetzten Gleich- 
heit diese neue: 

nn + nz = wn, 

welche umnoglich ist^ da die Summe zur Linken im Gegenteil grSfser 
ist als nn. 

Ein Produkt aus v gleichen Faktoren n heifst eine Po- 
tenz und wird mit w*, n als ihre Basis, v als ihr Exponent be- 
zeichnet. Da die Multiplikation associativ ist, besteht folgende Be- 
ziehung : 

Ferner ist 

Zum Beweise nehme man an, diese Beziehung sei richtig, und 
erweise sie dann auch fiir den nachst grofseren Exponenten 
da sie fiir 1/ = 1 der Definition der Potenz und des Produktes zu- 
folge besteht, so besteht sie dann allgemein. Nun folgt aus ihr durch 
HinzufQgung des Faktors nn 

li'xe . nn = (nn)" . wn = (wn)" + ^, 
wahrend aus der Kommutativitat der Multiplikation die linke Seite 
sich mit fi^n . n^n, d. i. mit w* + ^. n""*"^ identisch ergiebt, w. z. b. w. 

9. Die Addition und die Multiplikation zweier Zahlen kann stets 
ausgefahrt werden, fiihrt namlich immer zu einer bestimmten ganzen 
Zahl, welche die Summe oder das Produkt jener beiden ist. Dagegen 
ist der BegriflF der DiflFerenz m — n von vomherein durch die Vor- 
aussetzung beschrankt, dafs die erste der Zahlen m, n grofser als die 
andere sei, hatte also im entgegengesetzten Falle keinen Sinn. Gleich- 
wohl kann man auch in ihm der Differenz durch folgende Betrach- 
tung einen Sinn unterlegen. Sei M eine Zahl, welche grolser ist als 
jede der beiden Zahlen m, m, sodafs man, unter js eine ganze Zahl 
verstehend, M=z-\-m setzen darf. Dann findet sich, falls m>n 
ist, ohne Miihe die Beziehung 

(1) Qs + m) — n^z + (m — n) ; 

denn, setzt man m — n = v also m = i/ + M, so ist js + m = {e+v) + n, 
mithin 

{js + m) — n ^ + V ^ z + (m — n). 
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Falls dagegen m < n also etwa fn + (i ist^ darf man 

(jer + w) — w = (jef + w) — (ft + m) 

einer ganzen Zahl d gleich, mithin is + m=^^ + m + d, j«=ft + tf 
d. i. 

d = jgf — ft 

setzeii; eine Formel^ welcher nach der Bedeutung der Zeichen ft^ d 
die Form 

(2) (jgr + w) — n = £f — (n — ■ m) 

gegeben werden kann. In demselben Falle hat nun zwar das Zeichen 
m — n Ton vomherein keinen Sinn; definiert man es aber in diesem 
Falle durch die (im entgegengesetzten Falle aus dem Begriffe der 
Di£Ferenz m — n folgende) Beziehung (1), so ergiebt die Vergleichung 
derselben mit der Beziehung (2) die Formel 

jef + (w — n) = j8f — (w — w) 

oder noch einfacher die Formel 

(3) (w-w), 

falls m < n. 

Die in diesem Falle giltige Formel (2) ist von vomherein ohne 
Bedeutung; wenn m > n ist, dann aber besteht die Beziehung (1). 
Nimmt man also alsdann die Formel (2) zur Definition des Zeichens 

— (« — m), so zeigt ihre Vergleichung mit jener, dafs 

jer — (w — m) == jef + (w — n) 

oder 

— (n — m) = + (m — «) 
ist; falls m> Hy oder, bei Yertauschimg der Zeichen dafs 

(4) — (m — n) = + (» — w) 
ist; falls w < w. 

Durch die definierenden Formeln (1) und (2) ist dem Dififerenz- 
zeichen m — n auch in dem Falle , wo der Minuendus kleiner ist als 
der SubtrahenduS; eine bestimmte, zunachst rein operative Be- 
deutung beigelegt der Art, dafs die Addition einer solchen Differenz 
mit der Wegnahme, die Subtraktion derselben mit der Hinzuf&gung 
der ganzen Zahl n — m gleichbedeutend ist. Nennt man aber jede 
im Lauf einer Rechnung additiv auftretende Zahl eine positive, jede 
subtraktiv auftretende Zahl eine negative, so darf man jetzt die 
Differenz m — n, falls m<n ist, auch losgelost von der Rech- 
nung, in der sie auftritt, als eine Zahl ansprechen, indem man 
kurz so sich ausdr£Lckt: 

Ist m<n, so ist die Differenz m — n die negative Zahl 

— (w — m), und diese negative Zahl addieren bezw. subtra- 
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hieren heifst ihren absoluten oder Zahlenwert n — m sub- 
trahieren resp. addieren. 

Zwischen beiden unterschiedenen Fallen liegt der noch Ubrige 
dritte: m = den man als gemeinsamen Grenzfall jener ansehen 
kann. Db, z + n aus z durch successive Hinzuftigung von n Einheiten 
und hieraus (e + n) — n durch successive Wegnahme eben dieser Ein- 
heiten entsteht, so ist oflFenbar + — w = Indem man daher 
zur Definition des Zeichens n — n jede der beiden Formeln (1) 
oder (2) verwendet, findet man 

(5) ;gr + (w — n) = = jBf — (n — n). 

Man nennt diese Differenz die Null^ in Zeichen 0; die vor- 
stehende Formel lehrt mithin^ dafs eine Zahl^ wenn man 
die Null ihr hinzufdgt oder sie von ihr wegnimmt, un- 
geandert bleibt. 

Nachdem diese Begriffe gewonnen worden sind^ wUrde nunmehr 
eine erschopfende Darstellung zu entwickeln haben^ wie die definierten 
negativen Zahlen und die Null mit den positiven sowie unter sich 
selbst durch Addition, Subtraktion und Multiplikation zu verbinden 
sind. Bei der Herleitung dieser Regeln hatte man stets zu beachten, 
dafs diese Zahlen im Grunde nicht an sich, sondem immer nur zu- 
gleich mit andem existieren, mit denen sie durch Addition oder 
Subtraktion verbunden sind. Wir beschranken uns hier darauf, bei- 
spielsweise darzuthun^ wie das Produkt aus einer positiven Zahl ft 
in eine negative Zahl — = — (n — m), wo w<» gedacht ist, ge- 
deutet werden mufs. Den Definitionen zufolge ist v = n — m und 
fur eine hinreichend grofse Zahl js 

(6) ft(;& + (m — n)) =fi((jer + m) — n); 

also ist n = v + m und folglich, wie einfach zu erkennen, 
(z + m) — (v + m) z — V, 

(l(jS — v)^(lZ — (IV. 

Die Formel (6) nimmt daher die Gestalt an: 

(m — n)) =^ (iz — (iv 

oder 

(l{iS+{—V))^fLZ — (lV, 

Will man nun, dafs der Rechnung die wichtige Eigenschaft der 
Distribuitivitat, welche der Multiplikation positiver Zahlen zukommt, 
auch bei Zulassung negativer Zahlen gewahrt bleibe, so hat man die 
linke Seite dieser Formel durch (iz + ui—v) zu ersetzen und zu er- 
schliefsen, dafs 
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ist Aus ahnlichen Erwagungen leitet man die ubrigen der bekannten 
Begeln fiir die Multiplikation beliebiger, positiver oder negativer Zahlen 
her; die sich in den vier folgenden Gleichui^en anssprechen: 

Wir beschliefsen diese einleitenden Betracbtungen^ indem wir 
die Grofsenordnung der negativen Zahlen fixieren. 1st m—n^v 
eine positive Zahl; so ist w=i/+n und m+l=(i/+n)+l=(v+l)+n, 
folglich (w+l)--n = v+l. FUr eine hinreichend grofse Zahl a 
bestehen demnach die Formeln: 

^--i/ = jef + (« — m), 

und ans ihnen erschliefst man successive die folgenden: 

= 1 + l0+n-{m + l)] = + - = {z + n) — m 

= jer + (n — w) = — v, 

ein Resultat; demzufolge wir aussagen konnen: Die negative Zahl 

— V entstehe durch additive Verknilpfung der negativen Zahl 

— (v + l) mit der Einheit, wodurch dann in Analogie mit den 
positiven Zahlen die negative Zahl — v als die auf — 
folgende oder nachstgrofsere Zahl zu betrachten ist. Da die 
vorstehende tTberlegung auch fOr den Grenzfall r » in Giltigkeit 
bleibt; so ist die ^^Zahl'^ Null als die auf — 1 folgende^ nachst grofsere 
Zahl anzusehen; und da durch Ausdehnung der Eommutativitat der 
Summation auch auf den Fall, wo einer der Summanden die Null 
ist; sich 

0+l-l+0«l 

findet; so ist die Zahl 1 als die auf folgende oder nachst grofsere 
ganze Zahl zu betrachten. Somit erhalten wir bei Zulassung der 
Null und der negativen Zahlen an Stelle der ursprfinglicheU; so- 
genannten nat&rlichen Reihe (E) der ganzen Zahlen jetzt die um- 
fassendere der Grofse nach geordnete Zahlenreihe (Z): 

(Z) ...,_3, -2, -1,0, 1,2, 3, 4,..., 

welche nach beiden Richtungen hin unbegrenzt fortgesetzt werden 
kann. Diese Zahlenreihe (Z) bildet das Material; dessen 
Eigenschaften dieTheorie der ganzen Zahlen zur Erorterung 
bringt. 
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Zweites Kapitel 

Von der Teilbarkeit der Zahlen. 

1. Aus den im vorigen Kapitel begrundeten Regeln znr Addition, 
Subtraktion und Multiplikation yon Zahlen folgt offenbar ftLr die 
Zahlenreihe 

(Z) •••,-3, -2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

die Eigenschaft^ dafs die Summe^ die Differenz und das Produkt aus 
einer beliebigen und einer gleichfEdls beliebigen Zahl dieser Reilie^ 
mag sie der ersteren gleich oder davon verscliieden sein^ wieder eine 
Zahl derselben Reihe sein muTs; mit andem Worten: die Zahlen 
jener Reihe reproduzieren sich durch Addition, Subtraktion 
und Multiplikation. Aus solcher Uiicksicht nennt man (nach 
Dedekind) die Zahlenreihe (Z) ein Zahlensystem. 

Sei nun n irgend eine (positive) ganze Zahl; dann werden die 
Produkte 

(1) . . — 3w, — 2n, — », 0, n, 2n, 3«, 4«, 5w, • • 

welche durch Multiplikation dieser Zahl mit den Zahlen der Reihe 
(Z) entstehen, samtlich verschiedene Zahlen der letzteren sein; doch 
enthalt nicht auch umgekehrt die Reihe (1) die samtlichen Zahlen 
der Reihe (Z); denn, um in der letzteren von einem jener Produkte 
zum nachstfolgenden, etwa von qn zu {q+l)n zu gelangen, muTs 
man mit qn die Einheit w-mal durch Addition verknfipfen, sodafs 
zwischen qn und (g+ 1) n noch die n — 1 anderen Zahlen 

(2) qn+ 1, + . . qn + {n-l) 

enthalten sind. Ffigt man jedoch die zwischen je zwei aufeinander- 
folgenden Produkten der Reihe (1) enthaltenen Zahlen dieser Reihe 
hinzu, so entsteht die gesamte Reihe (Z) und somit darf man sagen: 
1st m irgend eine Zahl der Reihe (Z), so hat sie, be- 
zfiglich einer bestimmten (positiven) Zahl n dieser Reihe 
betrachtet, notwendig die Form: 

(3) m^qn + Ty 

worin unter q eine Zahl der Reihe (Z), unter r eine der 
Zahlen 0, 1, 2, . . w — 1 zu verstehen ist. Diese einfeche Be- 
merkung ist als der Ausgangspunkt aller ferneren Entwicklungen 
und somit (wie Dedekind, Vorlesungen liber Zahlentheorie von 
Dirichlet, 4. Aufl. p. 514, Anmerkung, mit Recht hervorgehoben 
hat) als die Orundlage der gesamten Zahlentheorie zu be- 
trachten. 

Ist r = 0, gehort namlich m der Reihe (1) an, so hei&t w ein 
Vielfaches von w; jedes Vielfache von n hat mithin die Form qn 
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tmd sie werden aus dieser Form samtlich erhalten, wenn man ffir 
q jede der Zahlen (Z) setzt oder q diese Zahlenreihe durchlaufen 
lafst. Umgekehrt nennt man^ wenn m ein Yielfaches von n ist, 
n einen Teller oder Divisor von n. Als solcher wiirde der Formel 
m = qn=^nq gemafs auch die Zahl q zu bezeichnen sein und man 
heifst sie so den zu n komplementaren Teiler von m; wenn man 
jedoch n als Teiler von m hervorhebt^ so nennt man q den ihm 
entsprechenden Qnotienten und deutet ihn an durch das Zeichen: 

Das solcherweise definierte Zeichen — ist von vomherein ohne 

n 

Bedeutung, wenn m kein Yielfaches von n ist; mithin r in der 
Formel (3) sich von unterscheidet. Um ihm auch in diesem Falle 
eine Bedeutung zu verleihen^ kann man es dberhaupt als den Aus- 
druck des gegenseitigen numerischen Yerhaltens der beiden 
Zahlen n, wie es in jener Formel ausgesprochen ist; de- 
finieren. Dann deuten wir also durch das sogenannte Bruch- 

zeichen ^ einfach das Stattfinden der Gleichui^ (3) unter den fiir 

q und r angegebenen Bedingungen an; die Gleichung (4) aber ware 
nur eine Eonsequenz dieses Stattfindens fOr den Fall, in welchem m 
ein Yielfaches von n ist. Es wtirde sich alsdann fragen^ in welcher 
Weise man mehrere solche Zeichen, wie Zahlen, durch die einfachsten 
Operationen der Addition; Subtraktion und Multiplikation mit ein- 

ander zu verbinden habe. Seien also zwei Briiche ^; ^ gegeben 
d. h. zwei Beziehungen von der Form: 

(5) m = gn + r, = q'n + r, 

wo q, q Zahlen der Reihe (Z); r eine der Zahlen 0, 1; 2, ...;» — 1 
und r' eine der Zahlen 0, 1; 2; . . ., n' — 1 bedeuten; man folgert 
hieraus die folgende; 

(6) mn' ± m'n q ■ «w' + r, 
wo 

rn' ± rn = knn +1, q = ? ± a' + ^' 

gesetzt und unter h eine Zahl der Beihe (Z); unter r eine solche der 
Reihe 0; 1, 2; . . ., nn' — 1 verstanden ist. Wie nun den Gleichungen 

(5) die Brtlche ^; ^ resp., so entspricht der Gleichung (6) der 

Bruch ^^-i,^-?. Falls aber q, q' den Quotienten ^; ^ gleich; 
namlich r' gleich sind; ist auch sowohl r wie Tc gleich 0; des 
erstem XJmstandes willen wird q zum Quotienten ^^i,-*?^^ des 
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letzteren willen ist C{^q±q, d. i. dieser Quotient ist die Summe 
reap, die Differenz der Quotient en , ~, in Zeichen: 

/fjN mn w'w m m' 

^ ^ nn n n' 

Aus diesem Grunde nimmt man allgemein die letztere Glei- 
chung zur Definition der Summe resp. der Differenz der beiden 

Brilche ^, ^. 

n ' n 

Ahnlicherweise folgt aus den Beziehungen (5) die neue: 

(8) mm' = qw»' + r, 

wobei 

qn/ + q'fir + rr = knn' + r, (\^ qq' + k 

gesetzt und unter k eine Zahl der B>eihe (Z), unter r eine Zahl der 
Reihe 0, 1, 2, . . nn' — 1 verstanden ist. Der Gleichung (8) ent- 

spricht das Bruchzeichen Sind aber g, q' die Quotienten 

d. i. r = / = 0, so ist auch r = 0, k^O, also q der Quotient 



mm 
nn' 

m m' 



und dieser Quotient gleich qq d. i. gleich dem Produkte der 

Quotienten — , — in Zeichen: 
^ n ' n ^ 



mm m m 



nn n n 



Daher deflniert man auch allgemein durch diese Gleichheit 

das Produkt der beiden Brflche — , 

n ^ n 

Die Zahl q in der Formel (3), welche in dem Falle, wo m ein 

Vielfaches von n ist, der beziigliche Quotient ^ hiefs, wird allgemein 

das grofste Ganze von m in Bezug auf n oder das grofste in 

dem Bruche ^ enthaltene Ganze genannt. Die Zahl r heifst 

der Rest Ton m mit Bezug auf n. Zur Bezeichnung des grofsten 

Ganzen im Bruche — (des Entier yon — ) hat Legendre (s. seine 
ti \ n / 

fhdorie des nonibres, introduction) das Funktionszeichen ein- 

gefahrt, doch erscheint es bei ihm wesentlich auf den Fall positiver 

Werte des Argumentes ^ bezogen. Statt dessen bezeichnete Gaufs 

{Werkell, p. 5, 1808) mit [x] far jeden reellen, positiven oder nega- 
tiven Wert von x die algebraisch grofste darin enthaltene ganze Zahl, 
sodafs in algebraischem Sinne immer 

(10) [x]^x<[x] + l 
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ist; demzufolge ist J gleichbedeutend mit der Zahl q in der 
Formel (3) oder mit dem Zeichen ^(^); wenn dies fiir jeden be- 

liebigeu; positiven wie negativen Bruch ^ gebraucht wird. 

2. Ist m = qn, so ist auch w =» (— g) • (— w) d. h., wenn n ein 
Teiler einer Zahl ist^ so ist's auch die entgegengesetzte Zahl — n, 
Desgleichen folgt aus m = auch — m = (— g) • n d. h. entgegen- 
gesetzte Zahlen haben stets die namlichen Teiler. Aus diesem 
Grunde darf man sich bei der Untersuchung der Teiler von 
Zahlen durchaus auf positive Zahlen beschranken. 

Sind dann m, m' zwei verschiedene Vielfache von n: 

m = qn, m'==q'n, 

so heifst n ein gemeinschaftlicher Teiler von m, m\ Zwei 
Zahlen haben stets die Einheit zu einem gemeinsamen Teiler^ da 
jede Zahl m als Vielfaches der Einheit w = w • 1 aufgefafst werden 
kann. Ist ihnen aber auTser diesem selbstverstandlichen Teiler kein 
anderer Teiler gemeinsam, so heifsen sie teilerfremd^ Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler oder auch relativ prim. 

Da t» = 1 • so ist m selbst ein Teiler von m. Jeder von m 
verschiedene Teiler von m aber ist kleiner als m, denn m ist eine 
Summe aus einer Anzahl Summanden^ deren jeder gleich jenem Teiler 
ist. Da hiemach nicht nur samtliche Teiler von sondem umso- 
mehr alle diejenigen^ die m und einer andem Zahl m' gemeinsam 
sind, Zahlen des Abschnittes |1, 2, 3, . . m| sind, so giebt es unter 
den gemeinsamen Teilem von m einen grofsten gemeinsamen 
Teiler. Wird dieser 8 genannt und 

gesetzt; so sind ft, ft' zwei relativ prime Zahlen. Denn, hatten 
sie einen von 1 verschiedenen gemeinsamen Teiler sodafs man 
ft = dv^ yi! = dv setzen konnte, so folgte m = ddv, m' = d8v und 
die beiden Zahlen m hatten den gemeinsamen Teiler d8y welcher 
als Vielfaches von 8 grdfser ware als 8^ gegen die Bedeutung dieses 
Buchstabens. 

Nun haben die Zahlen (1), ebenso wie die Zahlen (Z), deren 
Reihe als der n » 1 entsprechende besondere Fall der Reihe (1) an- 
gesehen werden kann, die Eigenschaft, dafs die Summe und 
die Differenz aus einer beliebigen Zahl der Reihe (1) und 
einer gleichfalls beliebigen Zahl derselben, mag sie die 
gleiche sein wie die erstere, oder nicht, wieder eine Zahl 
der Reihe (1) ist; denn aus qn und qn folgt 

(11) (in±qn^{^q±i)n 

Baohmaniiy niedere Zahlenthoorie. I 3 
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d. fa. gleicfa einem Vielfacfaen von n. Derartige Zahlenmengen kommeii 
in der Zafalentfaeorie sefar hanfig in Betracfat nnd werden desfaalb 
(nacfa Dedekind and Eronecker) dorcfa ein besonderes Wort, 
namlicfa als Moduln gekennzeichnet. Wir denken uns irgend einen 
au8 Zahlen der Reihe (Z) gebildeten Modulus. JedenMls enthalt 
ein solcfaer aucfa positive Zahlen; denn^ entfaalt er die negative Zahl 
— m, so kommt aucfa die Zafal — m — (— w) = und folglicfa aucfa 
die Zafal — (— w) = + iw darin vor*). Wenn diese Zafal m nicfat 
die kleinste im Modulus entfaaltene positiye Zafal ist^ so entfaalt der 
Abscfanitt {1^2,3;...;m| nocfa andere darin auftretende Zafalen und 
unter ilinen ist eine die kleinste. Sei diese Zafal n. Dann entfaalt 
der Modulus aUe Vielfacfaen yon n d. fa. alle Zafalen von der Form 
njs, wo unter z jede beliebige Zafal der Beifae (Z) verstanden wird; 
aber er kann aucfa keine andere Zafal weiter entfaalten. Denn, ware 
m = qn+r, wo r von verscfaieden, also eine der Zafalen 1, 2, 3, . . n— 1 
ist^ im Modulus entfaalten^ so ware es aucfa; der Bedeutung eines 
solcfaen gemafS; die positive Zafal 

(qn + r)-qn^r, 

welcfae docfa kleiner ware als n. Man gelangt also zu dem 

Satz I. Jeder aus den Zafalen (Z) gebildete Modulus 
bestefat aus den Zafalen njs, wo z jede der Zafalen (Z); n aber 
die kleinste positive Zafal bedeutet^ welcfae der Modulus 
entfaalt. Man bezeicfanet ifan demnacfa kurz mit (nz), 

Seien nun a, h zwei gegebene (positiye) Zafalen; ilmen ent- 
sprecfaen zwei Moduln (ax), (by) aus der Beifae (Z). Der Ausdruck 
ax + by giebt dann aucfa eine Zafal derselben Beifae^ wenn fQr x, y 
irgend welcfae ganze Zafalen gesetzt werden. Die Gesamtfaeit aller 
Zafalen von dieser Form ist ebenfalls ein Modulus; in der Tfaat geben 
zwei Zafalen ax' + by\ ax" + by'' der Gesamtfaeit die Summe bezw. 
die Diflferenz 

{ax' + by) ± {ax" + by") ^a{x'± x") + b(f,'± y") 

d. i. wieder eine Zafal derselben Gesamtfaeit. Ist denmacfa n die 
kleinste positive Zafal in der letzteren, so ist jede Zafal derselben ein 
Vielfacfaes von n, und da insbesondere a, b selbst Zafalen der Ge- 
samtfaeit sind; so sind aucfa sie Yielfacfae von n oder n ist ein ge- 
meinsamer Teiler yon a, b. Andererseits mufs der Ausdruck ax + by 
fQr gewisse Werte |, von x, y der Zafal n gleicfa werden: 

(12) a^ + brj^ n. 



1) Yon der Zahlenmenge — wenn man so sagen will — , die nur ana der 
Zahl besteht nnd, wie sogleich zn sehen, die Eigenschaft eines Modnlns be- 
sitzt, wird von una im Folgenden g&nzlich abgesehen. 
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Da nach (11) jeder gemeinsame Teiler zweier Zahlen auch Teller 
ihrer Summe und ihrer Differenz ist; so ist der yorstehenden Gleichimg 
zufolge jeder gemeinsame Teiler yon a,b, also auch ihr grdfster ge- 
meinsamer Teiler d ein Teiler yon n, mithin w = dtf, der gemein- 
same Teiler n yon a, h ware also grofser als ihr grofster gemein- 
samer Toiler^ wenn d yon 1 yerschieden ware^ nnd deshalb mufs 

1 also d sein. Wrr sind auf diese Weise zu folgenden 
Satzen gefCLhrt worden: 

Satz n. Die Gesamtheit der Zahlen ax + by ist ein 
Modulus (Se), in welchem d der grofste gemeinsame Teiler 
yon a, b ist; jene Gesamtheit darf deshalb der grofste gemein- 
same Teiler der Moduln (ax), (by) genannt werden. 

Satz m. Haben zwei Zahlen a, b den grofsten gemein- 
samen Teiler d, so giebt es Zahlen S,,ri, welche der Gleichung 



Gentige leisten. 

Satz IV. Jeder gemeinsame Teiler yon a, 6 ist dem- 
nach ein Teiler ihres grofsten gemeinsamen Teilers S, Das 
TJmgekehrte leuchtet yon selbst ein. Die gemeinsamen 
Teiler zweier Zahlen sind mithin identisch mit den Diyi- 
soren ihres grofsten gemeinschaftlichen Teilers. 

Satz V. Sind insbesondere a, 6 relatiy prime Zahlen, 
fflr welche d ^ 1 ist, so besteht ftlr gewisse ganzzahlige 
Werte |, die Gleichung 



Dies Besultat ist yon heryorragender Wichtigkeit und liefert sogleich 
die fundamentalsten Satze tiber Teilbarkeit der Zahlen. Ist 
luLmlich c irgend eine dritte Zahl, so folgt aus (14) 



Ist daher d ein gemeinsamer Teiler yon ac und so mufs er es 
auch sein yon c oder: 

Satz VI. Ein Produkt, dessen einer Faktor prim ist zu 
einer Zahl, kann nur dann einen Teiler mit dieser Zahl ge- 
mein haben, wenn der andere Faktor ihn hat. Insbesondere 
ist das Produkt durch jene Zahl nur dann teilbar, wenn der 
andere Faktor durch sie teilbar ist. 

Sind nun nicht nur a, b, sondem auch c, b relatiy prime Zahlen, 
so kann ein gemeinsamer Teiler d yon ac und ft, da er Teiler yon c, 
also gemeinsamer Teiler yon b, c sein mtLfste, nur gleich 1 sein, 
und folglich miissen auch ac und b Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sein. Man findet also 



(13) 



(14) 



o| + 6ij-= 1. 



ac| + bcij = c. 
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Satz Vn. Das Produkt von (zwei) Zahlen, deren jede 
relativ prim ist gegen eine gegebene Zahl^ ist es gegen 
diese Zahl gleichfalls. 

Allgemeiner: Ist jede der Zahlen a, b, c, . . . relativ prim 
gegen jede der Zahlen a, 6', c, . . so ist auch das Produkt 
ahc... prim gegen das Produkt aVc.,.] denn zunachst folgert man 
aus dem vorigen Satze, dafs das erstere Produkt prim ist gegen jede 
der Zahlen a', 6', c', . . . und folglich wieder das Produkt der letzteren 
Zahlen gegen jenes Produkt. Sind mithin a, a' relativ prime 
Zahlen, so ist auch jede Potenz von a prim gegen jede 
Potenz von a\ 

3. Auch unter den gemeinsamen Teilem mehrerer, etwa 
V Zahlen 

(15) n, 2, r, . . . 

muTs einer der grofste sein. Der Natur der Sache nach ist er un- 
abhangig von dem Wege, auf dem wir ihn bestimmen konnen, ins- 
besondere also von der Reihenfolge, in welcher wir zu diesem Zwecke 
die gegebenen Zahlen mit einander verkntipfen. Sei nun d der grofste 
gemeinsame Teiler von m, n, so mufs jede Zahl, welche zugleich in 
jeder der gegebenen Zahlen aufgeht, auch ein Teiler von S, also ein 
gemeinsamer Teiler der Zahlen 

(16) S, i?, g, r, . . . 

sein, deren Anzahl um Eins geringer ist als die der gegebenen Zahlen; 
und umgekehrt ist jeder gemeinsame Teiler dieser neuen Zahlenreihe, 
da er in also zugleich auch in w, w aufgeht, auch ein solcher fiir 
die gegebene Reihe von Zahlen. Gesetzt nun, es sttlnde bereits fest, 
dafs die gemeinsamen Teiler der Reihe (16) von v — 1 Zahlen mit 
den Divisoren ihres grofsten gemeinsamen Teilers iibereinstimmen, 
so wiirden auch die gemeinsamen Teiler der Zahlen (15) d. i. von v Zahlen 
die Teiler von jd und demnach jd selbst der grofste gemeinsame 
Teiler der Zahlen (15) sein. Dies gilt aber in der That, da es fiir 
zwei beliebige Zahlen bereits bewiesen ist. Man hat mithin im Vor- 
stehenden nicht nur eine Methode, die Auf suchung des gr5fsten 
gemeinsamen Teilers von v Zahlen auf diejenige fiir v—1, 
dann far v — 2 u. s. w., endlich auf die fttr zwei Zahlen zuriick- 
zufiihren, sondem gewinnt auch den Satz: Die gemeinsamen 
Teiler mehrerer Zahlen stimmen mit den Divisoren ihres 
grdfsten gemeinsamen Teilers tiberein. 

Ist nun /J der grofste gemeinsame Teiler der Zahlen (15), sodafs 
man setzen darf 

m = jdni, n = p = ^dp', q = jdq, r = jdr, . . ., 

so konnen offenbar w', w', p, q\ r', . . . keinen Teiler mehr gemein 
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habeii; sie sind Zahlen ohne gemeinsamen Teiler^ insgesamt 
relativ prim. 

Yon diesem Falle ist der andere wohl zu unterscfaeiden; in 
welchem sie zu je zweien relativ prim sind; denn zwar sind in 
ihm ersichtlich die Zahlen (15) anch insgesamt ohne gemeinsamen 
Teiler, es braucht aber nicht umgekehrt zu sein; denn z. B. waren 
My n, p drei Zahlen ohne gemeinsamen Teiler^ wenn m, n einzeln 
zu p prim waren ^ doch unter einander einen gemeinsamen Teiler 
besafsen. — 

Wir schliefsen hier mit einer Betrachtung ab, welche 
von Dedekind (Braunschweiger Festschrift 1897, p. 1) zum Aus- 
gangspunkte ftlr TJntersuchungen einer sehr viel hoheren 
Art genommen worden ist. Seien m, p drei gegebene Zahlen, 
^ ihr grofster gemeinsamer Teiler, sodafs man 

m = jdm\ n = jdn, p = jdp' 

setzen kann, wo dann m', w', p' Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sind. Bezeichnen wir mit m", w", p' die grofsten gemeinsamen Teiler 
je zweier dieser Zahlen, namlich resp. von n^p\pym\ m\fi\ so 
werden sie zu je zweien prim sein und Gleichungen bestehen von 
folgender Gestalt: 

X w' = w"wi , p' = m"pi , 

m = w"m, , X p ^ n'p^ , 

ni = p'm^ , n = p'wj , X 

in denen n^y Pu m^j p^, vn^y ganze Zahlen sind. Aus der Gleich- 
heit n'm^ = p^'w, folgt daher 

aus den Gleichheiten p'n^ = m'n^ , ni'p^ = n"p^ ahnlicherweise 

p^^ 7t n , p^^ nm , 
wo (If Vj It ganze Zahlen sind. Hiemach findet sich 
/m' = \inpy n = vp'm\ p' = %mn' 

und 

m = jd\in' p\ n = ^vp'ni\ p = jd%m"n\ 

Da ny^y Pi\ '^%yPi\ ^37^8 paarweise relativ prim sind, ergeben sich 
,a', Vy % zu je zweien, aufserdem resp. zu m \ n \ p" relativ prim. 
Diese Darstellung der drei Zahlen w, w, jp als Produkte aus ihrem 
grofsten gemeinsamen Teiler und den sechs anderen Zahlen ft', v', 7c\ 
m'y w", p" nennt Dedekind die Zerlegung derselben in ihre 
Kerne. 
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4. Sind m zwei gegebene Zafalen^ so heifst jede Zahl; welche 
sowoU ein Yiel&clies von m als anch yon m ist; ein gemeinsames 
Yielf aches von m, Es ist leicht eine Formel aufzustelleii; 
welche diese samtlichen gemeinsamen Yielfachen darstellt. Sei lulmlich 
8 der grofste gemeinsame Teller von m\ sodafs man 

setzen darf^ wo nun ft^ ^ relativ prime Zahlen bedeuten^ so ist zu- 
nachst jedes Vielfache von m von der Form wijer, unter z jede Zahl 
der Reihe (Z) verstanden. Soil diese Zahl = Syi^z aber dnrch 
m = SyJ oder^ was anf dasselbe hinauskommt^ \isi dnrch ^ teilbar 
sein; so mnfs z es sein, etwa z = y^z'y und somit 

ft / / ttiVli f 

mZ = 0[l[l z = -y- • z 

sein. Jedes gemeinsame Vielfache von m, m' ist demnach ein Viel- 

faches der Zahl Da umgekehrt 

mfn f f f f f 

—J- ' z ^m-fiz ==w • ^z 

gesetzt werden kami, also jedes Vielfache von auch gemeinsames 
Vielfache von m, m ist, so stimmen die gemeinsamen Viel- 
fachen dieser beiden Zahlen mit den Vielfachen von 

tiberein, und unter diesen ist das kleinste. Man erhalt 

demnach das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen, 
wenn man deren Produkt durch ihren grofsten gemein- 
samen Teiler dividiert. Das kleinste gemeinsame Viel- 
fache zweier relativ primer Zahlen (fOr welche S = 1 ware) 
ist ihrem Produkte gleich. 

Auch fiir mehrere, etwa v Zahlen: 

(17) m, w, p, q, r, . . . 

wird es ein kleinstes gemeinsames Vielfache geben, welches der Natur 
der Sache nach unabhangig ist von dem Wege, auf welchem wir .es 
suchen, insbesondere von der Reihenfolge, in der wir hierbei jene 
Zahlen verknflpfen. Sei nun [i das kleinste gemeinsame Vielfache 
von t», w, so wird jede Zahl, welche durch die Zahlen (17) einzeln 
teilbar ist, auch ein gemeinsames Vielfache der Zahlen 

(18) /i, q, r, . . , 

sein, deren Anzahl v—1 ist; und umgekehrt mufs jedes gemeinsame 
Vielfache der letztem, da es ein Vielfaches von (i ist, auch ein 
solches von m und w, d. i. ein gemeinsames Vielfache der Zahlen (17) 
sein. Nimmt man daher als bereits feststehend an, dais die gemein- 
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samen Yielfachen der Zahlen (18) mit den Yielfaclien ihres kleinsten 
gemeinsamen Yielfachen M identisch sind, so werden auch die ge- 
meinsamen Yielfachen der Zahlen (17) die Yielfachen von das 
kleinste gemeinsame YieKache derselben also die Zahl M selbst sein. 
Dies gilt aber in der That^ denn f&r zwei beliebige Zahlen ist es 
bereits bewiesen. So ftlhrt die Torstehend angedeutete Betrachtung 
die Bestimmung des kleinsten gemeinsamen Yielfachen mehrerer Zahlen 
auf diejenige fOr zwei Zahlen zurdck nnd liefert zudem den Satz: 
Die gemeinsamen Yielfachen mehrerer Zahlen stimmen mit 
den samtlichen Yielfachen ihres kleinsten gemeinsamen 
Yielfachen tlberein. 

Sind die Zahlen m, n der Reihe (17) relatiy prim^ so wird 
H » mn] also ist in diesem Falle das kleinste gemeinsame Yielfache 
der Zahlen (17) mit demjenigen der Zahlen 

mn,p, q, r, . . . 

identisch; sind nun die Zahlen (17) dnrchweg zu je zweien^ also 
anch m sowie n und folglich anch mn zu p relativ prim, so wird 
wieder das kleinste gemeinsame Yielfache der letzteren Reihe mit 
demjenigen der neuen Reihe 

mnp, q, r, . . . 

Ubereinstimmen; u. s. w. Man findet demnach schliefslich den Satz: 
Das kleinste gemeinsame Yielfache von Zahlen, die zu je 
zweien relativ prim sind, ist gleich ihrem Produkte; daher 
ist eine Zahl, welche durch jede dieser Zahlen teilbar ist, 
auch teilbar durch deren Produkt. 

Sei P das Produkt der Zahlen (17). Der grofste gemeinsame 
Teiler der ganzen Zahlen 

MP MP MP 

tn ' n ' p ^ 

ist ersichtlich sowohl M-mal dem grdfsten gemeinsamen Teiler der 
ganzen Zahlen 

P P ^ . . . 

m ' n ^ p ' 

als auch P-mal dem grofsten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 

M M M , . . 

n ' p ' 

Nun ist aber der letztere gleich 1; denn, nennen wir ihn d, so wird 

^ durch jede der Zahlen m, p, . . . teilbar sein und daher auch 

durch ihr kleinstes gemeinsames Yielfache d. i. durch M aufgehen, 
mithin muTs d^l sein. So ergiebt sich der femere Satz: Das 
Produkt von v Zahlen ist gleich ihrem kleinsten gemein- 
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samen Yielfachen^ multipliziert in den grofsten gemein- 
samen Teller der aus je v — 1 der Zahlen gebildeten Produkte. 

Andere Beziehungen ahnlicher Art s. bei Lncas, Oieorie des 
nmnbres, 1891, p. 345, 346. — 

5. Die bereits von Euclid (ElemevUa, lib. VII) gegebenen 
Fundamentalsatze der Nr. 2 ftlhren nun leicht zu dem Hauptsatze 
Yon der Zerlegbarkeit der Zahlen in einfachste Faktoren. Hierbei 
darf man sich wieder auf die Betrachtung positiver Zahlen be- 
schranken, da aus ihnen die negativen durch Hinzufiigung des 
Zeichens — hervorgehen. 

Die (positiven) Zahlen diirfen unterschieden werden inzusammen- 
gesetzte oder zerlegbare und in unzerlegbare Zahlen m, jenach- 
dem es moglich ist, m als Produkt zweier Faktoren darzustellen, 
deren jeder von 1 verschieden ist, oder nicht; die unzerlegbaren 
Zahlen haben, mit anderen Worten, keinen weiteren Teiler, als die 
Einheit und sich selbst, wahrend den zusammengepetzten Zahlen noch 
andere Teiler eigen sind. Wir verstehen ferner unter einer 
Primzahl eine Zahl welcher die Eigenschaft zukommt, 
dafs jedes Produkt ab zweier Zahlen nur dann durch p teil- 
bar ist, wenn a oder b es ist. Aus dieser Definition folgt, dafs 
p unzerlegbar ist; denn, ware p^^q r, so waren die von der Einheit 
verschiedenen Faktoren q, r kleiner als p und deshalb jedenfalls 
nicht teilbar durch p'^ mithin wiirde das Produkt ab, indem man 
a = q, b ^ r wahlt, gegen die Bedeutung einer Primzahl durch p 
teilbar sein, ohne dafs a oder b es ware. Aber auch umgekehrt ist 
jede unzerlegbare Zahl p eine Primzahl; denn, da diese unzerlegbare 
Zahl keine Teiler besitzt als 1 und p, so kann, wenn ab durch p 
teilbar ist, a, wenn es nicht durch p aufgeht, Dur relativ prim gegen 
p sein und dann miifste dem Satze VI der Nr. 2 zufolge b durch p 
teilbar sein« Hiernach sind Primzahlen und unzerlegbare 
Zahlen identisch; aber es schien angezeigt, sie von vomherein in 
der Definition auseinander zu halten, da diese Identitat in der all- 
gemeineren Theorie der Zahlen, der Theorie der „ganzen algebraischen^' 
Zahlen, nicht durchweg mehr ebenso besteht. 

Wenn nun m eine zusammengesetzte Zahl ist, so giebt es 
wenigstens einen Teiler tn derselben, der von 1 und m verschieden 
also kleiner als m ist, und da iiberhaupt alle Teiler von m Zahlen 
des Abschnittes 1 1, 2, 3, . . ., w| sind, mufs einer von alien Teilern 
dieser Art der kleinste sein; er heifse p. Diese Zahl ist unzerlegbar; 
denn, ware p ein von 1 und p verschiedener Teiler von p also 
kleiner als p, so hatte auch m diesen Teiler p' <p, gegen die Be- 
deutung dieses Zeichens. Mithin hat jede zusammengesetzte Zahl ni 
einen Prim teiler p, sodafs man setzen darf m = p m^, wo eine 
gauze Zahl, welche als Teiler von m, da p von 1 verschieden ist. 
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kleiner als m sein mufs. Ist diese ZaU noch zusammengesetzt, so 
darf man ahnlich setzen: =Px^2> Pi moglicherweise mit 
p gleiche Primzahl; eine ganze Zahl kleiner als ist, u. s. w. 
In der Reihe der abnehmenden Zahlen w, m^, m,, . . auf welche 
man so st5fst und die samtlich dem Abschnitte |1, 2, 3, . . m| an- 
gehorig sind^ mnfs eine kleinste yorhanden sein und diese ergiebt 
sich dann, ahnlich wie p, als unzerlegbar d. i. als eine Primzahl JK- 
Hiemach findet man die Formeln: 

m^pm^, fn^^p^m^r'^^y-i^Pr^iPv 

und folglich 

(19) i^^-=PPlPi"'Py^lPr 

d. h. eine Zerlegung der zusammengesetzten Zahl m in lauter 
Primzahl faktoren. • 

Ist somit die Moglichkeit solcher Zerlegung einer zusammen- 
gesetzten Zahl erwiesen^ so ist es sehr wesentlich, zu zeigen, daTs sie 
nur auf eine Weise moglich ist. Gabe es aber noch eine zweite 
Zerlegung der Zahl m in Primfaktoren, namlich 

(20) = 
so mMste 

(21) PiP2'-Pv-QiQ2"'Q^ 

sein. Da hiernach die rechte Seite der Gleichung durch den Prim- 
faktor der linken Seite teilbar ist, mufste einer der Primfaktoren q 
es sein, was, weil q nur die Teiler 1, q hat, von denen der erste von 
Pi verschieden ist, nicht anders geschehen kann, als indem Pj^ gleich 
diesem Primfaktor etwa p^ = ist. Hebt man daher diesen 
gleichen Primfaktor in der Gleichung (21) fort, so findet sich 

und hieraus wieder gleich einem der Primfaktoren der rechten 
Seite, etwa p^ = q^ u. s. f. So zeigt sich allmahlich jeder der Prim- 
faktoren p gleich einem der Primfaktoren q, gegen den er sich fort- 
hebt; hieraus schliefst man zudem itt = v; denn ware ii> so wtlrde 
schliefslich links, ware (i <.v, schliefslich rechts die Einheit stehen 
bleiben, auf der andem Seite mindestens noch ein Primfaktor, durch 
den sie teilbar sein mufste, was nicht angeht. So ergiebt sich also 
die vollige Identitat der beiden Zerlegungen (19) und (20). 

Da, wie schon bemerkt, bei der allmahlichen Zerlegung der Zahl 
m in Primfaktoren ein- und derselbe Primfaktor p wiederholt vor- 
kommen kann, so sollen diese zu Potenzen zusammengefafst gedacht 
werden. Dann lafst sich das Erreichte in folgendem Hauptsatze 
von der Teilbarkeit ganzer Zahlen zusammenfassen: 
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Jede zusammengesetzte (positive) Zahl m kann — und 
zwar nur in einer ganz bestimmten Weise — als ein Produkt 
aus Primzahlpotenzen dargestellt werden derart^ dafs 



gesezt werden darf, wo Py Pi, P2, • - p^^i Terschiedene Prim- 
zahlen^ a, a^, a^, . . a^^.i positive ganze Exponenten be- 
deuten. 

Der Fall einer Primzahl fn=-p ist o£Fenbar als ganz spezieller 
Fall in diesem allgemeinen Satze enthalten. 

6. Die im Vorigen als moglich erkannte Zerlegung einer Zahl m 
in Primfaktoren wirklich zu ermitteln and so zugleich zu entscheiden^ 
ob m Primzahl sei oder nicht^ ist keineswegs ein&ch, sobald m eine 
grofse Zahl ist; wir kommen an spaterer Stelle auf diese Anfgabe 
zurtick. Die Zwei ist offenbar eine Primzahl und ist die einzige 
gerade Primzahl^ denn alle iibrigen geraden Zahlen sind ja Vielfache 
von 2; mithin sind alle fibrigen Primzahlen ungerade Zahlen d. i. 
von der Form 20+1. Da sowohl eine gerade Zahl 2a;, als eine 
ungerade Zahl 2a: -f 1 sein kann, sind sie notwendig von einer der 
beiden Formen 4a; + 1 oder 4a; + 3. Desgleichen sind sie, da z, 
durch 3 geteilt, nur einen der Reste 0, 1, 2 lassen kann, aus- 
genommen die Primzahl 3, von einer der Formen 6 a; + 1 oder 
6a; + 5, deren letztere o£Fenbar dieselben Zahlen liefert, wie die Form 
6 a; — 1, eben, wie in der Form 4 a; + 3 dieselben Zahlen wie in der 
Form 4a; — 1 enthalten sein werden. 

Fiir nicht zu groise Zahlen lost man die gedachte Aufgabe durch 
Versuche, bei denen folgende Bemerkung*), weil sie die AnyAhl der 
erforderlichen Versuche wesentHch einschrankt, von Wichtigkeit ist: 

Giebt es bis zur Grenze ]/m**) keine in m aufgehende 
Primzahl, so ist m selbst eine Primzahl. In der That, ware 
m zusammengesetzt und p eine in m aufgehende Primzahl, so miiTste 
diese der Annahme nach grofser als Ym sein. Setzte man demgemafs 



*) S. Legendre, essai sur la thiorie des nombreSj denxi^me Edition, p. 6. 
Daselbflt findet sich als Tafel IX eine Tabelle der Primzahlen bis 1229. Bei 
Vega, tabulae logarithmico-trigonometricaey Lipsiae 1797, findet man eine solche 
bis 400 000 reichende Tafel, in der zndem far jede zusammengesetzte Zahl ihr 
kleinster Primfaktor angegeben ist. 

^) Wir mussen hier und gelegentlich anch spS^ter in unsere Betrachtongen 
den Begriff der irrationalen Zahlen flbemehmen, ohne anf seine Begrundnng 
uns einlassen zu kOnnen. Will man ihn hier vermeideu, so setze man statt 
Ym die grOfste ganze Zahl fi,, deren Quadrat kleiner als m ist. Bezuglich der 
Definition und Begrdndung irrationaler Zahlen mufs auf Werke verwiesen werden, 
die ihnen besonders gewidmet sind, z. B. auf des Yerfassers ^^Vorlesttngen i^er 
die Natur der Irratiandlzahlen^ Leipzig 1892''. 
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m = pm', so wiirde im Gegenteil m', ebenso wie jeder etwaige Teiler 
von m' kleiner als f/m sein; entweder miifste aber m' selbst oder 
einer dieser Teiler eine Pninzahl sein, die ersichtlicli in m aufgeht; 
xind man kame so zu einem Widerspruch gegen die Yoraussetzimg. 

Diese Bemerkung macht es leicht, bis zu einer nicht 
allzu grofsen Zahl m bin samtliche Primzahlen zu ermitteln 
mittels einer Metbode, die scbon im Altertum unter dem Namen des 
Siebes von Eratosthenes (cribrum Eratosthenis) bekannt war. Man 
denke sicb alle Zahlen bis m bin nach der Reibe anfgestellt, streicbe 
dann in dieser Reibe nnter Beibebaltung der Zabl 2 alle Yielfacben 
Yon 2; streicbe unter den nocb dbrigen Zablen der Reibe die darin 
entbaltenen Yielfacben der nacbsten Zabl 3, wabrend man diese Zabl 
selbst beibebalt; dann unter den jetzt nocb iibrigen Zablen der Reibe 
die darin entbaltenen Yielfacben der nacbsten Zabl 5 unter Bei- 
bebaltung dieser Zabl selbst, u. s. w. Die jedesmal nacbste Zabl, 
die 2,3,5,7,..., muTs eine Primzabl sein; denn, gilt dies scbon 
fQr die ibr voraufgebenden Zablen 2, 3, 5, 7, . . ., so gilt es aucb ftlr 
sie selbst, da sie sicb nicbt unter den Yielfacben jener befunden bat, 
die docb als die einzigen kleineren Prim zablen ermittelt worden sind, 
also allein ibre Primfaktoren sein konnten; nun ist aber 2 eine Prim- 
zabl, also aucb aUe die gedacbten Zablen. Hat man jenes Yerfabren 
so fortgesetzt bis zur grofsten Primzabl p unterbalb der Qrenze )/?«, so 
mtissen aus der Reibe 1, 2, 3, . . ., m samtlicbe Zablen fortgefallen 
sein auGser den in ibr entbaltenen Primzablen. Denn jede Zabl q 
der Reibe 1, 2, 3, . . ., w, welcbe von den Zablen 2, 3, 5, . . ., p ver- 
scbieden ist, ist entweder ein Yielfacbes einer dieser Zablen also 
scbon gestricben, oder ist durcb keine dieser Primzablen < "j/w, a for- 
tiori also durcb keine der Primzablen < Yq teUbar, mitbin eine 
Primzabl. 

7. Scbon Euclid (Ekmenta, lib. IX, 20) bat bewiesen, dafs 
die Menge der Primzablen unendlicb ist. In der Tbat, gabe es 
nur eine endlicbe Menge von Primzablen, so ware eine unter ibnen 
die grofste (nacb Kap. 1, Nr. 7); sie beifse p. Bildet man dann das 
Produkt aller vorbandenen Primzablen und addiert zu demselben die 
Einbeit, so entstebt die Zabl 

2.3.5.7-.i) + l, 
welcbe offenbar >p und durcb keine der vorbandenen Primzablen 
teilbar, folglicb unzerlegbar also nocb eine neue Primzabl ware, gegen 
die Yoraussetzung. 

Dies Rasonnement lafst sicb nacb Eummer (BerL Monatsber, 
1878, p. 777) durcb das folgende ersetzen. Da, wenn p die grofste 
Primzabl ware, die von 1 verscbiedenen Zablen, welcbe <2-3-5-7-- /) 
sind, entweder eine der Primzablen 2, 3, 5, 7, . . p oder docb nur 
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auB solchen zusammengesetzt sein konneii; wtirde jede yon ihnen 
einen Teller mit P = 2-3-5-7---2? gemeinsam haben, 1 also die 
einzige Zahl < P sein, welche prim gegen P ist. Aber zwei auf- 
einanderfolgende Zahlen sind offenbar stets relativ prim; somit ware 
P — 1 > 1 noch eine zweite zu P prime Zahl < P, ein Widerspruch, 
welcber die Unzulassigkeit der Amiahme erweist 

Euler folgerte dasselbe aus einer analytischen Formel^ und in 
eeinen PuTstapfen weiterschreitend bewies aUgemeiner zuerst P. Le- 
jeune Dirichlet {Ahh, d. Berl M\ 1837, p. 45, Werke 1, p. 313), 
dafs jede arithmetische Progression oder dafs die Formel + n, 
in welcher z alle Zahlen der Reihe (Z), die „DifFerenz" m aber und 
„das Anfangsglied^' n zwei relatiy prime Zahlen bedeuten, imendlich 
viel Primzahlen enthalte bezw. darstelle. Diesen ursprttnglich von 
Legendre aufgestellten Satz (essai sur la th. des nombres 2, § 9) 
bewies sodann mit elementareren Hilfsmitteln F. Mertens (Wiener 
Berichte 106, 1897, p. 254, in einer Arbeit, von welcher Teile bereits 
friiher veroflfontlicht waren im Jornn, f. Math. 78, 1874, p. 46 und 
117, 1897, p. 169; Wien, Ber. 104, 1895, p. 1093, 1159; s. dazu 
auch ebend. 108 11, Mai 1899), und er vervollstandigte den Satz 
noch durch Angabe von Grenzen, in denen wenigstens eine jener 
Primzahlen enthalten sein mufs. Fiir die speziellen arithmetischen 
Progressionen von der Form me + 1 gab E. Wendt {Jornn. f. Math, 
115, 1895, p. 85) eine rein arithmetische Herleitung des Satzes. 

Besondere Falle dieser Art erledigen sich sehr einfach (s. Lucas, 
ihcorie des mmbres, p. 353). Z. B. schliefst man folgendermafsen, 
dafs es in der arithmetischen Progression oder in der Form 
6a; — 1 unendlich viel Primzahlen giebt. Fiir jede Primzahl 
p> 2 erhalt man durch die Formel 

2.3.5.7..^-l 

eine Zahl von der Form 6x — 1. Ist diese, durch 3 nicht teilbare 
Zahl nicht selbst eine Primzahl, so enthalt sie doch mindestens einen 
Primfaktor von der Form 6^—1; denn ein Produkt aus lauter 
Primfaktoren der anderen, allein noch zulassigen Form 6x + 1 hat 
immer wieder die gleiche Form 6x + 1. Jene Primzahl bezw. ihr 
eben erwahnter Primfaktor von der Form 6x — 1 ist aber von jeder 
der Primzahlen 2, 3, 5, 7, . . ., i> verschieden, da der obige Ausdruck 
durch keine dieser Zahlen aufgeht. Somit kann man, unter p jedes- 
mal die grofste der bereits ermittelten Primzahlen von der Form 
6a; — 1 verstehend, deren kleinste die Primzahl 5 ist, eine noch 
grofsere Primzahl derselben Form nachweisen, w. z. b. w. 

Wir schliefsen hieran noch folgenden Satz: Die Gleichung 

(23) 2. 3- 5. 7...!) = a'» ± 6'", 
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in welcher w> 1 und a, b positive ganze Zahlen bedeuten, 
ist nnmdglich, wenn p > 2 ist. Dem Beweise desselben schicken 
wir den anderen voraus: Der Ausdruck ct^ — fi^j in welchem cc, 
ganze Zahlen, q eine Primzahl bedeuten, ist entweder prim 
gegen q oder teilbar durch q^. (S. hierzu Lucas a. a. 0. p. 341, 
Ex. 4.) Da 

- + a^->/J + . . . + afi^'^ + fi^- ' 
eine ganze Zahl ist, so ist cfi — fi^ das Produkt der beiden ganzen 

^9 at 

Zahlen a — p, a — p ' denen die letztere, wenn a /J + y g©- 
setzt wird, in 

(24) ^-2^-^ + ^4~2^ V + • • • + + r"-' 

tlbergeht; mit RtLcksicht darauf, dafs die Binomialkoeffizienten der 
q^^ Potenz, wie bald bestatigt werden soil (Ende von Nr. 12), durch 
q teilbare ganze Zahlen sind, ergiebt dieser Ausdruck, dafs der zweite 

cc^ — ff^ 

Faktor — zugleich mit dem ersten Faktor a — /S = y durch q 

teilbar oder durch q nicht teilbar ist, wie es die voraufgehende Aus- 
sage behauptet. 

Bestande nun die Gleichung (23), so konnte zunachst keine der 
Zahlen a, h durch einen der Primfaktoren des Produktes 

P-2.3.5.7 ..i> 

teilbar sein, denn sonst mCLfste es auch die andere sein und folglich 
das Produkt P durch eine hohere als die erste Potenz dieses Prim- 
faktors aufgehen, was nicht der Fall ist. Da aber a, h nicht beide 
gleich 1 sein konnen, denn P ist weder Null noch Zwei, so muTs 
eine dieser Zahlen durch eine grofsere Primzahl als p teilbar, dieser 
Primzahl also mindestens gleich und folglich + 2 sein. — Nun 
kommt nur der Fall eines ungeraden m in Betracht. Denn ftlr ein 
gerades m ^ 2[i ware 

a«» + 6™ = (a^)2 + (b^y, 

da durch 3 nicht teilbare Zahlen sind, deren Quadrate, durch 

3 geteilt, stets den Best 1 geben, nicht durch 3 teilbar, wie es P 
doch ist; 

aber ware, da a'', ungerade Zahlen sind, deren Quadrate, durch 4 
geteilt, stets den Rest 1 geben, durch 4 teilbar, was P nicht ist; 
weder fiir das obere noch fiir das untere Vorzeichen konnte demnach 
die Gleichung (23) bestehen. Sei somit m ungerade. Dann darf es 
nicht >p sein, denn fiir ein solches m ware a"* + fe'"> (j? + 2)''> P; 
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damit aber a"* — 6»» = P wiirde; was positiv ist, mflfste a = 6 + c, 
c^l sein; in diesem Falle wiirde jedoch 

_ Jm ^ _| 1_ f^lffn-l _^ 

jenachdem 6 = 1 also a + 2, oder 6 > 1 also + 2 ware, 
grofser als 

(f» = (a-l)'»>(p + l)p 
oder groiser als _ 

wahrend P kleiner ist als jeder dieser Werte. Demnach mtLfste 
und folglich dnrch einen der Primfaktoren q von P teilbar 
sein, die angenommene Gleichung (23) erhielte die Gestalt 

P = a? _ /S?^ 

wo a eine positiye, p eine positive oder negative ganze Zahl, q Prim- 
zahl ist, ware aber wieder nnmoglich, da nach der voraufgeschickten 
Bemerknng die rechte Seite den Prunfaktor q entweder gar nicht 
oder mehrfacb enthielte, wahrend er in P ein aber ancb nnr ein Mai 
anftritt. 

8. Hat man der Formel (22) gemafs eine Zahl m in ihre Prim- 
faktoren zerlegt, so ist es leicht, ihre samtlichen T&iler aufzn- 
stellen. In der That, ist n ein Teiler von m und folglich m = g«, 
so geht offenbar jeder Primteiler von n auch in m auf, also kann n 
keine anderen Primfaktoren enthalten, als m selbst, und demnach 
wird seine Zerlegung in Primzahlpotenzen notwendig die Form haben: 

(26) «-i>"l>i">ft^--l>^*-S 

worin jeder der Exponenten eine positive ganze Zahl oder, 

falls die entsprechende Primzahl in n nicht, wie in m selbst, auf- 
gehen soUte, die Null bedeutet Eeiner dieser Exponenten darf aber 
grSfser sein, als der Exponent derselben Primzahlpotenz in der Zer- 
legung von w; denn, ware z. B. a > a, so enthielte n den Primfaktor 
p ofter als a-mal, und er mMste wegen m ^ qn dann auch in m 
ofter als a-mal auftreten. Hiemach befinden sich samtliche Teiler 
von m unter den Zahlen n von der Form (25), die man erhalt, 
indem man die Exponenten a, ccj, . . a^_i der Reihe nach die Werte 

a: 0, 1, 2, .. a, 

^26) ^9 ' ' 'f ^if 

0, 1, 2, at_i 

durchlaufen lafst. Jede dieser Zahlen ist aber auch ein Teiler von 
m; denn, bezeichnen /3, jUj, . . ., die nicht negativen Diflferenzen 
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reap., so kann man allgemein setzen 

wo q=«pl^p^^^ • • 'P^^Si^ ganze Zahl ist. Die Gesamtheit der 
Zahlen n von der Form (25) fiir die in (26) angegebenen 
Werte der Exponenten ist also die Gesamtheit der Teiler 
von w. 

Da durch die Kombination aUer zulassigen Werte der Exponenten 

Zahlen von der Form (25) entstehen, so ist die An zahl t(m) der 
verschiedenen Teiler von m gleich demselben Produkte: 

(27) t(m) - (a+ 1) (a, + 1) ■ . . (a,_, + 1), 

und hangt demnach nicht von dem Werte der Primzahlen^ 
aus denen m besteht^ sondern nur von ihrer Haufigkeit in 
der Zerlegung von m ab. 

Leicht findet man auch die Summe aller Teiler von m. Ware 
m eine Primzahlpotenz^ m p^, so ware jene Summe ersichtlich die 
folgende: 

Bildet man aber die analogen^ den samtlichen Hbrigen Primfaktoren 
von m entsprechenden Summen: 

so erh&lt man bei der Mnltiplikation aller dieser Gleichungen links 
offenbar als allgemeines Glied den Ausdruck (25) far n, und somit 
zur Linken der resultierenden Gleichung genau die gesamte Summe 
dieser Zahlen ftir die unter (26) angegebenen Werte der Exponenten 
d. i: die Summe*) J*(w) aller Teiler von m ist: 

*) Die Bezeichnimg der zahlentheoretischen Funktionen ist bisher noch 
eine bei den verschiedenen Schriftstelleni sehr ungleiche. Das Zeichen J\in) 
Oder y*w for die Summe der Teiler von m stammt von Ealer her {Opusc. var. 
argum. 2, 1750, p. 28 = Comm. arithm. 1, p. 102); Liouville bedient sich statt 
dessen des Zeichens i{m) und bezeichnet dem entsprechend mit tf^(m) dasselbe, 

was hier J\m) genannt ist {Joum. de Math, 2. se'r., 2, 1857, p. 426). Tafeln 
h 

filr die Summe der Teiler gab zuerst Euler (s. Comm. ar. 1, p. 104—109, 147). 
Nach Lucas ih. des nombres p. 878 gaben ihnen Reuschle und Landry {de- 
composition des nombres 2''±1, Paris 1869) eine grOfsere Ausdehnung. 
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diese hangt sowohl von dem Werte der Primfaktoreu von 
als auch von der Haufigkeit ihres Auftretens ab. 

Betrachtet man an Stelle des Tellers n eine beliebige Potenz 
desselben^ so darf man setzen: 

n' = {pf^y • (p,'y^ • • • 

hiemach leuchtet ein, dafs die Formel (28) die Sum me f(pi) der 

h 

Potenzen samtlicher Teiler von m ergiebt, indem man 
iiberall die Primfaktoren durch ihre Potenzen ersetzt^ also 

Y p —1 Pi —1 Pi_i — 1 

Jedem Teiler n von m entspricht nach der Beziehung m == qn 
ein anderer q, der zu n komplementare Teller^ und dieser ist 
von jenem verschieden; wenn m keine Quadratzahl ist. Im eni^egen- 
gesetzten Fallen wenn also etwa m=»9^ ist^ wiirde dem besonderen 
Teiler q von m dieser selbe Teiler komplementar sein. Hiemach ist 
ersichtlich die Anzahl der verschiedenen Teiler von m gerade, etwa 

wenn m keine Quadratzahl^ dagegen ungerade, etwa 2X + 1^ 
wenn m eine Quadratzahl ist. In der That wird m eine solche sein 
oder nicht; jenachdem in der Zerlegung (22) samtliche Exponenten a, 
gerade sind, oder nicht; im ersteren Falle mufs nach (27) t(in) eine 
ungerade Zahl sein^ im zweiten aber gerade^ da dann mindestens 
einer der Faktoren zur Rechten der Gleichung eine gerade Zahl sein 
mufs. Nennt man nun zwei Darstellungen m = qn, m = nq der 
Zahl m als Produkt zweier Faktoren nur eine einzige Zerlegung 
derselben in zwei Faktoren, so ist ofiFenbar die Anzahl dieser 
Zerlegungen gleich X oder jenachdem m keine oder 

eine Quadratzahl ist, d. i. resp. gleich 

(30) l<(m); !(<(«») + 1). 

Von den Zerlegungen einer Zahl m in zwei Faktoren 
liberhaupt sind diejenigen zu unterscheiden oder herauszuheben^ 
bei denen die zwei Faktoren ohne gemeinsamen Teiler 
sind. Soil 

m = p'^p^'^i • • • 2?^*"^^ = q^ 

und die Faktoren q, n relativ prim sein, so mfissen sich die Prim- 
teiler von m so auf diese Faktoren verteilen, dafs keine der Prim- 
zahlen, die in q aufgehen, auch aufgeht in n; mithin mufs, wenn etwa 
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p in q aufgeht, zugleich die gesamte Primzahlpotenz auf den 
Faktor q entfallen n. s. w. Es giebt mithin soviel Bolcher Darstel- 
lungen m = qn, als man die Primzahlpotenzen jp**, p^^*, • • '1^^*"^ oder 

auch^ als man die Primzahlen PfPi, '''Pk—i selbst in zwei Ghrappen 
verteilen kann, d. i., da die erste Ghnippe 0^ 1, 2, ... A; und die zweite 
dann entsprechend k, Jfc— 1, k — 2, dieser Zahlen enthalten 
kann^ die Anzahl 

1-2 ^ ^1^-^ 

oder 

(1 + 1)* = 2*. 

Handelt es sich nur nm die Anzahl der Zerlegnngen in 
zwei relatiy prime Faktoren, so ist diese halb so grofs^ 
also 2*""^, da der FaU gleicher Faktoren: w *= g, bei relativ primen 
Zerlegnngen nicht vorkommen kann. Man ersieht hierauS; dafs 
diese Anzahl weder von dem Werte der Primfaktoren von m, 
noch von deren Haufigkeit, sondern einzig von der Anzahl 
derselben abhangt, sodaGs sie die gleiche ist fQr m, wie fiir das 
Prodnkt p Pi- - - p^^i seiner Primfaktoren. 

9. Sind flir mehrere Zahlen w, m', fn'\ . . . ihre Zerlegnngen in 
Primfaktoren bekannt^ so Mst sich daraus auch ihr grofster ge- 
meinsamer Teiler sowie ihr kleinstes gemeinsames Vielfache 
bestimmen. Jeder Teiler aller Zahlen m\ m" , . , kann namlieh, 
dem oben Gesagten znfolge, nur aus solchen Primfaktoren bestehen^ 
die in jeder der gedachten Zahlen als Faktor enthalten sind; und, 
wenn p ein solcher Primfaktor ist, so kann die hochste Potenz des- 
selben, welche in jenem Teiler aufgeht, nicht hoher sein, als in jeder 
der Zahlen my my m"y ... d. i. als die niedrigste Potenz p'fy welche 
in deren Zerlegnngen auftritt. Man unterdrtLcke also in diesen Zer* 
legungen alle Potenzen von Primzahlen, die nicht in ihnen alien 
enthalten sind, und ftir die gemeinsam in ihnen enthaltenen bestimme 
man die niedrigsten darin auftretenden Potenzen; sind diese p'fy p^^y 
p^^y . . ., so wird jeder gemeinsame Teiler aller Zahlen m, w', w", . . . 
notwendig ein Teiler sein des Produktes 

(31) J ^pYp^ir.p^Y^ , , 

Aber anch umgekehrt wird jeder solcher in alien Zahlen My Wl y fn'y . . . 
aufgehen, da er nur aus solchen Primfaktoren besteht, die in jeder 
derselben auffcreten, und keinen von ihnen ofter enthalt, als alle letz- 
teren Zahlen. Unter den so bestimmten gemeinsamen Teilern 
ist ersichtlich das Produkt ^^der grSfste. 

Ein gemeinsames Yielfaohe aller Zahlen m, m', m"y . . . enthalt, 
weil durch jede derselben teilbar, die samtlichen Primzahlen p, welche 
in ihren Zerlegnngen sich finden, und jede derselben in einer min- 

BachmAnn, niedere Zahlentheorie. I. 4 
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destens so hohen Potenz^ als sie in irgend einer dieser Zerlegongen 
aufbritt. Man stelle also die samtlichen^ in jenen Zerlegongen vor- 
handenen Primzahlen auf und bestimme fttr jede von ihnen die hochste 
Potenz, die in den gedachten Zerlegungen auftritt; sind diese p*, 

. . so mufs jedes gemeinsame Vielfache der Zahlen m^m^m'^.. . 
gewiifl durch 

(32) tA^p'^p,^^p,^.,. 

teilbar, ein Vielfaches dieser Zahl sein; und umgekehrt ist jedes Viel- 
fache Yon M; weil es jede der Primzahlpotenzen jeder der Zahlen 
w, m', w", . . . mindestens so hoch enthalt, als diese Zahlen resp., durch 
jede von ihnen teilbar^ ein gemeinsames Vielfache der letzteren. 
Unter all' diesen gemeinsamen Vielfachen ist aber die 
Zahl M das kleinste. 

Sei sie jetzt das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen 
m, m\ Dem Gesagten zufolge gehen die Potenzen p% p^% . . . 
einzeln entweder in m oder doch in fn auf, moglicherweise auch in 
beiden. Daher lafst sich M so in zwei relativ prime Fak- 
toren fi^ fi' zerlegen, dafs in m, (i' in m' aufgeht. In der 
That braucht man z. B. hierzu nur fOr fi das Produkt derjenigen 
jener Primzahlpotenzen zu wahlen, die in m aufgehen^ fUr fi' das 
Produkt der ubrigen, welche notwendig dann Teiler yon m' sind. 

10. Wir wenden nun die Zerlegung in ein Produkt von Prim- 
zahlpotenzen auf den besonderen Fall der Faktoriellen d. i. der 
Ausdriicke von der Form 

(33) n! = 1.2.3.....n 

an. Ein solches Produkt kann nur aus Primzahlen bestehen, welche 
der Reihe 1, 2^ 3, ... n angehoren, also ^ n sind^ und es handelt sich 
darum, fiir jede solche Primzahl p die hochste Potenz p* zu 
finden, die in dem Produkte enthalten ist. Hierbei darf man 
offenbar von denjenigen Faktoren des letzteren, welche prim gegen p 
d. i. keine Vielfachen von p sind, vollig absehen und nur die letzteren 
als Faktoren beibehalten, statt des Produktes (33) also das andere 
betrachten: P^-, 

Setzt man zur Abkiirzung |^-^J == n', so darf man hier aus gleichem 
Grunde statt des Produktes 1 • 2 • 3 • • • w' das andere: 

lp-2p.dp...[^]p=l.2.S...[^].plj\, 
mithin statt des Produktes (33) dtts fol^ende: 

1.2.3...p]./K]+[S 
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betrachten und nun, wenn zur Abkiirzung |^^J = n" gesetzt wird, 
wieder das folgende: 

1.2.3...["^].p[?H7>[7-] 

u. s. w. Da die Zahlen n", . . . abnehmende ganze Zahlen sind, 
wird endlich eine derselben^ znerst etwa die Zahl vl^^ kleiner als |> 
und dann dieser Primfaktor im Produkte 1 • 2 • 3 • • • «W iiberhaupt 
nicht mehr vorhanden sein. Mithin kann man dann f&r den gedachten 
Zweck statt des Produktes (33) die Potenz 

,[7]47>[f> -['^'l 

betrachten, und sie ist folglich die gesuchte hochste Potenz p*"; die 
in der Faktorielle 1 • 2 • 3 • • • « aufgeht. Der Exponent v derselben 
bestimmt sich also durch die Formel: 

Ist z. B. n = 1900 und = 2, so findet sich allmahlich 
„' =[l^]-950 

„". = p!2] = 475 

„'" _ = 237 

«(^) - - 59 
„(.)-H= 29 
nO - d] = 14 

„(., = 3 
[I] = 1 

und dnrch Addition dieser Werte v - 1893, d. i. 2i«»» ist die hochste 
Potenz Ton 2, die im Produkte aller Zahlen von 1 bis 1900 als 
Faktor enthalten ist. 

Die Formel (34) Uilst sich jedoch dnrch eine bequemere ersetzen, 
in welcher man der abgeleiteten Zahlen n', n", . . . n<*~ nicht bedarf. 

4* 
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Hierzu dient die allgemeine Bemerkung^ dafs^ wenn n' die 
grofste in n" die grofste in y enthaltene ganze Zahl ist, 

»" zugleich das grofste in ^ enthaltene Ganze ist. In der 

That, ist | = + wo 0^r<aist, so folgt ^ = + i^; 

sei nun y = + y , wo 0^s<b ist, so wird 

— ^" j_ "^ + ^ 
aft ^ ah ' 

wo as + r hochstens gleich a(h—l)+a—l=ab—l also 0^as+r<ab 
und folglich w" = [^^J ist, w. z. b. w. — Indem man nun a successive 
gleich Pf p^f p^, ' ' h aber gleich p wahlt, findet man hiemach 

und demnach statt der Formel (34) diese neue Bestimmung: 

welche soweit fortgesetzt werden mufs, als die "Potenz von p im 
Nenner der Symbole noch Ueiner als n ist^ welche unbedenUich aber 
auch durch die nachstehende ersetzt werden darf: 

da das aUgemeine Glied dieser Beihe von selbst verschwindet, sobald 
die Potenz von p im Nenner die Zahl n iibertrifft. 

11. Die so umgestaltete Formel ist besonders bequem unter der 
Yoraussetzung, dafs man zuvor die Zahl n in eine Form gesetzt 
habe, in welche sie stets auf eindeutig bestimmte Weise gebracht 
werden kann. 

Sei zunachst p allgemein irgend eine positive ganze 
Zahl. Da die successiven Potenzen derselben allmahlich fiber die 
Grenze n aufsteigen werden, so giebt es eine bestimmte dieser Po- 
tenzen, p^, welche noch kleiner oder doch wenigstens nicht grofser 
als n ist, wahrend ^9*+^ schon n iibertrifft, d. h., fiir welche 

ist. Schaltet man demnach zwischen diese beiden Potenzen die Werte ein: 

2l>*, 3i)*,. •.(!>- 1)1^, 

so muss wieder n, wenn nicht an der Grenze eines der TeilintervaUe, 
so innerhalb eines derselben liegen, sodafs man, unter a eine der 
Zahlen 1, 2, 3, ... jp — 1 verstehend, 
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aj?* "< w < (a + 

mithin n = op* + setzen darf, wo 0<n'<2)* ist. Indem man 
beztlglich W yerfahrt, wie soeben mit Bezug auf findet sich 
n'=6p* + n", wo A<A und 0<c;»"<p* ist, u. s. w. So findet 
sich dann 

n = a'fh + ft^ + H , 

wo die Koeffizienten samtlich positive ganze Zahlen <j), die Ex- 
ponenten hy k, ly . . , eine abnehmende Reihe positiver gauzer Zahlen 
Yorstellen. Statt dessen darf man offenbar, indem man fur die Koef- 
fizienten noch den Wert zulafst^ auch schreiben: 

(37) n = ap* + a^-^ + a^p^'^ + ••- + a^^^p + a^. 

Diese Darstellung einer Zahl*) n anf Grund einer anderen ge- 
gebenen Zahl p (mittels der Grundzahl oder der Basis p) ver- 
wandelt sich fUr den besonderen Fall p^ 10 in die gewohnte 
dekadische Schreibweise einer Zahl, bei welcher die Basis 10 
ist; denn z. B. ist die Zahl 120759 nichts anderes als: 

1 . 10^ + 2 • 10* + . 10» + 7 . 10« + 5 . 10^ + 9; 

die Koeffizienten der Darstellung sind die Ziffern der dar- 
gestellten Zahl. Bei Zngrundelegung der Basis p = 1 dagegen wdrde 
dieselbe Zahl gleich 

1 . 76 + . 7* + 1 . 7* + 2 . 7» + . 7« + 3 . 7^ + 2, 

in den dieser Darstellung entsprechenden Ziffern also zu schreiben sein: 

1012032, 

was man andeutet durch die Beziehung 

(1012032)7 = (120759)io. 

So entspricht jeder anderen Grundzahl wieder ein anderes Ziffem- 
system der betrachteten Zahl, und es ist yon Interesse, zu unter- 
suchen, in welcher Weise sich die Folge der Ziffern yerandert, wenn 
man yon einer Grundzahl zu einer anderen iibergeht, oder wie die 
der einen entsprechende Folge aus der zur anderen gehorigen ge- 
funden werden kann; es leuchtet z. B. an sich ein, dafs jede wesent- 
liche Eigenschaft der dargestellten Zahl d. i. eine Eigenschaft der- 
selben, die yon der besonderen Wahl der Grundzahl unabhangig ist, 
zu einer bestinmiten „inyarianten'' Eigenschaft ihres Ziffemsystems 
Anlafs geben muTs, welche au&uspuren sein wtLrde. J. Kraus hat in 
einer grofseren Arbeit (ZeUschr, f. Math, u, Phys. 37, 1892, p. 321 
und 39, 1894, p. 11) den Anfang dazu gemacht, diesen gesetzma&igen 

*) Sie ist nur ein Bpezieller Fall der Darstellting einer Zahl „in einfachen 
Zahlensystemen'^, wie sie yon G. Cantor „uber die einfachen Zahlensysteme^^ 
ZtBchr. f. Math. u. Phys. 14, 1869, p. 121 angegeben worden ist. 
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ZusammenhaDg zu untersuchen; an spaterer Stelle (Eap. 7 nr. 16) 
kommen wir auf zwei bezfigliche^ von ihm abgeleitete Satze zurdck; 
hier soUen nor noch zwei sehr einfache besondere Falle der Dar- 
stellung (37) hervorgehoben werden. 

Ftir p = 2 kSnnen „die Zififem" a, in (37) nur einen der Werte 
oder 1 haben, und es ergiebt sich daher sogleich der Satz: Jede 
positive ganze Zahl, welche kleiner ist als 2*+^^ lafst sich 
in eindeutiger Weise als Snmme yerschiedener der niedrigeren 
Potenzen 2*, 2*"^, ... 2, 1 darstellen. Die Summe der Ziffern: 
a + + + — ha* diesem Falle oflfenbar nichts anderes als 

die zu jener Darstellung erforderliche Anzahl der genannten 
Potenzen. 

Far p = 3 erhielte man 

n = a • 3* + Oi . 3*-^ + • + a^_i • 3 + a^, 

wo die Koeffizienten nur einen der Werte 0, 1, 2 haben konnen. 
Jedes Glied von der Gestalt 2 • 3' kann durch 3»+i - 1 • 3» ersetzt 
werden; indem man diese Umformung vom letzten Gliede an ilberaU, 
wo es zutri£Pt^ ausfUhrt, kann der voraufgehende Koeffizient, wenn 
er 1 war^ 2 werden und zu einer neuen Umformung Anlafs geben, 
oder, wenn er schon 2 war, 3 werden, wo dann die Potenz von 3 
sich um eine Einheit erhobt und zur voraufgehenden zu ziehea ist. 
Auf solche Weise kann es geschehen, daljs noch die Potenz 3*+^ ein- 
gefElhrt wird. Da dann aber samtliche Koeffizienten einen der Werte 
0, 1, — 1 haben, geht der Satz hervor: Jede positive ganze Zahl 
<3*+^ kann als Aggregat yemhiedener der Potenzen 3*+*, 3*, 
3*"^, ... 3, 1 dargestellt, d. h. aus solchen durch Additionen 
und Subtraktionen gebildet werden. 

Eehren wir nun zu dem Falle zurtlck, in welchem eine 
Primzahl bedeutet, so lafst sich die Formel (35) vermittelst 
der Darstellung (37) sehr einfach gestalten. Aus (37) folgen 
namlich nachstehende Gleichungen: 

(38) 

und nun verschwinden samtliche f olgenden Ausdriicke > «J ^ " * 

Demgemafs erhalt man v durch Addition der Gleichungen (38), namlich 
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oder 

(39) i; = + + - + + . 

(S. hierzu Legendre, essai sur la ih. des nonibres, 2. edit. p. 10.) 
Z. B. folgt aus der Darstellung der Zahl 120759 im Zahlensysteme 
mit der Gnmdzahl 7: 

^_ 1207^-9 ^20125 

als Exponent der hochsten im Prodakte der Zahlen von 1 bis 120759 
aufgehenden Potenz von 7. 

Besonders einfiEU^ wird die Legendresche Formel fOr den Fall 
p ^ 2, Heifst dann Jc die Anzahl verschiedener Potenzen 
yon 2f durcb deren Addition n entsteht^ so ist 

V = n — i 

der Exponent der hochsten in 1 • 2 • 3 • • • n aufgehenden Po- 
tenz von 2. Z. B. ist 

n = 1900 = 2*<> + 2» + 2« + 2« + 2* + 2« + 2% 

i ■= 7^ t; = 1893, wie in Nr. 10 auf andere Weise gefunden wor- 
den ist.*) 

12. Yon diesen allgemeinen Formeln sollen nun ein paar inter- 
essante Anwendungen gemacht werden. 

Nach dem polynomischen Lehrsatze ist 

(a; + y + « + .••)"* = • ^J^^ • • 

WO 

gesetzt und fiber alle nicht negativen ganzzahligen Werte von q,r,Sy... 
summiert werden muTs, deren Summe 

(41) q + r + s + '"^m 

ist. Aus dieser Entstehungsweise des Polynomialkoeffizienten 
^r*-* 8®^^ hervor, dafs er einen ganzzahligen Wert hat; man 
kann dies aber fiir seinen Ausdruck (40) auch rein arithmetisch 
mittels der Formel yon Legendre besl&tigen. Es leuchtet unmittel- 
bar ein fttr die Koeffizienten der Potenzen , y^, 5% . . . d. h., wenn 
die Zahlen ifr^Sj... bis auf eine gleich sind, denn dann ist die 
tlbrige gleich w, also C^'*^^ gleich 1. Dm es auch fiir die iibrigen 
Koeffizienten zu zeigen, sei p irgend eine Primzahl; diese geht in den 

*) S. hierzu Kap. 6, Ende. 
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yerschiedenen Faktoriellen des Ausdrucks (40) genau so oft auf ^ als 
nachiBtehende Summen angeben: im Zahler 

w [?]+[?]+[?]+■— 

in den Faktoren des Nenners resp. 

(43) [?]+[?] + [?] + ■■■ 

[f] + [p] + [|.]+ •• 
mal. Aber aus (41) schliefst man 

sodafs jede der in (43) stehenden Eolonnen nicht grofser ist; als der 
entsprechende Summande in (42) und demnach die Primzahl p sich 
aus dem Nenner gegen den Zahler fortheben mufs. Demgemafs 
ist der gesamte Bruch (40) eine ganze Zahl. Diese ganze 
Zahl ist zndem ein Vielfaches von p, wenn m eine Prim- 
zahl p ist. Denn in diesem Palle ist der Nenner JV von (40), weil 
aus lauter Faktoren zusammengesetzt, welche Ueiner als p^ also prim 
zu p sind, selbst prim gegen jp; da nun der Zahler ein Vielfaches 
von jp, gleich p - M ist und durch N aufgeht, mufs M durch N 

aufgehen, mithin der Bruch (40) gleich p - ^ d. i. ein Vielfaches 

von p sein. 

Insbesondere ist hiernach auch der Binomialkoeffizient, 
namlich der Ausdruck 

m\ 1 ■ 2 ■ 3 • » • (g + r) 
eineganzeZahl. Da man ihn auch folgendermafsen schreiben kann: 

(g+l)(g+2)--(g + r) 
l-2-.r ' 

so erkennt man, dafs das Produkt von r aufeinanderfolgenden 
Zahlen stets durch dasjenige der ersten r Zahlen teilbar 
ist. Ist m eine Primzahl p, so sind dem Zusatze zufolge die Bino- 
mialkoeffizienten Vielfache von p\ sonach findet man: In der Bino- 
mialentwicklung 

sind samtliche Eoeffizienten, mit Ausnahme des ersten und 
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letzten^ durch p teilbare ganze Zahlen, sobald p eine Prim- 
zahl ist. 

13. Setzt man die Summanden in (41), deren Anzahl n sei, ein- 
ander gleich voraus, sodafs in = nq wird, so ergiebt sich der Bruch 

als eine ganze Zahl. Dies folgt auch daraus, dafs wegen 

nq-^ (n—1) q + q der Binomialkoeffizient 

(44) __(n^!^ 



((n — ql 

eine ganze Zahl sein mnlB. Ninimt man namlich als bereits fest- 
stehend an, dafs ^^^^^w - f ' ganze Zahl Q sei, so laTst sich dieser 
Binomialkoeffizient dnrch 

ersetzen und lehrt, dafs umsomehr auch ganzzahlig ist; fiir 

n 1 leuchtet die Behauptung aber von selber ein. Hierzu hat nun 
M. Weill (a R, de VAc de Paris 93, 1881, p. 1066) die wertvolle 

Bemerkung gemacht, dafs der ganzzahlige Wert des Quotienten 

sogar noch durch nl teilbar, mit anderen Worten, dafs 

(45) (^g)' 

n! (glf 

eine ganze Zahl sei, und zwar hat er diesen Satz mittels kombi- 
natorischer Betrachtungen bewiesen. Sehr einfach zeigt man ihn rein 
arithmetisch auf folgende Weise (s. G. de Polignac, C, R. 96, 1883, 
p. 485). Der Quotient (44) findet sich gleich 

((n -l)g + l) ((n~ l)g + 2).-- ((n-l) g + g-l) 

wo der erste Bruchfaktor einem kurz yoraufgehenden Satze zufolge 
eine ganze Zahl ist, die wir mit q^ bezeichnen wollen. Somit darf 
man setzen: 

(wg)! = ((n-l)3)! 1 • 2 - 3 ... 2 • ny„; 
ebenso aber auch 

((n- l)q)l = ((n-2)3)! 1 . 2 • 3 • • • 2 • (n- 1)«,., 
u. s. w., bis 

(2j)!-(l3)! 1.2.3...J.23,, 

Gleichungen, denen man noch die folgende: 

(lg)!=1.2.3...g.l3,, 

f£lr 9i » 1 hinzufiigen kann. Durch ihre Multiplikation miteinander 
geht aber die andere: 
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(nff)! = (1.2.3...«)-.1.2.3...n.3,ft...g„ 

oder: 

(ng)! 

^ ■ ' 

hervor^ nnd so hat man nicht nur den Weillschen Satz, dafs der 
Quotient (45) eine ganze Zahl sei^ bewiesen, sondem auch den ganz- 
zahligen Wert des Quotienten bestimmt. 

D. Andr^ (C. B, 94, 1881, p. 426) ist noch einen Schritt weiter 
gegangen, indem er den Weillschen Satz als Spezialfall eines anderen 

nachwies, aus welchem dann hervorgeht, dafs der Bruch nicht 

nnr durch w!, sondem sogar durch eine gewisse Potenz dieser Fak- 
toriellen teilbar ist Der Satz von Andre lautet folgendermafsen: 
Ist es nicht moglich, die Zahl q als Summe von weniger 
denn h Potenzen irgend einer Primzahl darzustellen, be- 
tragt — mit anderen Worten — die Ziffernsnmme der 
Zahl q in jedem Zahlensysteme, dessen Grundzahl eine 

Primzahl ist, mindestens so ist der Bruch teilbar 

durch (»!)*. Da A fiir jede Zahl q> 1 mindestens 1 ist, folgt hier- 
aus ersichtlich der Weillsche Satz. 

Tim jene Aussage zu beweisen, sei p irgend eine Primzahl und z 
die Anzahl, wie oft sie in dem reduzierten Werte des gedachten 
Bruches vorhanden ist; mit P(ni) bezeidmen wir, wie oft sie in der 
Faktoriellen m\ als Faktor enthalten ist. Dann ist 

(46) z = P(nq)-n'P{q), 

Nehmen wir zunachst an, q habe im Zahlensysteme mit der Grund- 
zahl p die Gestalt 

q^yp^ + pp + a. 

Da 

(ng)l 

(na)! (npp)l {nyp*)l 

eine ganze Zahl ist, ergiebt sich 

P{nq) S P{na) + P{npp) + P{nyp'), 

und da (w/Jp)! durch (w/J)!p*^, ebenso (nyp^)\ durch (nyp)\p^y^ und 
dies wieder durch (ny)!jp'*>'+"y'* aufgeht, so erschliefst man umsomehr 

P{nq) % P{na) + w/J + P(n/J) + ny + nyp + P(ny), 
wahrend 

P(q)^r + yp + fi 

ist. Sonach wird 

S P{na) + P(w/S) + P{ny) 

und umsomehr 
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Ganz anf dieselbe Weise fande man aber^ falls allgemeiner 

war6 

^>(a + /H-y + * + ..0-P(n). 

Nach der Annahme ist nun die ZiiBfemBiunme a + fi + y + d-{ — 
folglich findet sich 

d. h. p geht in dem in Frage stehenden reduzierten Bruche mindestens 
X^mal so oft auf, wie in der Faktoriellen nl, oder mindestens so oft 
wie in (n!)*. Da dies ftir jede beliebige Primzahl p gilt^ so ist jener 
Bruch, wie behauptet, teilbar durch (n!)*. 

Man kann aber die hochste Potenz der Faktoriellen n\, 
welche in jenem Bruche aufgeht^ noch genauer prazisieren' 
(s. de Polignac a. a. 0). Dazu beddrfen wir zweier Satze^ die 
auch sonst ihrer Natur nach hierher gezogen werden ddrfen. 
Sei p eine beliebig gewahlte Grundzahl^ q, n zwei positive ganze 
Zahlen. Wenn sie im Zahlensysteme mit der Grundzahl p dargestellt 
werden, darf man annehmen, dafs sie aus gleich yiel Stellen bestehen, 
indem man erforderlichen Falles der einen von ihnen am Anfange 
eine oder mehrere Stellen mit der Ziffer hinzufUgt. Wir setzen 
mithin 

[n = vp^ + v^p^-^ + — hn; 
hierbei sind die samtlichen Ziffem fi^, i/^ nicht negative ganze Zahlen 
< p, Bildet man nun die Summe g + n, so wird /tA;i + < mithin 

(48) f^H + n-- S^p + tf, 

gesetzt werden k5nnen, wahrend (^^ die Null oder Eins, 6^ eine nicht 
negative Zahl <ip bedeutet, sodafs auch + Vf^_i + Sf^^2 1) + 1 
d. i. < 2p sein mufs, mithin wieder 

(48) ^A-i + n-i + = *A-ll> + <fk-l 

gesetzt werden kann, wo gleich oder 1, nicht negativ 

und < p ist, u. s. w. Setzen wir demgemafs bei analoger Bedeutung 
der Zeichen d^, 6^ 



(47) 



II +v ^dp +<f. 

Durch Multiplikation samtlicher Gleichungen (48) mit lyP,p^, - - - p^ 
resp. und nachfolgende Addition ergiebt sich zunachst: 

(49) q + n = *2)*+i + 6p^ + 6^'^ + 
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andererseits liefem jene Gleichungen durch unmittelbare Addition 
die Beziehung 

OflFenbar bezeichnet d + 8^ + 82 + h * * die Anzahl der Einheiten, 

welche man bei der Addition der beiden Zahlen g, n von einer Stelle 
auf die nachst hohere Qbertragen muTs. Daher spricht den Formeln 
(47) und (49) gemaXs die voraufgehende Beziehung den folgenden 
Satz aus: Die Summe aus den Ziffern zweier Zahlen n 
flbertrifft die Ziffernsnmme von n um das Produkt aus 
der um 1 verminderten Grundzahl in die Anzahl der Ein- 
heiten^ die bei der Addition zu iibertragen sind. 

Es leuchtet sofort ein^ dafs dieser Satz auch ftlr eine 
Summe mehrerer Zahlen unverandert bestehen bleibt. 

Ein ahnlicher Satz gilt aber auch fur die Multiplikation. Zur 
Bildung des Produktes qn denken wir q nach der ersten der For- 
meln (47) mit VfP^~* multipliziert. Da die Koeffizienten i^i,v^<p 
sind, wird ft^Vi<l>* sein und also darf 
(51) iij^v^ = 8j!:^ p + 3r/), wo 8^^, n^^^ < p sind, 

gesetzt werden. Nunmehr wird ft^_iV< + 8,^^^ ^ (p — 1)* + 1> — 1 <P^ 
sein; man darf also ahnlich wieder setzen: 

(51) 

u. s. w., also 

(51) 



fiVi + <ri<0 = 8<^p + . 

Durch Multiplikation der samtlichen Gleichungen (51) mit p^^', 
...2>^*"*' resp. und nachfolgende Addition gewinnt man zu- 
nachst das Ergebnis: 

(52) q . t/,p*-' = d<»V*-«+ 1 + 3r<V*"'+ ' " • + <Lil>*-'+ ' + ^^a^V'S 
wahrend unmittelbar durch ihre Addition sich die Beziehung ergiebt: 

/ggx (f* + ^1 + ••• + /**) v.- 

^ ^ = (tf(0 + ;t(0 + ... + ;r,(0) + (p- 1) (d(0+ d/0+ ... + d,(')), 

in welcher die erste Elammer rechts die Zifemsumme der Zahl 
q • VfP^~'*y die letzte Klammer dagegen die Anzahl der Einheiten be- 
deutet, welche bei Ausfilhrung dieser partiellen Multiplikation Uber- 
tn^en werden mtissen. Denkt man sich aber die Formel (52) fQr 
alle Werte i = 0, 1, 2, ... A gebildet d. h. samtliche partielle Multi- 
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plikationen ausgefiibrt^ so giebt die Addition dieser Formeln das Pro- 
dakt qn] die Addition der entsprechenden Gleichungen (53) aber 
lehrt; dafs das Produkt der Ziffemsummen von q und von n die ans 
den Ziffemsummen der Zahlen q • v^i?*"' gebildete Summe um die 
l)-malige Anzahl aller bei den einzelnen Mnltiplikationen zu 
^bertragenden Einheiten ubertrifft. Da mm nach dem voraufgehenden 
Summensatze jene Summe wieder die Ziffemsumme des Produktes qn 
um die (j>— l)-malige Anzahl der bei der gedachten Addition der 
Teilprodukte zu tibertragenden Einheiten Ubertrifft, so findet sich 
insgesamt folgender zweite Satz: Das Produkt aus den Ziffem- 
summen zweier Zahlen q, n ubertrifft die Ziffernsumme des 
Produktes qn um den Wert des Produktes aus der um 1 ver- 
minderten Grundzahl in die Anzahl aller bei der Bildung 
der einzelnen Teilprodukte sowie bei deren Addition zu 
dbertragenden Einheiten. Heiist S((q) die Summe der Ziffem 
der Zahl q, E die gedachte Anzahl der zu dbertragenden Einheiten, 
so ist mithin 

(54) S{q) . S{n) = S{qn) + {p-l)E, 

Z. B. handele es sich um das Produkt der im dekadischen Systeme 
dargestellten Zahlen 7053, 234; hier ist das Schema der Multiplika- 
tion, durch welche es gebildet wird, das nachstehende: 

7053 
234 
28212 
21159 

14106 

1^1 

1650402. 

Die unterstrichenen Zahlen sind die bei den Mnltiplikationen, die 
untergesetzten Einheiten die bei der Addition ubertragenen Ein- 
heiten; man findet aber in der That: 

(7 + + 5 + 3)(2 + 3 + 4)=: (1 + 6 + 5 + + 4 + + 2) + 9. 13. 

Kehren wir von diesen beiden Hilfssatzen zur Untersuchung des 

Bruches wieder zuriick. Nach der Legendreschen Pormel (39) 

tritt ein Primfaktor p in diesem Quotienten so oft auf, als der fol- 
gende Ausdruck: 

nq-S(n ^ ^ q-S{q) nS{q) - S{ nq) 

_ . — = 

p — 1 p — 1 p — 1 

angiebt, wahrend er 

n — 8(n) 
p — 1 

mal in n\ enthalten ist. Demnach findet man ihn im Quotienten 
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in welchem A eine positive ganze Zahl bedeute, 

mal, eine Anzahl, welche nach (54) gleich (S (q) — X)v + Ey oder, wenn 
gesetzt wird, gleich 

(56) (^8{q) + e-X)v + Q 

ist. Wahlt man demnach X> S(q) + so kami der Quotient (55) 
nicht mehr ganzzahlig sein^ da damn der Ausdmck (56) negativ wird; 
dagegen fallt dieser f&r X^S{q) + s noch nicht negativ ans. Um 

daher die hochste Potenz von »! zu finden, welche im Bruche 

aufgeht; bilde man fOr alle Primzahlen p, welche < n sind, den Aus- 
druck S{q) + €] ist X unter den so gefundenen Werten der kleinste, 
so ist (n\y die gesuchte hochste Potenz. 

Z. B. findet sich, wenn n = 5, g = 12 also nq = 60 ist, 

far p = 2: 5 = 1 . 2« + 1 , 12 = 1 • 2» + 1 • 2% 

60 = 1 . 2^ + 1 . 2* + 1 . 2» + 1 . 2* 

also 

i,=.3, E^O, € = 0, 5(2) = 2; 
fQr 2> = 3: 5 = 1 • 3* + 2, 12 = 1 • 3« + 1 - 3^ 

60 - 2 . 3» + 2 . 3^ 

also 

t;=l, JB=1, 6=1, S(g)«2; 
mrp^b: 5=1. 5S 12 = 25^ + 2, 60 = 2.5* + 2.5i 
also 

v^l, E=0, a = 0, S(«) = 4. 

Der kleinste Wert des Ausdruckes S{q) + e ist demnach A «= 2, also 

ist (5!)* die hochste im Quotienten aufgehende Potenz der Fak- 
toriellen 5! 

14. E. Catalan hat in den Nam. Ann. de Math. 2. ser. 13, 1874, 
p. 207 einen Satz bekannt gemacht, den er aus der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen gewonnen, und hat ihn zugleich mit einem anderen 
auf p. 523 ebendaselbst nochmals gegeben. Wir erledigen zuerst 
diesen letzteren Satz, welcher aussagt, dafs, wenn m, n zwei 
relatiy prime Zahlen sind, der Quotient 

eine ganze Zahl sei. In der That kann man schreiben: 
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(m+l)(m + 2)--(m + n-l) 
^ V 1.2. ••• (n-1) 

(n + l)(n+2)...(n + iii-l) 
'^V^ 1 . 2- ... > 

diese beiden Quotienten aber sind nach Nr. 12 ganze Zahlen. Ware 
daher Q ein Brach, der irreduktibel^ auf seine einfachste Form ge- 
bracht, yorausgesetzt werden darf^ so miirste jeder Primfaktor p seines 
Nenners sowohl g^en m wie gegen n sich heben^ d. i. zugleich in 
diesen beiden Zahlen aufgehen, die doch nach Voraussetzung keinen 
gemeinsamen Teiler haben; mithin mulB Q eine ganze Zahl sein. 
Der andere der Catalanschen Satze besagt^ dafs immer 

(P,Sl\ (2m)! (2n)! 

^•^^^ wiln!(w + n)! 

ganzzahlig sei. Yon diesem Satze hat der Verfasser {Ztschr. f. 
Math. ti. Phys. 20, p. 161) einen Beweis gegeben, der in seine Elem. 
der ZcMenOieorie, Lpzg. 1892, p. 37 Aufhahme gefunden hat Bour- 
guet hat denselben Satz unter einen allgemeineren subsumiert, 
den er jedoch nicht richtig ansgesprochen hat (Nouv, Ann. 2. ser. 14, 
1875, p. 89; s. dazu Catalans Bemerkung ebendas. p. 179). Richtig 
gefafst lautet dieser, wie folgt: Der Quotient 

^ ^ Wi! Wj! • • • wi;^! (mj + wijH 1-*»*)^ 

ist, wenn k^2 ist, eine ganze Zahl. Setzt man A; = 2, m^ = m, 
m^ = ny so ergiebt sich ab Spezialfall der Satz von Catalan. Zum 
Beweise des allgemeinen bemerke man mit Bourguet, daTs irgend 
eine Primzahl p des Nenners nach der Legendreschen Formel (36) 
so oft im Zahler anfgeht, als die Summe 

(60) 

dagegen im Nenner so oft, als die Summe 



i=l 1=1 



betnlgt. Es genUgt zum Beweise des Satzes, zu zeigen, dafs die 
erstere Summe nicht kleiner ist, als die letztere, und dies wird offen- 
bar der Fall sein, wenn es schon ftir das allgemeine Glied beider 
Summen zutriffb, wenn namlich 
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ist. Man setze nun w^=1?*?a + ^a, wo der Rest Vj^ <p* ; die Un- 
gleichheit nimmt dann die Form an: 

(* - 2) («i + g, + • • • + g») + [^] + • • • + [^] 

und ist ersichtlich erfullt; da schon dasjenige grofste Ganze auf der 
linken Seite, in welchem den grofsten Wert hat, far sich allein 
der rechten Seite mindestens gleich ist. 

15. Alle im Vorigen untersuchten Quotienten sind spezielle Falle 
des folgenden: 

in welchem 

(far h= l,2,3,...w), 

(far fe = 1,2,3,. .«) 

m + n in Bezug auf die positiven ganzen Zahlen x^^x^, . , .x^ lineare 
Funktionen mit nicht negativen ganzzahligen Koef&zienten sind. Diesen 
allgemeinen Quotienten hat E. Landau in einer kleinen Arbeit {Nom. 
Ann, 3. ser., 19, 1900, sur les conditions de divisibilite d'un produit 
de factorielles par un autre) naher untersucht und als die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafOr, dafs er ganzzahlig sei, den Um- 
stand ermittelt, dafs ftir alle Werte der zwischen und 1 

m ft 

sein masse. Als ein neues Beispiel dieses Satzes, unter welchen, wie 
aus dem Vorigen leicht ersichtlich ist, die samtlichen bisher be- 
trachteten Falle von Faktoriellen einbegriffen sind, giebt er den 
Quotienten an: 

(4a?,)! (4a?,)! 

^ ^ aJi! a;,! (2a^ +a?,)! (a;, +2a?,)!' 

von dem wir durch seine t^^berlegungen zeigen wollen, dafs 
er far positive ganzzahlige Werte von x^y x^ eine ganze Zahl 
ist. Wir zeigen dazu zuvorderst, dafs far alle Werte y^, y^ zwischen 
und 1 die Ungleichheit stattfindet: 

(64) [4yJ + [4y,] ^ [2y, + y,] + [y, + 2y,]. 
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Wegen der Symmetrie dieser Beziehung in Hinsicht der beiden 
Elemente y^, dtLrfen wir bei solchem Nachweise voraussetzen, dafs 
Vi ^ y% alsdann 2y^ + ^ + ^Vt ^^t, so wird, wenn 

man sich unter der gemachten Voraussetzung y^, y^ von an wachsend 
denkt^ zuerst y^ + 2y^ den ganzzahligen Wert 1 erreichen, dann wird 
bei weiterem Wachsen 2y^ + y^ gleich 1 werden, dann + 2^^ 
gleich 2, daranf wird 2yi + y^ diesen Wert erreichen^ ferner aber 
weder + 2^, noch gar 2y^ + y^ mehr gleich 3 werden konnen. 
Wir unterscheiden danach folgende Falle: 

1) sei 2^1 + < 1, + 2^^ < 1 ; dann ist 

[2yi + y,] + [yi + 2y,]==o, 

wahrend [^yj + [^y^] ^ muls; die Ungleichheit (64) ist erf&Ilt; 

2) sei 2^1 + < 1, 1 ^ yi + 2y, < 2; dann ist 

[2yi + y,] = 0, [y, + 2y,] = l, 

ferner aber, da schon 2yi + 4yj ^ 2 ist, a fortiori [4yi + 4y,] ^ 2; 
und, da [a + 6] ent weder gleich [a] + [6] oder nm eine Einheit 
grofser ist, findet sich 

also die Ungleichheit (64) erfQllt; 

3) sei 2yi + y2^1, l<yi + 2yg<2; dann ist 

[2yi + ys]^i; [yi + 2y,] = i, 

ferner folgt sogleich Sy^ + 3yj > 2 also [4yi + 4y2]^2; ist aber 
[4yi + 4yj]>2, so ist 

[4yi] + [4y,]^2 

also die Ungleichheit (64) erfiUlt; ist dagegen L4yi + 4y2]»2, so 
ware 4yi + 4yj < 3, und da 4yi + 2y2 > 2 ist, ware 2yj < 1 , 
4yi > 1, also auch > 1, demnach 

[4yi] + [4y,]^2, 

die Ungleichheit (64) also wieder erftillt; 

4) sei 2>2yi + y,>l, 2^yi + 2y,<3; dann Ut 

[2yi + y,]-l, l>i + 2y,] = 2, 

ferner findet sich 3yi+3y,>3, mithin [4yi+4y2]>4, [4y,]+[4y,]^3, 
die Ungleichheit (64) also erfOllt; 

5) endlich sei 2y, + y, ^2, 2<yi + 2y, <3; dann ist 

[2yi + y,] = 2, [yi + 2y,l-2, 
femer 3y, + 3yi>4, 4yi + 4y,>y>5, also [4yi + 4y,]^5, 

L4yi] + [4y,]>4, 

die Ungleichheit (64) ist also wieder erf&Ut. 

Baohmann, ni«dere Zahlentheorie. I. 6 
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Nachdem dies bewiesen worden, betrachte man irgend welche 
positive ganze Zahlen x^, and setze 

Xi = Pgi + f-i, x^ - Pq^ + r„ 

wo q^, $2 positive ganze Zahlen, r^j ebenfalls ganze Zahlen sind, 
welche positiv and kleiner als P. Hiernach findet man 

-4,.+4„ + piii] + [l±!l»], 

der Unterschied beider Aasdrdcke aber ist, da = , = 

zwischen and 1 liegen, dem vorausgeschickten Satze zufolge, welche 
positive ganze Zahl aach unter P verstanden werde, nicht negativ. 
Hieraas schlieist man fOr jede Primzahl indem man P^p* wahlt^ 
die TJngleichheit: 

d. h. jede Primzahl p geht im Zahler des Qaotienten (63) mindestens 
ebenso oft auf, wie im Nenner desselben, der Quotient ist also gleich 
einer ganzen Zahl. — Ein weiteres Beispiel des allgemeinen Satzes 
s. Nouv. Ann. (4) 1, juin 1901, p. 282. 

16. Wir schliefsen hier noch einen Satz an, welchen Liouville 
(Joum. de Math,, 2. ser., 2, 1857, p. 277) bewiesen hat; Moreaa, 
der ihn aaf gleiche Weise herleitet {Nouv, Ann,, 2. ser., 11, 1872, 
p. 172) schreibt ihn Mathiea za. Nach diesem Satze kann ein 
Prodakt aufeinanderfolgender Zahlen: 

(65) m(m + l) (w + 2) • - • (m + n — 1) 

keine Quadratzahl sein, wenn in der Reihe der Faktoren 
eine Primzahl aaftritt. Zam Beweise ist jedoch ein Hilfssatz 
erforderlich, der bisher nor darch Betrachtangen einer sehr viel 
hoheren Art hat festgesteUt werden konnen, namlich der von Tsche- 
bischeff gegebene Satz: Wenn die ganze Zahl a>3 ist, liegt 
zwischen den Grenzen a and 2a — 2 mindestens eine Prim- 
zahl. Setzen wir ihn voraas, so mufs, wenn anter den Faktoren 
von (65) ilberhaapt eine Primzahl aaftritt, fdr die groiste von ihnen — 
sie heifse p — die TJngleichheit bestehen: w + n — 1 < 2j>, denn 
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sonst gabe es zwischen p nnd m + n — 1 gewifs noch eine PrimzaU 
xmdp ware nicht die grofste Primzahl nnter den Faktoren von (65). 
Da denmach die Faktoren 

m(m+l)...(i)-l), (^,+ l)0 + 2)...(m + w-l) 

dieses Prodnktes nicht durch p aufgehen, so ist das Prodnkt dann 
dnrch p, aber nicht dnrch p* teilbar, kann denmach keine Qnadrat- 
zahl sein. 

Setzt man m>4 und ra>m~5 yoraus, so ist das Prodnkt 
(65) stets Ton einer Quadratzahl yerschieden; denn alsdann 
ist w — 1 > 3 und zwischen w — 1 und 2 (w — 1) — 2 = 2m — 4 
also auch zwischen w — 1 und w + w > 2m — 5 d. i. in der Reihe 
der Faktoren des Prodnktes (65) liegt wenigstens eine Primzahl und 
die Bedingung des yorigen Satzes ist erfUlt. 

Da in der Reihe 1,2,^, , , ,,n jedenfalls sich Primzahlen be- 
finden, so schliefst man insbesondere: Die Faktorielle n\ ist nie- 
mals eine Quadratzahl. 

Offenbar bestehen beziiglich des Prodnktes 

(2m + 1) (2m + 3) • • • (2m + 2»- 1) 
ganz ahnliche Satze. — 



Drittes Kapitel. 

Reste nnd Kongruenzen. 

1. Im yorigen Eapitel haben wir mittels der fnndamentalen 
Thatsache^ dafs in Bezug auf eine gegebene ganze Zahl n jede andere 
ganze Zahl m in die Form 

(1) m = g« + r, ^ r < w 

gesetzt werden kann, den Nachweis gefiLhrt, dafs jeder Modulus der 
Zahlenreihe (Z) yon der Form (ne) sei, und haben aus diesem Urn- 
stande die Satze yon der Teilbarkeit der ganzen Zahlen gewonnen. 
Jetzt kehren wir zu jener fdndamentalen Formel wieder zurfick; indem 
wir unser Hauptaugenmerk auf den Rest r in ihr richten wollen. 
. Bildet man die Formel ftlr zwei Zahlen m, m'\ 

= 2'n + /, m" = «"n + r\ 

so konnen die Reste /, r" einander gleich oder yon einander yer- 
schieden sein; je nach diesen Fallen ist der Unterschied 

(2) ^'«^-=,(j'-2")n + (/-0 
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eine Zahl des Moduls {nz)^ namlich ein Yielfaches von oder nicht; 
denn, damit der Ausdruck (2) ftir rn — m" durch n aufgehe, ist not- 
wendig und hinreichend, dafs r — r" teilbar sei durch d. h., da 
dieser Unterschied numerisch kleiner ist als dafs r — r" seL 

Man nennt nun zwei Zahlen m\ m\ deren Differenz eine 
Zahl des Modulus {nz) ist, einander nach diesem Modulus — 
kiirzer (mod. ri) — kongruent, in Zeichen: 

(3) m' = m"(mod.w). 

Diese Definition sowie die entsprechende Bezeichnung riihrt von 
Gaufs her (Disquis. Arifhm. art, 1 u. 2), wahrend die fragliche Be- 
ziehung selbst freilich schon vordem haufig genug in Betracht ge- 
zogen worden ist. Dem Vorigen zufolge sind zwei Zahlen 
m', m'' (mod. n) kongruent oder inkongruent^ jenachdem sie 
in Bezug auf den Divisor n gleichrestig sind oder nicht. 
In Verallgemeinerung des Ausdruckes ^^Rest^^ nennt man deshalb auch 
wohl jede der kongruenten Zahlen m\ m' den Rest der anderen 
(mod. w). 

Zwei Zahlen w', w", welche (mod. vi) ein- und derselben dritten 
Zahl m kongruent sind^ jsind es auch unter einander; denn, gehoren 
die DifFerenzen m' — m, — m beide dem Modulus {nz) an, so 
thut's auch, der Definition eines Modulus gemafs, der Unterschied 

{m — w) — (w" — w) = w' — w". 

Hiernach lassen sich samtliche ganze Zahlen in Klassen verteilen 
der Art, dafs die Zahlen derselben Elasse zu je zweien kongruent, 
dagegen zwei Zahlen verschiedener Elassen einander inkongruent sind 
(mod. «). Jede Klasse kongruenter Zahlen wird auch eine Rest- 
klasse genannt und kann durch eine beliebige der ihr angehorigen 
Zahlen reprasentiert werden. Da jede Zahl (mod. n) einen der 
Reste 0, 1, 2, 3, • • •, w — 1 lafst, mithin einer dieser Zahlen kongruent 
sein mufs, ist die Anzahl der Restklassen nur endlich und 
zwar betragt sie, da zwei jener Reste (mod. w) nicht kongruent 
sein konnen, ohne identisch zu sein, genau n. WMhlt man aus jeder 
dieser Restklassen nach Belieben eine Zahl als ihren Reprasentanten 
aus, nimmt also irgend welche n unter einander inkongruente Zahlen, 
so heifst das System dieser Reprasentanten ein yollstandiges Rest- 
system (mod.w). Solcher Restsysteme giebt es mithin unendlich 
viele. Z. B. diirfen dafOr die Reste 

0, 1,2,3, . .. » - 1 

gewahlt werden, welche, da sie die kleinsten positiyen — genauer: 
nicht negativen — Zahlen der reprasentierten Restklassen sind, das 
System der kleinsten positiven Reste heifsen. Ist n ungerade, 
so sind die n Zahlen 
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n — l n — 3 ^ 10 19 »* — ^ 1 

2~y ~ • • • — — 1, 1, • ■ ~2~> ~~2~" 

zu je zweien inkongruent^ sie bilden demnach auch ein vollstandiges 
Bestsystem, dasjenige der absolut kleinsten Reste; ahnlich 
konnte man fdr ein gerades n das System 

wahlen^ in welchem jedoch die erste Zahl der letzten kongruent und 
demnach eine Elasse doppelt reprasentiert ware, sodaTs nach Belieben 
eine dieser beiden Zahlen gestrichen werden mtifste; u. s. w. 

1st d ein Teiler von n und die Differenz m' — m" eine Zahl des 
Modulus (njs) d. i. ein Yielfaches von n, so ist sie auch ein Vielfaches 
Yon d, also eine Zahl des Modulus (de), mit andem Worten: aus 
m' = w" (mod. «) folgt auch m = m" (mod. d). Gehort daher m' 
selbst zum Modulus (dz), so gehort auch die mit in (mod. n) 
kongruente Zahl m'' demselben Modulus an; hat also eine Zahl 
einer Restklasse mit dem Modulus n den gemeinsamen Teiler d^ so 
hat ihn jede andere Zahl dieser Restklasse ebenfalls. Was fur 
jeden bestimmten mit n gemeinsamen Teiler gilt^ das gilt auch fur 
den grolsten von ihnen. Ist insbesondere eine Zahl einer Restklasse 
relatiy prim zum Modulus^ so sind alle iibrigen Zahlen derselben 
Restklasse es auch. Nimmt man daher aus einem yollstandigen 
Restsysteme (mod. n) diejenigen Reprasentanten heraus^ welche prim 
sind gegen so enthalten die zugehorigen Restklassen nur relative 
Primzahlen zu n und enthalten diese zugleich samtlich, sie steUen 
daher die samtlichen gegen n primen Zahlen in Restklassen ver- 
teilt dar. Die Reprasentanten dieser relativ primen Restklassen 
(mod. n), die wieder auf unendlich viel Arten gewahlt werden konnen^ 
bilden ein sogenanntes reduziertes Restsystem (mod. n); man 
erhalt z. B. ein solches, wenn man aus den Resten 0, 1, 2, 3, • • • w — 1 
diejenigen herausnimmt^ welche prim gegen n sind. Ist demnach 
(p(n)*) die Anzahl der Zahlen^ welche <n und prim gegen 
n sind, so besteht jedes reduzierte Restsystem (mod. n) aus 
je (p(n) unter einander inkongruenten und gegen n primen 
Zahlen. 

2. Die Zahlen, welche mehreren Moduln (wjer), (»'^), ... ge- 
meinsam sind, bilden selbst einen Modulus, denn, sind v\ v" zwei 



*) Das Funktionszeichen qp(n) fur die gedachte Anzahl rdhrt von Gaufs 
her, der es in seinen Disgu. At. art. 88 zuerst in die Mathematik einfuhrte; 
doch bezeichnet man diese Funktion vielfach als Eulerscbe Fnnktion, da Euler 
als Erster ihren allgemeinen Wert fOr eine in Primzahlpotenzen zerlegte Zahl n 
angegeben hat (s. Petrop. N, Comment 8, 1760/61, p. 74 = Comm. Arithm. 
ccU. 1 , p. 274). 



Digitized by 



70 



Drittea Kapitel. 



solcher Zahlen, so gehoren nach der Definition eines Modulus auch 
V + v" jedem dieser Moduln zugleich an. 1st daher "N das kleinste 
der den gegebenen Moduln gemeinsamen Elemente; so ist ilire Ge- 
samtheit der Modulus ij^z). Alle gemeinsamen Elemente sind aber 
die gemeinsamen Vielfachen von n, n', . . und daher unter alien 
diesen iV das kleinste. Aus dieser Betrachtung ergiebt sich der 
Satz: Ist nh=m' nach jeder der Zahlen n\ . . , als Modulus, 
und ist N das kleinste gemeinsame Vielfache der letztern, 
so ist auch m' = m" (mod. Sind mithin die Zahlen m,w',... 
zu je zweien relatiy prim, so folgt aus den Eongruenzen 

m' = (mod. »), tn = m" (mod. w'), ... 

auch die Kongruenz 

fn = m' (mod. nn' . . .). 

Ferner erkennt man die Richtigkeit nachstehenden 
Satzes: 
Aus 

a = bj a = V (mod. n) 

folgt 

In der That, gehoren die Differenzen a — 6, a —V dem Modulus 
(nz) an, so auch deren Summe xmd deren DifFerenz {a + a') — Q) + V) 
resp. (a — a') — (6 — 6'); desgleichen die Vielfachen {a — V)a' und 
{a — V)}) der Elemente a — 6, a' — V und folglich deren Summe 

Hiemach lassen sich Kongruenzen, welche nach demselben Mo- 
dulus stattfinden, durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
unter einander yerbinden gerade wie Gleichungen; dagegen gilt fiir 
die Division nicht y511ig das Gleiche. Hat man namlich die Eongruenz 

(4) ma = mh (mod. w), 
so folgt daraus nicht allezeit die Eongruenz 

(5) a = 6 (mod. w), 

sondem, wenn d den grofsten gemeinsamen Teller yon m, n bedeutet, 
ifur diese: 

a = 6 ^mod. 

In der That ergiebt sich letztere aus der Teilbarkeit yon w(a — 6) 

durch n oder yon (<^ — 6) durch , da ~- , ^ relative Primzahlen 

sind. Nur dann folgt also aus (4) die Eongruenz (5), wenn 
der Multiplikator m und der Modulus n teilerfremd sind. 
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Au8 diesen einfachsten Kongruenzsatzen lafst sich sogleich der 
allgemeinere folgem: 1st f{x) eine ganze und ganzzahlige 
Funktion von x: 

f(x) = ax" + a^x"'^ + '" + a^^^x + a„, 
wo die Koeffizienten ganze Zahlen bedeuten^ so ist 
f(m') = f(m") (mod.n), 

so oft 

m' = m" (mod. n) 

ist. In der That folgt dann auch m^^vn'^ fur jeden positiven 
ganzzaUigen Expopenten A, daher auch a„_^« w'* = a^^^* w"* und 
daraus mittels des Additionssatzes die behauptete Eongruenz. 

3. Der so erhaltene allgemeine Satz^ der die vielfacbste Yer- 
wendung findet, ist z. B. die eigentliche Quelle all' der mehr oder 
weniger bekannten oder ntltzlichen Begeln, nach denen man die Teil- 
barkeit einer dekadiscben Zahl durcb eine andere solche Zahl zu 
beurteilen yermag. Ist namlicb p irgend eine Zahl, die zur Grund- 
zahl eines Ziffemsystems genommen werde^ so kann jede ganze Zahl 
wie im yorigen Eapitel gezeigt ist, in die Form 

(6) w = a|>* + a^i^-^ + a^ji*"* H h a^.g + a^_i p + 

gesetzt werden, in welcher die Koeffizienten nichtnegatiye ganze 
Zahlen <jp sind. Ist nun |> = r (mod. vi)^ so ergiebt sich nach dem 
gedachten Satze 

(7) w = af* + H h Oa-s*^ + ^a-i^ + «a (mod. n) 

und demnach m teilbar oder nicht teilbar durch jenachdem es 
die rechte Seite der yorigen Eongruenz ist oder nicht ist. Ins- 
besondere nimmt die Formel (7) fQr = w + 1 resp. j? « m — 1, 
welchen Annahmen der Wert r = 1 resp. r = — 1 entspricht, die 
Gestalt: 

m = a + Oj + • • • + a^_^ + (mod. p — 1) 

resp. 

m = (~ l)*a + (- l)*"^ai + a*.! + a* (mod. jp+ 1) 

an. 

Hieraus flielken fur die dekadischen Zahlen, bei denen p = 10 
ist, die bekannten Regeln ftb* die Teilbarkeit einer Zahl durch 9 und 
durch 11: eine Zahl ist teilbar durch 9 oder nicht, jenachdem ihre 
Quersumme d. i. die Summe ihrer Ziffem es ist oder nicht ist; 
und sie ist teilbar durch 11 oder nicht, jenachdem der Unterschied 
zwischen der Summe ihrer an gerader Stelle stehenden und der Summe 
ihrer an ungerader Stelle stehenden Ziffern es ist oder nicht ist. 

In allgemeineren Fallen mufs man, statt die Ziffem einzeln zu 
nehmen, sie in Gruppen yon je zwei, drei, u. s. w. Ziffem zusammen- 
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fassen. 1st namlich p^=l (mod.n)^ so folgt offenbar aus (6) folgende 
Eongraenz: 

+ 

wahrend, falls ^ = — 1 (mod. n) ist, sich 
m = (aj, + aj,_ip + • • • + 

- K-*+«A-i-i-P.+ • • • + «A-at+il^"*) mod. w) 

+ 

ergiebt. So folgt z. B. fOr p = 10 d. i. far den Fall dekadischer 
Zahlen^ da 10^= 1 (mod. 11) ist^ die Regel: Bildet man aus einer 
dekadischen Zahl andere, indem man von der letzten Ziffer an immer 
je zwei Ziffem zusammenfafst, so lafst^ durch 11 geteilt, die gegebene 
Zahl den gleichen Rest, wie die Somme der abgeleiteten Zahlen und 
ist daher gleichzeitig mit dieser Summe teilbar oder nicht teilbar 
dnrch 11; z. 6. die Zahl 7359132 gleichzeitig mit der Summe 
7 + 35 + 91 + 32. 

Femer ist 10* +1 = 7-1113; bildet man also aus einer de- 
kadischen Zahl anderC; indem man yon der letzten Ziffer an immer 
je drei Ziffem zu einer Zahl vereinigt, so lafst, durch 1, 11, 13 ge- 
teilt, die gegebene Zahl den gleichen Rest, wie der Unterschied 
zwischen der Summe der an ungerader Stelle stehenden und der 
Summe der an gerader SteUe stehenden abgeleiteten Zahl^, und ist 
demnach gleichzeitig mit diesem Unterschiede teilbar oder nicht teilbar 
durch jene Zahlen. Z. B. liefert so die Zahl 

3594872156 

die folgenden: 

3, 594, 872, 156, 

far welche der gedachte Unterschied — 125 betragt, eine Zahl, welche 
nach den Moduln 7, 11, 13 resp. die Reste 1, 7, 5 lafst, genau wie 
die gegebene Zahl. 

Aus derselben Quelle entspringen die Resultate, welche 0. Eefsler 
(Ztschr. fur Math. u. Phys, 28, 1883, p. 60) betreffend die TeUer von 
Zahlen, welche durch Nebeneinanderstellung gleicher Zahlen entstehen, 
mitgeteilt hat. 

Denkt man sich femer die dekadische Zahl m durch Zusammen- 
fassung ihrer Zehner, Hunderter u. s. w. in der Form dargestellt 

(8) m = 10a + 

waMt irgend eine gegen die Zahl n prime ganze Zahl fi und setzt 

(9) 10^1 = v (mod.w). 
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indem man v kleiner als n Yoraassetzt, so ergiebt sich 

(10) ftm = i/a + (iUq (mod. «), 

also m gleichzeitig mit der anderen Zahl = va + [iUq teilbar oder 
nicht teilbar durcb n, Z. B. ist 10 • 9 = — 1 nach jedem der Divi- 
soren 7, 13; demnach ist m durch 7 teilbar oder nicht; jenachdem 

— a + da^ oder a ~ 2a^j 
es ist oder nicht ist, und dnrch 13; jenachdem 

— a + da^ oder a + 4aQ 

durch 13 teilbar ist oder nicht (vgl. Wertheim, El. d. ZaJdenth. 
1887, p. 32). Zu diesen Regeb s. Dietrichkeit, Ztschr. f. Maih. 
u. Phys. 36, 1891, p. 64 und die Bemerkungen von R. H. van Dorsten 
and von E. Haas ebendas. 37, 1892, p. 58, 63. Eine andere vom 
Erstgenannten ebend. 36, p. 316 gegebene Kegel beruht darauf, daft 
in (6) die Potenzen von p durch ihre Reste ersetzt werden; s. dazu 
V. Dorsten ebend. 37, p. 192, wo auf R. Perrin, C. R de Vassoc. 
franQ, powr Vadvanc. des sciences 1889, 2. partie, p. 24 — 38 verwiesen 
wird. Man mag bemerken, dafs, je komplizierter derartige Regeln 
ausfallen, um so eher darauf verzichtet und besser die unmittelbare 
Division versucht werden kann*). 

4. Zurtickkehrend zu dem SchluTssatze der Nr. 2 wird man zu 
der Frage gefOhrt, welche Reste die dort betrachtete ganze, ganz- 
zahlige Funktion f (x) (mod. n) lassen kann. Da man den fraglichen 
Rest mit dem konstanten Gliede der Fimktion zusammenfassen kann, 
kommt diese Frage auf die andere zurfick, ob eine gegebene ganze, 
ganzzahlige Funktion 

(11) f{x) ^aaf + ai3f-^ + h a^^j^x + = (mod. n) 

sein kann oder nicht, ob es namlich ganze Zahlen x giebt, welche 
dieser Eongruenz gendgen? Solche Zahlen, wenn sie vorhanden sind, 
heifsen Losungen der Eongruenz; da aber, wenn x^^m eine 
solche ist, zugleich auch die unendlich vielen Zahlen m'=m (mod. n) 
Losungen sein werden, in Eongruenzen aber Zahlen, welche nach 
deren Modulus kongruent sind, nur die RoUe einer einzigen Zahl 
spielen, so nennt man alle, derselben Zahl m kongruenten 
L5sungen einer Eongruenz eine Wurzel derselben, in Zeichen: 

die Wurzel x = m (mod. w). 

Hier besteht fOr den Fall, dafs der Modulus n eine Primzahl p ist, 
ein wichtiger Satz, zu dessen Aufstellung noch notig ist, den Grad 

^ Vgl. zu diesen Angaben die neuestens erschienene kleine Abhandlang 
von 6. Loria: carattere di ditfisibilitd per un numero intero qucUunque, Bendi- 
cofUi deUa B. Accad. dei Lincei 10, 1901, p. 160. 
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einer Kongruenz zu definieren. OfFenbar darf man in (11); ohne 
die etwaigen Losungen der Eongraenz zu beeinflussen^ Glieder forir 
lassen oder binzuftigeny deren Eoeffizienten dorch den Modulus n = p 
teilbar sind; der Exponent nun des hochsten Gliedes, dessen Koeffi- 
zient durch p nicht teilbar ist^ heiTse der Grad der Eongruenz. Der 
gemeinte Satz besagt dann Folgendes: 

Eine Eongruenz^ deren Modulus eine PrimzabI ist^ 
kann nie niehr Wurzeln baben, als ibr Grad betragi 

Wir leiten diesen Satz, welcben zuerst L. Euler {Petrop. Comm. 
nov, 18, 1733, p. 93 = Comm. Ariihm, 1, p. 519) fur die spezielle 
Eongruenz af*=\ (mod. |?), spater Lagrange {Berl, Ac. Hist. 24, 
1770 — ann^e 1768 — p. 192) allgemein bewiesen hat, folgender- 
mafsen ber: 

Offenbar ist der Satz ricbtig f&r Eongruenzen des ersten Grades, 
denn, hatte eine solcbe: 

ax + a^ = Q (mod. j>), 
/ zwei Wurzeln x = m\ x = m'\ so folgte aus 

am' + flj = 0, am" -J- = 

aucb a(fn' — w") = (mod.p) d. b. a(w' — m") und, da a prim ist 
gegen p, aucb m'—m" teilbar durcbp, also m'^m" (mod.p) gegen 
die Voraussetzung. Nebmen wir daber femer an, der Satz gelte fOr 
Eongruenzen, deren Gh-ad < a ist, und zeigen ibn dann aucb fUr 
solcbe vom Grade a, so ist er damit aUgemein bewiesen. Gesetzt 
aber, die Eongruenz 

(12) asf + tty^sf-^ + • • • + a^_^x + = (mod. p) 

vom Grade a batte mebr als a Wurzeln, also mindestens a + 1, 
welcbe m^m^ym^^. ..m^ seien, so genttgten die Wurzeln m^,m,,...m^ 
nicbt nur der vorstebenden, sondem ersicbtlicb aucb der folgenden 
Eongruenz: 

a{x — m^ {x — m^ • • • (x — m^ = (mod.jp), 
demnacb aucb der anderen, durcb beider Verbindung entstebenden: 

atxf + a^xf^"^ H + «a "~ «(a?--mi) • • • (x — m^) = (moip), 

deren Grad bocbstens nocb a — 1 sein kann. Der Voraussetzung 
nacb kann die letztere nur identiscb sein d. b. die EoefGzienten der 
nacb Potenzen von x geordneten Funktion mtlssen teilbar durcb p, 
oder, was dasselbe sagt, die Eoeffizienten gleicb bober Potenzen zur 
Recbten und Linken in der nacbstebenden Eongruenz 

ax" + a^x"~^ + • — h «a = a(a; — m^) • • • (x — m^ (mod.p) 

mtLssen (mod. p) kongruent sein. Demnacb bat die Eongruenz (12) 
genau dieselben Wurzeln wie diese andere: 

a(x — m^) (x — m^) • • • (x — mj = (mod.p). 
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Wahxend aber nach der Annahme die erstere durch x^m erfiillt 
wird; leistet m der letzteren kein Geniige, da das Produkt 

a(w — {m — • • • (w — mj, 

dessen erster Faktor prim ist zu nur daim durch p teilbar sein 
komite, wemi es einer der ubrigen Faktoren d. h.^ wemi m einer der 
Zahlen m^ym^y,..m^ kongrnent ware (mod.^?), was der Annahme 
zuwider. Hiermit ist gezeigt^ dats die Eongmenz (12) yom Gh*ade a 
nicht mehr als a Wurzeln besitzen kann, wie behauptet war. 
5. Ist YOrher gezeigt^ dafs die Eongmenz ersten Grrades 

ax + 0^ = (mod. p) 

oder; wie wir sie jetzt lieber schreiben wollen, indem wir — = c 
setzen^ 

(13) ax = c (mod. jp), 

nicht mehr als eine Wurzel besitzen kann, so soil nun nachgewiesen 
werden, dafs sie diese eine immer auch besitzt. Hierzu betrachten 
wir die allgemeinere Eongruenz 

(14) ax = c (mod. n) 

unter der Voraussetzung, dafs a prim sei gegen n, und 
zeigen^ dafs eine solche stets eine Wurzel hat. 
Sei, dies zu zeigen, 

(15) ri, rg, r„ . . . r„ 

irgend ein vollstandiges Restsystem (mod. n). Multipliziert 
man seine Glieder mit einer zu n primen Zahl a, so stellen 
die Produkte 

(16) ar„ ar^, ar^^ . . . ar„ 

wieder ein solches dar; denn von diesen n Zahlen konnen keine 
zwei, etwa ar^arj (mod. w) kongruent d. i. a{r^ — r^ teilbar durch 
n sein, da r^^r, inkongruent, also — nicht durch n teilbar sein 
kann. Eine einzige der Zahlen (16), etwa ar^^, mufs demnach der- 
selben Restklasse angehdren wie c, und folglich 

arj^ = c (mod. n), 

d. i. x = eine und zugleich die einzige Wurzel von (14) sein. 

Da in dem vollstandigen Restsysteme (16) offenbar diejenigen 
und nur diejenigen Zahlen ar^ prim gegen n sind, welche den zu n 
primen Zahlen r^^ der Reihe (15), d. i. den Reprasentanten eines redu- 
zierten Restsystemes (mod. n) entsprechen, so ergiebt sich sogleich 
der weitere Satz: 

Multipliziert man die Glieder eines beliebigen redu- 
zierten Restsystems (mod. n) mit einer zum Modulus primen 
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Zahl, so stellen die erhaltenen Produkte wieder ein redu- 
ziertes Bestsystem (mod. n) dar. 

Nehmen wir nun an^ in der Eongrnenz (14) habe a mit dem 
Modulus n einen von 1 verschiedenen grofsten gemeinsamen Teiler d. 

Da dieser Teiler^ welch' ganzzaUiger Wert auch fOr x gewahlt 
werde, immer in ax aufgeht^ so muls; wenn die Eongruenz (14) be- 
stehen soil; dieser gemeinsame Teiler von n und ax auch der mit 
ax kpngruenten Zahl c gemeinsam sein. Die Moglichkeit der 
Eongruenz (14) erfordert alsO; dafs c durch den grofsten 
gemeinsamen Teiler d von a und n aufgehe. 

Angenommen, diese Bedingung sei erfullt^ sodafs man setzen darf 

a = da\ n = dn\ c = dc, 

wo nun a', n! relatiy prime Zahlen sein werden^ so besagt die Eon- 
gruenz (14); dafs 

ax — d{ax — c') durch n = dn', 

d. h. dafs ax — c durch n teilbar oder dafs 

ax = c (mod. «') 

sei; sie hat daher genau dieselben Losungen^ wie diese letztere Eon- 
gruenz. Da diese nun dem Vorigen zufolge eine Wurzel besitzt^ 
so sei dieselbe a: — § (mod. n'), d. h. a; = | -f nz, unter z jede ganze 
Zahl verstanden. Der angegebene Wert von x erfiillt dann auch die 
Eongruenz (14) oder ist fQr jeden der Werte von z eine Losung 
derselben. Indessen sind diese unendlich vielen Losungen hier nicht 
eine einzige Wurzel von (14), namlich nicht samtlich kongruent 
(mod. n). Setzt man namlich z dq + r, wo r jede der Zahlen 
0, 1, 2y • - ' d — 1 bedeuten darf, so wird 

x^l + nr + nqj 

d. i. 

(17) = 5 + (mod.n) 

(fiir r = 0, 1,2, ...d-1) 

und diese d verschiedenen Werte sind inkongruent, denn, damit f&r 
zwei verschiedene der angegebenen Werte von r, etwa r, r' 

5 + -Jr' = 5 + |-/'(mod.n) 

wiirde, miifste {r — r") durch w, d. h. / — /' durch d teilbar sein, 

was nicht sein kann. Somit zerfallen die unendlich vielen 
Losungen der Eongruenz (14), die wir nachgewiesen haben, 
in die d Wurzeln (17). Man jBndet demnach: Ist die als not- 
wendig erkannte Bedingung fiir die Moglichkeit der Eon- 
gruenz (14) erfiillt, so besitzt dieselbe d Wurzeln. 
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Da diese Kongruenz erfordert, dafs c — ax ein Vielfaches von w, 
gleich ny sei; und umgekehrfc erfiillt ist^ wenn dies der Fall, so ist 
sie^ wenn man der Symmetrie wegen den Modulus n lieber mit h 
bezeichnet; mit der unbestimmten (Diophantischen) Gleichung ersten 
Grades: 

(18) ax + by^c 

YoUstandig gleichbedeutend. Zur Auflosbarkeit der letzteren ist mit- 
bin notwendig und hinreichend; dafs der grofste gemeinsame Teiler 
d yon a, b auch in c aufgehe; in dieser Yoraussetzung bat man filr x 
die Werte 

zu setzen, wo 5 irgend ein Wert ist, ftlr welchen c — a^ ein Viel- 
fSeu^hes von b, etwa gleich brj, mitbin 

(19) a^ + bri=^c 

ist; und man findet, jenen Werten von x entsprecbend, 

hy^c — ax^c--a^ — ^z-^brj — b'~jgf 

also 

Die allgemeine Auflosung der Gleicbung (18) ist also 

i, , 5 a 
X^i + -jZ, y^n--^Z, 

wo ^, ri eine Auflosung derselben und e jeden ganzzabligen 
Wert bedeutet. Hiermit besi»tigt sicb nocbmals die Moglicbkeit 
der unbestimmten Gleicbung 

ax + by 

und insbesondere, wenn a, b relatiy prim sind, diejenige der Gleicbung 

ax + by^l, 

die wir in Nr. 2 des vorigen Kapitels aus den fundamentalsten Be- 
tracbtungen bereits erkannt baben. 

Die Moglicbkeit der letzteren Gleicbung oder der Kongruenz 

ax=l (mod. b) 

im Falle teilerfremder Zablen a, b lafst erseben, dafs in diesem Falle 
eine Zabl a vorbanden ist so bescbaffen, dafs 

aa' =1 (mod. 6). 

Diese Zabl a beifst nacb Euler (Gaufs, D. A, art. 77) eine 
zu a (mod. b) associierte Zabl; offenbar ist umgekebrt a eine zu 
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a (mod. 6) associirte Zahl und zusammen heifsen sie socii (mod. V). 
Auch setzt man 

(20) o'=-i-, « = i(mod.6). 

6. Wir geben nun einige Anwendungen der gewonnenen Besul- 
tate. Als erste derselben werde die Zerlegung eines irreduk- 
tiblen Bruches in sogenannte Partialbrfiche hei^eleitet. Denkt 

man den Nenner des Bruches — in zwei teilerfremde Faktoren: 

n 

n^ahy zerfallt, so ist dem Letztgesagien zufolge die unbestimmte 
Gleichung 

(21) oa: + 6y = w 

stets auflosbar^ denn^ ist x^^ eine Auflosung der Gleichung 

so hat man nur zu setzen: x = mx^y y = my^. Aus (21) aber folgt 

— o- — ^ 
6 a ~ n 

und^ wenn man die kleinsten nichtnegativen Beste yon y, x resp. 
(mod. a)y (mod. 6) mit a, /? bezeichnet, die femere Gleichung 

(22) ^ = ^ + 1 + *. 

WO h eine positiye oder negative ganze Zahl bedeutet^ die Zahler 
ay p aber kleiner als a, & resp. und positiy sind; in der That kann 
keine dieser Zahlen Null sein, da^ wenn z. B. a = ware, sich 

m = (/J + A6)a 

ergabe d. h. g^gen die Yoraussetzung kein irreduktibler Bruch 

ware. Auch sind a, fi zu den Nennem a, h resp. prim; denn batten 
z. B. Py b den yon 1 yerschiedenen grofsten gemeinsamen Teiler Sy 
sodafs p = p^dy h S gesetzt werden kann, so ergabe sich 

m^{aV + p'a + hah')8y n^aVS 

und — ware wieder kein irreduktibler Bruch. 
ft 

Ersetzt man h in (22) durch ein Produkt zweier relatiy primer 
Zahlen: hCy d. h. setzt man n als das Produkt yon drei, zu je zweien 

relatiy primen Faktoren, n = ahCy yoraus, so lafst sich ^ ahnlich 
zerlegen wie — und man findet 

— = - + -^ + -'-+A 
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wo h wieder eine ganze Zahl^ die Brdche aber irreduktible Briiche 
bedeuten mit Zahlem^ welche positiv and kleiner als die Nenner sind. 
So foiifahrend gelangt man zu folgendem Satze: 

1st — ein irrednktibler Bruch und n==abc... eine Zer- 

legung seines Nenners in mehrere zn je zweien relativ 

prime Faktoren, so lafst sich der Bruch — stets in Partial- 

briiche mit den Nennern a, 6, c, . . . nach folgender Formel 
zerlegen: 

(23) ? = + i + f + - + 

hierin bezeichnen a, fi, y . , , positive mit bezug auf den 
entsprechenden Nenner prime und kleinere Zahlen, als er^ 
und h eine ganze Zahl. 

Solche Zerlegung ist aber auch nur auf eine einzige Art 
moglich. Ware namlich auch 

so erhielte man durch Gleichsetzung dieses Ausdrucks mit dem Aus- 
drucke (23) und Multiplikation mit ~ die Beziehung: 

'be-' gleich einer ganzen Zahl , 

folglich a — a teilbar durch a, und, da a, a' beide kleiner sind als a, 
«'= a; unterdrdckt man beiderseits die gleichen Briiche ii^id be- 

handelt die fibrige Gleichung auf ahnliche Weise, indem man sie mit 

multipliziert, so findet sich /J'-= /J, ahnlich dann y'= y u. s. w., end- 
lich also auch N=h und somit die vollige Vbereinstimmung beider 
Partialbruchzerlegungen. 

Besonders beachtenswert wird diese Zerlegung, wenn man den 
Nenner n in seine Primzahlpotenzfaktoren zerlegt denkt. Seien 
diese dann 

(24) a^p, b^q', o-f^,..., 

so kann man den Zahlen a, . . . die nachstehenden Gestalten geben: 
a = Oo + OiJ? + + h cCi^iP*"^ 

(25) P-Po + Pii + M+"' + P.^.g"'' 

y = y© + + yj^* + • • • + rt-i ^'^ 

in denen die Eoeffizienten nichtnegative Zahlen kleiner als Pyq,r,,., 
resp. bedeuten. Demnach nimmt die Zerlegung (23) folgendes Aus- 
sehen an: 
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m m 

n ~" pf^r^ . . . 

pi pi-i ^ p 

(26) + ^ + + V 

+ 9 + A + - + ^ 
+ +h. 

Man nennt sie die Zerlegung des irreduktiblen Bruches — 
in einfache Brtlche. 

Auch eine solche ist nur auf eine Weise moglich. Denn zu- 
nachst folgt aus dem Bestehen einer Gleichung yon der Form (26), dafs 

p* ... HI 

n 

eine ganze Zahl, daDs also^ da n relatiy prim yorausgesetzt wurden, 
n in p^^f* . . . enthalten ist nnd daher aus keinen anderen Prim- 
faktoren zusammengesetzt sein kann als aus Pfi,r^... und letztere 
Primfaktoren auch nicht ofter enthalten kann, als resp. i,1Cyl,. . ,-m9i, 
Enthielte aber n z. B. den Primfaktor p nur g < t-mal, so wfirde 

schon ^ ^ " und daher nach der vorausgesetzten Gleichung yon 
der Form (26) auch 

«o + + h • p'"'"^ 

p^-y 

eine ganze Zahl sein milssen, was nicht sein kann, da der Zahler 
kleiner ist als der Nenner. Ist somit festgestellt, dafs bei jeder Dar- 

stellung des Bruchs — in der Gestalt (26) • • = w sein mufs, 

so stimmt jede solche Darstellung mit der eindeutig bestimmten Zer- 
legung (23), bei welcher a, 6, . . . die Werte (24) haben und a, /3, . . . 
in die Form (25) gesetzt sind, Clberein, und da auch diese letzteren 
Formeln nur eindeutig aufgestellt werden konnen, ist die Darstel- 
lung (26) ebenfalls nur auf eine einzige Weise moglich. 

7. Eine zweite Anwendung machen wir auf die Aufldsung 
der Aufgabe, eine Zahl x zu finden, welche nach gegebenen 
Moduln gegebene Reste lafst, also einer Reihe yon Eon- 
gruenzen: 

(27) a; = a (mod. a); x = fi(mod.b), a; = y (mod. c), • • • 

geniigt. Um eine solche Zahl, wenn moglich, zu findeu, kann man 
successiye x so bestimmen, dafs sie der ersten, sodann auch der 
zweiten, femer auch der dritten Eongruenz Genflge leistet, u. s. w. 
Nun sind zunachst 
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wo y jede ganze Zahl bedeutet^ alle Zahlen^ welche die erste der Kon- 
gruenzen (27) erf&llen. Man hat demnach jetzt y so zu wahlen^ dafs 
auch die zweite erfUllt^ d. i. dafs 

(28) ay = fi-a (mod. 6) 

wird. Dies ist nach Nr. 5 stets moglich, wenn a, b relativ prim; im 
entgegengesetzten Falle, wemi also a, h einen von 1 yerschiedenen 
grofsten gemeinsamen Toiler d haben, ist aber die yorige Eongmenz 
und somit die gestellte Aufgabe nicht immer mdglich, erfordert yiel- 
mehr, dafs p — a gleichfalls teilbar sei durch d. Gesetzt, letztere 
Bedingung sei erfiillt; so ist die Eongmenz (28) mit der anderen: 

gleichbedeutend, welche auflosbar ist und eine Wurzel y = (mod. 
besitzt; setzt man dementsprechend y » ij -|- jer also 

so giebt dieser Ausdrack f£lr alle ganzzahligen js die samtlichen 
gleichzeitigen Losungen der beiden ersten Eongraenzen (27). TTm 
daher auch noch der dritten yon ihnen zu genilgen, hat man z so zu 
wahlen^ dafs 

a + afi + ^0 = y (mod. c) 

oder 

-g-^r = y — a — arj (mod. c) 

werde. Diese Wahl ist moglich, sobald ^ prim gegen c ist, was 

gewifs der Fall, wenn a, h prim gegen c sind; entgegengesetztenflEdls 
tritt als neue Bedingung, unter welcher die yorige Eongmenz also 
auch die gestellte Aufgabe allein mdglich ist, das Erfordemis auf, 

dafs y — a — ari durch den grofisten gemeinsamen Teiler S yon ^ 

und c gleichfalls teilbar seL Ist diese Bedingung wieder erftUlt, so 
ist die yorhei^ehende Eongmenz identisch mit der anderen: 
ah y — a — an / iC\ 

welche losbar ist und eine Wurzel = ^ (mod. ~j besitzt; alle 

Zahlen x folglich, welche den ersten drei der Eongmenzen (27) ge- 
niigen, werden dann gegeben durch die Formel 

wo u eine ganze Zahl ist, u. s. w. fort. 

Baohmann niedere Zahleniheorie. I. 6 
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Man entnimmt dieser Analyse^ dafs die Eongruenzen (27) 
immer gleichzeitig auflosbar sind^ wenn ihre Moduln zu je 
zweien relatiy prim sind. 

Allgemein aber gelangt man, so oft sie l5sbar sind, zu 
einer Beziehunir 

welche nach der Zahl d. h. nach dem kleinsten gemeinsamen 

Vielfachen der gegebenen Modubi als Modulus stattfindet und samt- 
liche Losungen der gestellten Aufgabe zusammenfafst; der Modulus 
ist das Produkt der gegebenen Moduln in dem Falle, wo sie 
zu je zweien teilerfremd sind. 

Die Aufgabe lafst sich rereinfachen, indem man die Moduln 
ayb^c,... in ibre Primzahlpotenzen auflost. Ist immlich a =^ p^p'^' , . 
so darf zunachst die erste der Kongruenzen (27) durch das System 
der folgenden: 

(29) x = a (mod.|}*), x = a (moA.p'*'), . . . 

ersetzt werden; denn, ist a; — a teilbar durch a, so ist's auch^teilbar 
durch die einzelnen Potenzen p% p''', . . und umgekehrt. Ahnlich 
ersetze man die tibrigen Kongruenzen (27) durch solche, deren Moduln 
die resp. h,c,.., zusammensetzenden Primzahlpotenzen sind. Ist nun 
eine Primzahl yorhanden, etwa p, die in zwei oder mehreren der 
Moduln a^hyCf , . . aufgeht, etwa in a, h, so kommen zwei oder mehr 
Eongruenzen von der Form 

(30) x = a (mod.p') , x = fi (mod. 1?*) , . . . 

Tor. Hier ist von den Exponenten iy k der eine gleich oder gro&er 
als der andere, etwa i ^ k, folglich muls dann umsomehr 

x = a (mod. p^) 

sein, und diese Bedingung, mit der zweiten der yoraufgehenden yer- 
glichen, liefert als notwendiges Erfordemis fiir die Moglichkeit der 
Aufgabe die Bedingung 

fi = a (mod. p^) . 

Ist sie aber erfiillt, so darf die zweite der Eongruenzen (30) als in 
der ersten schon mitenthalten fortgelassen werden. Verfahrt man so 
beziiglich aller als Moduln auftretenden Primzahlpotenzen, so bleibt, 
falls sich die Aufgabe nicht als unlosbar herausstellt, yon den Eon- 
gruenzen (29) und den analogen anderen, in die wir die Kongruenzen (27) 
aufgelost haben, nur eine Beihe yon Eongruenzen yon der Form: 

x~a (mod. p^, . . x = (mod. g*), . . x = y (mod. r*), . . . 

Ubrig; deren Moduln Potenzen yerschiedener Primzahlen also relatiy 
prim sind, welche daher stets eine Losung gestatten. 
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SoU z. B. gleichzeitig 

x = 9 (mod. 1400), a: = 37 (mod. 252), = 64 (mod. 135) 

sein, so darf man diese Forderungen, da 

1400 = 2» .5« .7, 252 = 2« .3« .7, 135 = 5 • 3» 

ist, durch das System der nachstehenden ersetzen: 

x= 9 (mod. 2»), x= 9 (mod. 5«), x= 9 (mod. 7) 

a; = 37 (mod. 2^, a; = 37 (mod. 3*), a: = 37 (mod. 7) 

a: = 64 (mod. 5), a; = 64 (mod. 3») . 

Durch ilire Vergleichung miteinander entspringen die Moglichkeits- 
bedingongen 

37 = 9 (mod. 7) 

64 = 37 (mod. 3«) 

64 = 9 (mod. 5) 

37 = 9 (mod. 2«), 

welche samtlich erf&llt sind, und das vorige System von Eongraenzen 
rednziert sich auf das einfachere: 

a: = 9 (mod. 2»), a; = 9 (mod. 5«), a; = 9 (mod. 7), a; = 64 (mod. 3») 

oder noch einfacher auf das folgende: 

a; = 9 (mod. 1400), a; = 64 (mod. 27). 

Der ersteren Kongruenz gentlgen die Zahlen a; = 9 + 1400y, und 
nun ist y so zu wahlen, dais 

1400y = 56 (mod. 27) 

oder dab 23y= 1 (mod. 27) werde, was geschieht, wenn y=20 (mod. 27) 
gesetzt wird. Hiemach ergiebt sich die Losung der gestellten Auf- 
gabe in der Kongruenz 

a? = 28 009 (mod. 37800); 

der Modulus 37 800 = 2* • 5* • 7 • 3* ist das kleinste gemeinsame Viel- 
fache der drei gegebenen Moduin, und man liberzeugt sich sofort, 
dafs die Zahl 28009 den gestellten Kongruenzen genfigt. 

8. Falls die Moduin der Kongruenzen (27) zu je zweien relatiy 
prime Zahlen sind, kann man eine Methode zu ihrer L5simg*) an- 
geben, welche vor der successive fortschreitenden mancherlei Vorztige 
besitzt, wenn sie auch anscheinend ein Umweg ist. Zu ihren Yor- 

*) Diese LOsxmg findet sich angegeben in Gaufs Disgu. Ar. art. 86; es 
ist aber hdclist beachtenswert, dafs sie schon vor yielen Jahrhunderten den 
Chinesen bekannt gewesen, nS.nilich bereits von dem chinesischen Mathematiker 
Sun Tsze in seinem Werke Ta yen entwickelt worden ist; vgl. dartlber die 
interessanten Abbandlnngen von E. L. Biernatzki und von L. Matthiessen 
im Joum, f. Math. 62, 1886, p. 69 und 91, 1881, p. 264. 

6* 
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ztLgen gehort^ dafs sie in Bezug auf die gestdlten Eongruenzen sym- 
metrisch verfahrt. Der bezeichnete Umweg aber besteht in der ror- 
laafigen Bestimmung gewisser Hilfszahlen. Man suche namlich 
Zahlen r, 5, welche bezw. die Bedingungen erfallen: 

r = 1 (mod. a)y = (mod. 6), = (mod. c), . . . 

5 = (mod. a), = 1 (mod. 6), = (mod. c), . . . 

t = (mod. a), = (mod. 6), = 1 (mod. c), . . . 

Jedes dieser Systeme ist dem Obigen zufolge anflosbar and man 
findet z. B. r, indem man r = r'6c... setzt und r' der Kongruenz 

= 1 (mod. a) 

gemafs wahli Hat man diese Hilfszahlen ermittelt^ so er- 
giebt sich die Losung der gegebenen Eongruenzen un- 
mittelbar durch die folgende Beziehung: 

(31) x = ar + p$ + yt+"' (mod. abc, .) . 

In der That, wenn x ihr gemafs gewahlt ist, so ist auch 

x = ar + fis + yt-] (mod. a) 

d. i. nach dem Yerhalten der Hilfszahlen gegen den Modulos a 

x = a (mod. a) ; 

gleicherweise kommt x = p (mod. h), x = y (mod. c), . . nmgekehrt 
wild eine Zahl, welche a (mod. a) kongment ist, es auch mit 

ar + fis + yt -\ 

(mod. a) sein, und folglich wird eine Zahl x, welche die gestellten 
Eongruenzen erfQllt, mit diesem Ausdrucke nach jedem der Moduin 
tty bj c, . , , und, weil diese zu je zweien teilerfremd sind, auch 
(mod. abc . . .) kongruent sein, w. z. b. w. 

Hatte man beispielsweise die Eongruenzen ' 

a; = 3 (mod. 17), x=l (mod. 12), x = 4 (mod. 5) 

zu l5sen, so bestimme man die Hilfszahlen r, s, t durch die Be- 
dingungen: 

r = 1 (mod. 17), = (mod. 12), = (mod. 5) 

s = (mod. 17), = 1 (mod. 12), = (mod. 5) 

t = (mod. 17), = (mod. 12), = 1 (mod. 5). 

Man setze also r = 60r' und wahle r' so, dafs 60r' ~ 1 oder ein- 
fEbcher 9r' = 1 (mod. 17) wird; dies geschieht durch r' = 2, also ist 
r = 120. Femer setze man s = 865' imd wahle s' so, daGs 865'= 1 
oder einfacher 5'= 1 (mod. 12) werde; dies geschieht fOr s'= 1 und 
man findet s = 85. Endlich setze man t = 204 f uud bestimme f 
so, dafs 204^' = 1 oder 4^' = 1 (mod. 5) werde, was fOr ^' — 4 er- 
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f&llt wild und t » 816 ergiebb Nunmehr erhalt man sogleich die 
AufloBungen der gegebenen Kongraenzen dnrch die Formel 

a; = 3 . 120 + 1 . 85 + 4 . 816 (mod. 1020) 

i.l x = 3709 = 649 (mod. 1020). 

Der wesentlichste Vorzug dieser neuen Methode vor der frtllier 
angegebenen besteht darin, dafs sie samtliche Anfgaben der gedachten 
Art^ bei denen die Modnln a, . . . dieselben bleiben^ die geforderten 
Beste a, p^y^ . , . aber beliebig yariieren^ dnrch die allgemeine For- 
mel (31) auf einmal erledigt^ indem man eben in diese Formel nnr 
f&r Uy^^Yy die yerlangten Beste zu setzen hat Auf solche Weise 
gelangt man aber anch zn allgemeinen Satzen^ die ausznsprechen 
ntLtzlich isb Lafst man namlich in der Formel (31) 

YollstSndige Bestsysteme nach ihren beziiglichen Modnln 
ayhjCy . . , dnrchlanfen; so erhalt man ahc . . . Werte des Ans- 
druckes 

ar + p8 + yt + -'y 

welche ebenfalls ein yollstSndiges Bestsjstem (mod. abc...) 
reprasentieren. In der That sind alle diese Werte (mod. ahc . . .) 
inkongruent; denn, ware fttr zwei Systeme a', y', . . . nnd a', 
y"y . . deren entsprechende Zahlen a', a"; fi', /3"; y\ y"; . . . nicht 
dnrchweg (mod. a), (mod. b), (mod. c), . . . resp. kongment sind, 

ar + /J's + y7 + • • . = «'V + fi"s + y"^ + • • • (mod. abc ...), 

so fande diese Eongmenz auch nach jedem der Modnln a,byC, . . . 
statt, nnd wegen des Yerhaltens der Hilfszahlen zn diesen Modnln 
erhielte man dann 

a' = (mod. a), /J' = /J" (mod. b), y' = (mod. c), . . . 

gegen die Yoraussetznng. 

Man kann sich diese Theone zu Nntze machen, um die Auf losung 
einer Eongmenz ersten Orades zu erleichtem. Sei eine solche: 

mx = n (mod. M), 

bei welcher JIf als relatiye Primzahlen yoransgesetzt werden, zn 
losen, und Jlf»abc... irgend eine Zerlegung des Modulus M in 
Faktoren, welche zn je zweien relatiy prim sind. Dann ist zunachst 
die gegebene Eongmenz mit dem folgenden Systeme gleichbedeutend 

mx = n (mod. a), mx = n (mod. 6), mx = n (mod. c), . . 

denn jede Zahl Xy welche der gegebenen Eongmenz geniigt; erf&llt 
notwendig auch diese abgeleiteten, und da, wenn mx — n teilbar ist 
einzeln dnrch ayb,Cy.,.y es auch teilbar ist durch abc . . auch 
umgekehrt. Sind nun 

x = €c (mod. a)y x = (mod. b), a; = y (mod. c), . . . 
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die Worzeln der einzelnen abgeleiteten Eongruenzen^ so leistet die Zahl 

X = ar + fis + yt + ' " (mod. M) 

alien abgeleiteten Eongruenzen Genfige, ist mithin die Wurzel der 
gegebenen Eongruenz. 

Werden hier ajb,c, . , , bIb die verschiedenen Primzablpotenzen 
gewahlt^ ans denen sich M zusammensetzt^ so fahrt diese Betrach- 
tung die Auflosung der gegebenen Eongruenz auf mebrere ahnliche 
Eongruenzen von der Form 

mx = n (moiy) 

zurUck. Ist nun schon die Eongruenz 

mx = n (mod. p^' 

gelost und x = i (mod. j>*" ^) ihre Wurzel d. b. sind x = ^+ p^" 
ftir alle ganzzahligen alle ibre Losungen, so lafst sieb so wablen, dais 

m ' j>*" ^z = n — mi (mod. p/") 

also X eine Wurzel der Eongruenz (mod. j^) wird; da namlicb n — m% 
eine durcb j>*~^ teilbare ganze Zabl ist, bat man z nur durcb die 
Eongruenz ersten Grades 

m0 = ^^j^^^ (mod. J)) 
P " 

zu bestimmen. Hiernacb kommt offenbar die Eongruenz (mod. j>*) 
und somit allgemeiner jede gegebene Eongruenz erstjen Grades 
auf solcbe zurUck, deren Moduln Primzablen sind. 

9. Nocb wicbtiger ist ftLr uns die Bemerkung, dafs der 
Ausdruck 

ar + i3s + y^ + --- 
ein reduziertes Restsjstem (mod. ahc . . .) durcblauft, wenn 
^9 P) ' ' • P^duzierte Bestsjsteme in Bezug auf ibre Moduln 
a,b, , , . resp. durcblaufen. 

Dafs die so erbaltenen (p(a) • (p (b) • (p(c) . . . Werte jenes Aus- 
druckes (mod. abc , , .) inkongruent sind, folgt aus dem eben Be- 
wiesenen; es ertibrigt nur der Nacbweis, dafs jeder dieser Werte 
prim ist gegen abc . , ,j sowie dafs aucb umgekebrt jeder zu abc, 
prime Best sicb unter den bezeicbneten Werten befindet. Hatte nun 
aber erst ens einer dieser Werte 

ar + fis + yt + '" 

einen Primfaktor p gemeinsam mit abc . , so sei dieser etwa ein 
solcber von a; dann miifste, da 

ar + fis + yt + ' " = a (mod. a) 

ist, aucb a diesen Teiler mit a gemeinsam baben gegen die Voraus- 
setzung. Zweitens ist nacb dem in yoriger Nr. gegebenen Satze 
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ein jeder^ also auch jeder zu ahc . . . prime Rest (mod. abc . . .) 
einem Werte des Ausdrncks 

ar + fis + yt -\ 

kongruent; aber einem solchen^ bei dem c^fi^y,,,. prim sind resp. 
gegen h,Cy , , demi^ hatte z. B. a einen Primteiler p mit a ge- 
meinsam, so wtLrde^ da 

ar + + H = a (mod. a) 

ist; auch der gedachte^ diesem Ausdrucke (mod. aic , . ) also auch 
(mod. a) kongruente Rest den Primteiler p mit a und also mit dem 
Modulus ahc . . . gemeinsam haben d. h. nicbt relativ prim gegen 
ihn sein. 

Beachtet man nun, dafs die Anzahl der Glieder eines reduzierten 
Restsy stems (mod. ahc , , ) durch die Funktion (p{ahc bezeichnet 
wird; so ergiebt sich aus dem eben bewiesenen Satze sogleich 
folgende wichtige Beziehung: 

(32) <)p(a6c...)=-<|p(«)-<)P(6)-<|PW--, 

so oft a^hfCf,,. zu je zweien relativ prim sind, insbesondere 
fiir zwei relativ prime Zahlen m, n die Beziehung 

(32*) (p (mn) = (p (m) • 9 (») . 

Sie darf als die fundamentale Eigenschaft der Eulerschen 
g?-Funktion bezeichnet werden, weil man aus ihr fiir eine in ihre 
Primfaktoren zerlegte Zahl 

(33) n^p-p,-^p,-^... 

ohne weiteres den entwickelten Ausdruck der Funktion (p{n) ge- 
winnt. Zunachst ist namlich 

(34) <p(w) - <)p(r) • <jp(l>iN • <|P(P2^) 

Nun sind aber in der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, . . . p^ diejenigen prim 
zum Modulus p*", die keine Vielfachen von p sind; um sie und ihre 
Anzahl zu finden, muTs man also aus dieser Reihe die Vielfachen 
von p d. h. die Zahlen 

I j), 2-j), S^pr-P^-' P 

ausscheiden, deren Anzahl p"^^^ betragt, imd man findet daher 

(34*) XjP") -p^-^ -I}"*-! . (p— 1). 

Insbesondere ist fiir eine Primzahl p 

(34") Vip)-?-!- 

Hiernach ergiebt die Formel (34) sofort den allgemeinen 
Ausdruck 

(35) <p{n)''P^-'(p-'^)-Pt'^-'(Pi-l)-P,'^-'ip,-l)-; 
dem man auch die folgende Gestalt: 
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(35') ^(„) = „(l-i)(l_l)...--^0,-l)(^,,-l)... 

geben kann (s. eine direkte Herleitung dieser Formel in Lejeune 
Dirichlets Vorlesungen uber ZaUentheoriey heransg. Yon Dedekind). 

Bei der Wichtigkeit der fundamentalen Beziehung (32*) 
leiten wir dieselbe durch nachstehende Betrachtung noch 
einmal her. Man denke sich die Zahlen yon 1 bis mn in folgender 
Weise in n Beihen angeordnet: 

1, 2, 3, • • m 

m+1, m + 2, m + S,'2m 

(36) 2m +1, 2m + 2, 2w + 3, • • 3m 



(n— l)m+l, (n— l)m + 2; • • • • nm. 

Da die Glieder jeder dieser Reihen den entsprechenden der ersten 
(mod. m) kongruent sind, so werden diejenigen Eolonnen^ welche den 
(p{m) zu m primen Zahlen der ersten Reihe entsprechen^ zusammen 
die zu m primen Zahlen des ganzen Systems (36) sein. Es kommt 
daranf an, diejenigen Zahlen dieser Eolonnen herauszugreifen, welche 
anch prim gegen n und demnach prim gegen mn sind. Nun bilden 
aber die Zahlen jeder Eolonne: 

h, m + h, 2m + A, • • • (» — 1) m + A, 

da m prim gegen n ist, ein rollstandiges Bestsystem (mod. n), in 
welchem (p{n) Glieder gegen n prim sind. Da somit in jeder der 
gedachten (p{fn) Eolonnen je (p(n) der gesuchten Zahlen yorhanden 
sind, giebt es deren im ganzen tp (m) • tp (n) nnd demnach ist ihre 
Anzahl 

(p (mn) = (f (m) • tp (w). 

Man kann fragen, wie diese Formel zu yerandem sei, um ffir 
nicht relatiy prime Zahlen m, n giltig zu sein. Man bezeichne zu 
diesem Zwecke dann mit P das Produkt der yerschiedenen Prim- 
faktoren, welche m, n gemeinsam sind, mit M, N die Produkte der 
yerschiedenen, nur in m resp. nur in n aufgehenden Primfaktoren. 
Dann ist nach (35») und (34»») und (32») 

<p(mn)^-/^^<p(P)q>iM)q>(N) 
9(mw)-<jp(m)<jp(»).^- 



abo 

(37) 
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Diese Formel lafst sich leicht auf ein Prodnkt ron mehreren Faktoren 
ausdehnen. Sei n = rs und P' das Produkt der verschiedenen Prim- 
faktoren; welche s gemeinsam sind, so wird nach der gefdndenen 
Formel 

9(n)-<jp(r)9)(5).^ 

also zimachst 

(p(mrs)^(p{m)(p(r)fp(8)'-^'^^ 

sein. Aber die Primfaktoren yon P zerfallen in diejenigen, die nur 
m,r, in diejenigen anderen^ die nur m,s nnd endlich in diejenigen 
wieder anderen, die alien drei Zahlen m, r, gemeinsam sind, und die 
Produkte aus den Primzahlen dieser einzelnen Eategorien sind zu je 
zweien relativ prim. Desgleichen zerfallen die Primfaktoren von P' 
in diejenigen; welche nur r und s, und in diejenigen, welche alien 
drei Zahlen m, s gemeinsam sind, und das Produkt aus den ersteren 
ist gegen das der letzteren prim. Bezeichnet man daher mit P^ das 
Produkt aller verschiedenen Primzahlen, die nur je zweien der drei 
Zahlen s gemeinsam sind, mit P, das Produkt derjenigen, die 
in ihnen alien dreien aufgehen, so folgt nach der Grundeigenschaft 
der 9-Funktion nachstehende VeraUgemeinerung der Formel (37): 

(37-) (mrs) - ,> (m) 9, (r) <p (s) ■ -g.-^ • (^^)\ 

und in ahnlicher Weise kann man zu noch grofserer Allgemeinheit 
fortschreiten (s. Lucas ft. des nombres p. 399). 
10. Ist d irgend ein Teiler von n, also 

(38) d-p-A-^A"-..., 

wo _ _ _ _ 

zu denken ist^ so findet sich nach Formel (35) 

(39) 9id)'P''-'(j?-l)-Pt'^-'(jh-l)-p,''-'(p,-l)-, 
wobei man, so ofb einer der Ezpon^ten a, ct^, gleich ist, 
den die entsprechende Primzahl beziiglichen Faktor der rechten 
Seite durch 1 zu ersetzen hat; daher kommt, wenn man die Summe 
dieser Ausdrdcke bildet fCLr jene samtlichen Teiler, 1 und n inklusive, 

• [1 + (Pl - 1) + A (Pi - 1) + • • • ft-* - ' (Pi - 1)] 

• [1 + (p,- 1) +ft 1) + . . (ft- 1)] 

d. i. 

29(«0-P" Pi'^ ft°' •• 
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oder 

(40) ^<p{d) = n. 

d 

Da gleichzeitig mit d auch der Quotient ^ die Reihe samtlicher 

Teiler von nur in umgekehrter Reibenfolge, durchlaoft) darf diese 
Formel auch durch die andere: 

d 

ersetzt werden^ und in dieser Gestalt lafst sie sich ohne Miihe aus 
der Bedeutung der Funktion (p(n) selbst herleiten. In der That^ 
fragen wir nicht sowohl nach der Anzahl der Zahlen in der Beihe 

(41) 1, 2, 3, . . . n, 

welche prim gegen n sind d. i. den grofsten gemeinsamen Teiler 1, 
Bondem allgemeiner nach der Anzahl derjenigen^ die den 
grofsten gemeinsamen Teiler d mit n haben^ so befinden sich 
diese Zahlen jedenfalls unter den durch d teilbaren Zahlen der 
Reihe (41) d. h. unter den Zahlen 

Id, 2d, Sdr- '^d, 

unQ irgend eine dieser Zahlen, hd, wird mit n^^ ^d dann und nur 

dann d zum grofsten gemeinsamen Teiler haben, wenn h und 

relatiy prim sind; ihre Anzahl ist also ebenso grofs, wie die 
Anzahl der Zahlen 

1; 2; 3, • -J, 

welche prim gegen ^ sind, also gleich Nun hat aber 

notwendig jede der Zahlen (41) eine und nur eine Zahl d von der 
Form (38) zum grofsten gemeinsamen Teiler mit n; sie lassen sich 
demnach, indem man diejenigen von ihnen yereinigt, welche denselben 
gr5fsten gemeinsamen Teiler d mit n haben, in Gruppen verteilen, 

deren jede resp. Glieder enthalt; und somit mufs die Gesamt- 

zahl n der Zahlen (41) der Summe all' dieser, den samtlichen 

Teilem d von n entsprechenden Werte gleich sein, wie es 

Formel (40) aussagt. 

Eine andere Formel, welche mit der letzteren eine ge- 
wisse Ahnlichkeit hat, namlich die Formel 

(42) «-,,(«) + ^p'-^ .^^^^+^p,-iJ^>^-^^^^•^ + 

in welcher die erste Summation sich auf alle verschiedenen Prim- 
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faktoren yon die zweite auf alle ihre Eombinationen zu je zweien, 
n. 8. w.^ erstreckt^ gab Pepin nnd Moret-Blanc hat sie bestatigt 
{Nouv. Ann. 2. s^rie, 14, 1875, p. 275, 371), indem er darauf anf- 
merksam machte, daTs die Gesamtheit aller Zahlen yon 1 bis n in 
folgende Eategorien zerfallt: 

1) in diejenigen, welche zn n prim sind nnd deren Anzahl g>{n) ist; 

2) in diejenigen, welche nnr einen Prim&ktor mit n gemeinsam 
haben und deren Anzahl dnrch die erste Summe in (42) bezeichnet 
wird, da z. B. diejenigen Zahlen, welche nnr den Primfaktor p mit n 
gemeinsam haben, die Zahlen der Beihe 

Ip, 2p, 

0«-»+l)l>, 0--* + 2)i>,...2i)«-*.l) 



sind, welche prim sind gegen ^, deren es aber in jeder der j)**"* 

P 

Eolonnen, deren Zahlen eine Reihe yon der Form 

h + O'p^, * + 1 h + 2'p%' 'h+Q^^l^p^ 

bilden, jedesmal ^(J^ g^^^^] 

3) in diejenigen, welche nur zwei Primfaktoren mit n gemein- 
sam haben, und deren Anzahl, wie man anf ahnliche Weise erkennt, 
dnrch die zweite der Snmmen in (42) ansgedrtlckt wird; 

n. s. w. — 

11. Die Funktion (p(n) ist mehrfach yerallgemeinert 
worden. Z. B. hat V. Schemmel {Joum. f. Math. 70, 1869, p. 191) 
daranf hingewiesen, dafs unter den Zahlen, welche kleiner als n nnd 
prim gegen n sind, sich eine Anzahl Gruppen yon je m < n aufein- 
anderfolgenden Zahlen befinden wird, z. B., wenn n eine Primzahl p 
ist, die p — m Gruppen 

1, 2, 3, . • . w 

2, 3, 4, . . . m + 1 



— w, — m + 1, 1. 

Er hat diese Anzahl, die offenbar f&r m «= 1 mit der Funktion fp (n) 
identisch ist, mit <Pn(n) bezeichnet und ihre fondamentalsten Eigen- 
schaften, welche denjenigen der Eulerschen Funktion ganz analog 
sind, angegeben. L. Goldschmidt hat dann die Sehemmelschen 
Satze ausfOhrlich bewiesen (Ztschr. f. Math. u. Phys. 39, 1894, p. 203). 
Diese Funktion 9,„(«) ist jedoch selbst nur ein besonderer 
Fall einer noch allgemeineren, die yon Lucas (th. d. nombres^ 
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p. 402) betrachtet worden ist Seien namlich .e^, . • . ^ beliebige 
ganze Zahlen^ so soil ^(n) die Anzahl der Zahlen h der Reihe 
l,2,d, , , ,n bedeuten^ fOr welche die Smnmen 

(43) h + e„h + e^r"J^ + e, 

prim sind gegen n. Bei der Annahme e^=^l, e^^2j'"e^^k<,n sind 
die Yorstehenden Summen k aufeinanderfolgende Zahlen, denen daher 
in der Beihe der Zahlen lf2,S,..,n eine Ghnppe von ebenfalls 
Buccessiyen, den ersteren (mod. n) kongruenten^ also zn n primen 
Zahlen entspricht; und nmgekehrt entspricht jeder Gmppe der letz- 
teren Art ein Wert von h, ftlr welchen die Zahlen (43) bei den an- 
genommenen Werten der prim sind gegen n; in dieser besonderen 
Annahme wird also die Funktion ^(tt) znr Schemmelschen Funk- 
tion g>i(n). Nun kann man vor allem fOi die Funktion ^(n) die- 
selbe Ghrundeigenschaft nachweisen^ welche fiir die Funktion g)(n) in 
der Formel (32^) ausgedriickt ist. Sind namlich m, n zwei relativ 
prime Zahlen, so ist, wie behauptet wird, 

(44) ^(mn) = ^(w)-^(w). 

Man kann dies bestatigen auf ganz demselben Wege, wie es zuletzt 
far die Gleichung (32*) gethan worden ist; jedoch kntlpfen wir lieber 
an die Theorie der Kongruenzen ersten Grades an. Wenn r, s zwei 
Hilfszahlen bezeichnen, welche den Kongruenzen 

r = 1 (mod. w), r = (mod. n) 

s = (mod. w), 5=1 (mod. n) 

gentlgen, so durchlaufb e nach der Formel 

e = rx + sy (mod. mn) 

ein Yollstandiges Restsystem (mod. mn), sobald darin x den Zahlen 
1, 2, ... m, und y den Zahlen 1, 2, ... n gleich gesetzt werden. Dem- 
nach kann man auch fclr jedes i 

= rj^ + 51^^ (mod. mn) 

setzen, woraus sich = |^ (mod. w), 6^ = % (mod. n) ergiebt, und 
man findet so 

+ €i = r(x + ^) + s(y + ti^) (mod. mn) . 

Nun wird z + e,. relativ prim zm mn dann und nur dann, wenn zu- 
gleich + oder, was dasselbe sagt, x + prim gegen m, und 
y + ifli oder, was auf dasselbe hinauskommt, y + prim gegen n ist. 
Dies geschieht aber gleichzeitig mit Bezug auf idle i » 1, 2, 3, ... A; 
ffir ^ (m) Werte x der Reihe 1, 2, 3, ... m und fOr ^ (n) Werte y 
der Reihe 1, 2, 3 ... n, und giebt also ^ (m) • ^ (n) als Anzahl der 
zulassigen Werte von jer, welche andererseits durch ^(mn) zu be- 
zeichnen iaij und so ergiebt sich die behauptete Formel (44). 
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Aus dieser Formel fliefst nun der Ausdruck der Funk- 
tion if{n) f(ir jede in Primzahlpotenzen zerlegte Zahl n. 
Sei zunachst n eine Primzahlpotenz: n=|»^. Dann sind unter den 
Zahlen der Reihe 1^ 2, 3, . . . n, namlich unter den Zahlen: 

1, 2, 3, p^l,p 



(jf-i)p + 1, (y-*- 1)1? + 2, ' p'-i,p' 

immer die in einer Eolonne befindlichen einander (mod.jp) kongruent. 
Bezeichnet daher X die Anzahl der (mod.jp.) inkongruenten 
unter den Zahlen e^, ^, - - - ^k ™^ - - - ^i Reste, die sie 

(mod. p) lassen^ so werden ersichtUch die samtUchen Summen (43) 
dann und nur dann prim gegen p also auch gegen n==p^, wenn 

man h einem der p — k mit — r^, — r^, inkongruenten Reste 

(mod. p) oder irgend einer Zahl in der ihm entsprechenden Eolonne 
gleichsetzt. Somit findet sich sogleich 

(45) *(p-)-l?--'(p-A), 
insbesondere also 

(45») ^(Sd^p-^. 

AUgemein entspricht daher der Zahl n jp^jPi^^ft"^ . . . der Wert 

(46) i;(n) -ii--*(p- A) 'P,^-'(p,--X,) -p.^-'ip.-K) • • 

wo die Zeichen k^y k^, , . . mit Bezug auf die Primzahlen 
PiyP^y- dieselbe Bedeutung haben, wie das Zeichen A mit 
Bezug auf die Primzahl p. 

Wahlt man samtliche Zahlen gleich 0, so geht die Formel (46)^ 
wie es sein mufs, in den Ausdruck f&r die Eulersche Funktion tlber. 
Wird di^egen ei = l, e^^2y' - - e^ = lc gesetzt und h kleiner an- 
genommen als die samtUchen Primfaktoren you so werden die 
Zahlen k^y k^y , . . offenbar gleich Tq und man findet f&r die 
Schemmelsche Funktion 9>i(n) den Ausdruck 

(47) q>,{n) . . . 

1st im Gegenteil k gleich oder gro&er als einer jener Primfaktoren^ 
z. B. als py so wird 9)^ (n) = 0, denn dann enthalten die Zahlen (43) 
bei der Annahme e^^ly e^'=^2y' • - e^^lc in sich ein voUstandiges 
Restsystem (mod. p) und konnen filr keinen Wert von h samtlich 
prim gegen p also auch nicht gegen n sein. 

Bildet man die Funktion ^(n) fOr jedes Argument das ein 
TeUer 

d^p^p^^^p^^'- 
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Yon n ist, also 

^ (d) - 1,- » (p - A) . ft-^ - ^ (J,, - i,) . . . 

Oder 

80 wird mit Riicksicht daraaf, dafs hier^ sobald einer der Exponenten 
a J Oi, . . . der Null gleich ist, der dem entsprechenden Primfaktor 
zugehorige Faktor des Ausdruckes durch 1 zn ersetzen ist, die 
Summe all' dieser Quotienten gleich dem Prodnkte 

sein^ in welchem der erste Faktor gleich 

•+{fr)-(fr 

und die iibrigen entsprechend gleich (f^)***; (^)^' ' * 

giebt sich daher folgendeS; der Formel (40) analoge Resultat: 



(48) 



welches ffir die Fnnktion (p^{n) die besondere Gestalt an- 
nimmt: 

(AQ\ V !?_ 

wie sie von Schemmel (a. a. 0.) gegeben und von Goldschmidt 
best^tigt worden ist; % ist dabei kleiner zu denken als jeder der 
Primfaktoren von ». 

tber eine andere Yerallgemeinerung der Eulerschen Fnnktion 
s. K. Vahlen, Ztschr. f. MaUh. w. Phys. 40, 1895, p. 126. 

12. Die Formel (35') ftlr die Fnnktion tp{n) einer nach (33) in 
Primfaktoren zerlegten Zahl n kann auch folgendermaiken geschrieben 
werden: 

(60) ,(„)_»-2'f+2',i-2'i^s-' 

WO die erste Summation anf alle verschiedenen Primfaktoren yon n, 
die zweite anf alle Eombinationen ans zwei, die dritte auf alle Eom- 
binationen ans drei derselben, u. s. w. sich bezieht. So treten uns 
zum ersten Male die Gruppen von Zahlen: 
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entgegen^ die aus der ZaU n selbst heirorgehen, indem man sie 
durch jeden ihrer verscldedeiien Primfaktoren^ durch jedes Produkt 
von zweien derselben, durch jedes Produkt von dreien derselben^ 
u. s. w. dividiert; eine Gruppierung^ zu der man in der Zahlentheorie 
haufig gefOhrt wird. Hier soli vor allem ein sehr eleganter Satz 
bewiesen werden^ der sich auf sie bezieht. Man denke sich fOr jede 
der Zahlen in obiger Gruppierung ihre samtlichen Teiler gebildet^ 
und fasse aUe Teiler der Zahlen der geraden Reihen (0)^ (U), . . 
so oft sie darin sich finden, in einen Eomplex A, alle Teiler der 
Zahlen der ungeraden Reihen (1)^ (IH); • * • in einen Eomplex B zu- 
sammen. Es leuchtet ein^ dab diese Eomplexe nur Teiler der Zahl n 
enthalten. Jener Satz aber sagt aus^ dafs jeder Teiler einer 
Yon 1 yerschiedenen Zahl n — fdr n » 1 kann namlich eine 
Gruppierung obiger Art offenbar nicht gedacht werden — e ben so 
oft im Eomplexe A wie im Eomplexe B vorkomme^ die 
Zahl n selbst ausgenommen, die selbstverstandlich nur im 
Eomplexe A und zwar einmal auftreten wird. IJm ihn f&r 
irgend einen von n yerschiedenen Teiler d zu beweisen, bemerke man, 
dab ein solcher nur Primfaktoren von n enthalt, mindestens einen 
derselben aber zu einer geringeren Potenz erhoben, wie n. Man be- 
zeichne diejenigen PrimfiEJrtoren von n, fdr welche letzteres gilt, und 
deren Anzahl k sei, mit 
(51) x\ n'\ . . . jr<*) 

und bedenke, dafs, wenn n durch einen von diesen Primzahlen yer- 
schiedenen Primfaktor p diyidiert wird, d nicht Teiler von — sein 

kann, da dieser Quotient den Primfaktor p weniger oft enthalt als d. 
Damach findet sich d einmal als Teiler der Zahl n selbst; A>-mal 
unter den Teilem der Reihe (I), namlich als Teiler jeder der Zahlen 

n^'^ ^^---mal unter den Teilem der Reihe (11), nam- 
lich als Teiler der Zahlen femer — - T ^1 ^^o"" -mal 

unter den Teilem der Zahlen (III), u. s. w. Demnach tritt d in dem 
Eomplexe A 

1 J. 4- fe(fe-l)(fe-2)(fe- 8) 

1-2 12.8.4 
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im Eomplexe B 

k k{k-l){k-2) 

1 12 3 "T" • 

mal auf^ zwei Anzahlen^ deren Unterschied die binomisclie Entwick- 
lung yon (1 — 1)* und folglich gleich Null ist, wie der Satz es be- 
hauptet. 

Insbesondere gilt mithin dieser Satz auch fiir den Teiler 1; da 
letzterer aber Teiler von jeder der Zahlen des obigen Schemas ist, 
so gewinnt man den Zusatz: Die Anzahl der Zahlen (0)^ (IL), ... 
ist ebenso grofs wie die Anzahl der Zahlen (T), (III); . . ein 
Besultat^ das anch, wie das yorige, unmittelbar eingesehen werden kann. 

Yon dem so bewiesenen allgemeinen Satze kann sogleich eine 
weittragende Anwendung gemacht werden. Besteht namlich zwi- 
schen zwei zahlentheoretischen Funktionen f(n)^ ^(n) die 
Beziehung^ dafs ftir jedes ganzzahlige n und seine samt- 
lichen Teiler 1, d, d\ . . ,n 

(52) f(n) = V'(l) + *(rf) + i^(dO + + *(w) 

ist^ so kann die Funktion ^(n) mittels nachstehender Formel 
auch umgekehrt durch /^-Funktionen ausgedrtickt werden: 

(63) ♦(,) -nn)-2f{^) +2f(^)-;2f(^ + .., 

wo die Summationen den gleichen Umfang haben, wie in 
der Formel '(50). In der That^ ersetzt man in den einzelnen 
Summen die Funktion f nach der angenommenen Beziehung (52) 
durch ^-Funktionen^ deren Argumente die Teiler des Argumentes 
yon f sind, so geht die Formel (53) Uber in die folgende: 

d:(0) d:(I) d:(JJ) 

WO die angedeuteten Summationen sich auf die Teiler der einzelnen 
Reihen des obigen Schemas beziehen^ oder noch einfacher: 

*(n)=2*(d)-2'*(^)' 

A B 

wenn man die erste Summe auf alle Zahlen d des Eomplexes Aj die 
zweite auf alle Zahlen d des Eomplexes B erstreckt. Dem Satze zu- 
folge heben sich aber die samtlichen ^{d) gegenseitig auf^ bis auf 
das einCy so allein tibrig bleibende Glied ^(n). 

Z. B. haben wir durch eine Betrachtung, welche unabhangig yom 
Ausdrucke der Funktion tp{n) nur aus ihrer Bedeutung gesch5pft 
ward, die Beziehung (40) besl^tigt, die nur der spezieUe Fall der 
Beziehung (52) ist, welche der Annahme f (») «= n, ^ (n) = y (n) ent- 
spricht Demnach liefert die aus (52) gezogene IJmkehrung (53) 



Digitized by 



Beste und Eongruenzen. 



97 



sofort wieder den Ausdruek der Funktion 9>(n), wie er in der 
Formel (50) gegeben worden ist. 

13. Aber noch eine andere sehr bemerkenswerte Folgerung soil 
ans den voraufgehenden Betrachtungen hergeleitet werden. Bezeichne 
^ den grolsten gemeinsamen Teiler der beiden ganzen Zahlen r, s 
und setze man 

(54) = - ^d^^. + ^d,^, - ^d,^, + . . . , 

(I) (H) (m) 

wo die erste Summation auf alle Zahlen s der Reihe Q), die zweite 
auf alle Zahlen s der Reihe (11), u. s. w. erstreckt werden soil. Es 
wird behauptet: sei gleich 9>(»), so oft r teilbar durch w, 
gleich Null im entgegengesetzten Falle. Zum Beweise nehme 
man allgemein an, der grdfste gemeinsame Teiler von r und n sei d, 
so dafs man 

setzen und n^; als relativ prime Zahlen voraussetzen darf. Nun 
lassen sich die Primfaktoren, aus denen n besteht, in zwei Eategorien 
verteilen, in diejenigen — wir nennen sie JPi,i>i',i>i", ... — welche 
in aufgehen, gleichviel ob sie zugleich auch in d aufgehen, oder 
nicht, und in diejenigen — sie mogen p%fP^\ . . . heifsen — , welche 
nur in d aufgehen. Betrachten wir dann irgend eine Zahl aus dem 
obigen Gruppierungsschema, z. B. die Zahl 



PiPiPt'PtPt^ 



so lafst sich diese in der Form schreiben: 

PiPiPi" PtPi^ 

wahrend zugleich r = r^tP^ • r—p i^*- Hieraus folgt — ^ als 

Pt Pi Pt Pt 

grdlster gemeinsamer Teiler von r und 5, denn r^^Pi 

gegen ^ , da die einzelnen Faktoren r^yPt^p^ prim sind gegen n^, 

Demnach wird — ^ der gro&te gemeinsame Teller von r und jeder 
P%Pi 

derjenigen Zahlen s des Schemas sein, die aus n hervorgehen, wenn 
mit p^y p^y sonst aber nur durch eine Kombination der Primzahlen 
PiyPii Pl'y- dividiert wird. Solcher Zahlen giebt es oflfenbar eben- 
sovielC; wie in dem, analog mit dem frtLheren gebildeten, jetzt aber 
auf bezogenen Gruppierungsschema: 

«i 

^ ^ ^1 

Px' Pr" Pi"'*" 

^ ^ 
PiPi' PiPx'' Pi'Pi''"' 
Bachmann, niedere Zahlentheorle. L 7 
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Yorhanden sind, und der einer jeden von ilmen entsprechende grofste 

gemeinsame Teiler , = wird in (54), den einzelnen Reihen 

dieses Schemas entsprechend, mit abwechselnden Yorzeichen genommen 
sein also sich fortheben, da dem obigen Zusatze gemafs die Anzahl 
der Glieder in den geraden Reihen des vorstehenden Schemas gleich 
der Anzahl derjenigen in den iingeraden Reihen ist, ausgenommen 
den Fall, dafs die vorige Gruppienmg nicht existiert, d. h. den Fall 
Wi « 1 oder d = w, also den Fall, in welchem r teilbar ist durch n, — 
Wahrend sonst aus dem Gesagten allgemeiner hervorgeht, dab 
z/^ „=0 ist, findet sich im letztgenannten Falle, da dann d = d^„ = n, 

also der zuvorbetrachtete grofste gemeinsame Teiler , = — = 

' Pi Pi Pi Pi 

ist, u. s. w., endlich aber die Primzahlen p^, p^, . . • die samtlichen 
Primfaktoren von n sind, die Gleichung: 

d. h., wie behauptet ward, J^^^ = g>(n), 

Aus diesem Satze schliefst man leicht, dafs die Funk- 
tion mit der Enlerschen Funktion g>(n) die Eigenschaft 
gemein hat, dafs ftlr ein Produkt n'n" zweier relativ primer 
Zahlen n\ »" 

(55) ^r.n'n" = ^r,n' * ^r,n" 

ist. Wenn namlich r teilbar ist durch n'n'\ so ist's dies auch ein- 
zeln durch n' und durch und die vorige Gleichung geht in die 
folgende iiber: ^ _ ^ . ^ (^.^ ^ 

welche richtig ist; im entgegengesetzten Falle, in welchem die linke 
Seite der Gleichung (55) Null sein wilrde, konnte r nicht durch jede 
der beiden Zahlen n', n" zugleich teilbar sein und daher wilrde min- 
destens ein Faktor der rechten Seite und so auch die ganze rechte 
Seite derselben Gleichung verschwinden. Diese aus dem vorigen 
Satze gefolgerte Beziehung (55) kann auch direkt bewiesen, und dann 
umgekehrt der Satz aus ihr hergeleitet werden; so geschieht es bei 
Lucas, th. d, nombres Nr. 223. 

Mit Hilfe des letzteren aber lafst sich sogleich eine 
merkwtlrdige Formel gewinnen, welche von Stephen Smith 
{Proceed, of the London's Mathem, Soddy VII, Mai 1876) gegeben 
und spater von Mansion {Mess, of Math, (2) 7, 1877; p. 81; Ann. 
de la soc, sdentifigue de BruxeUes t. U) verallgemeinert worden 
ist. Man betrachte namlich die Determinante 

^1,17 ^1,27 ^1,8? • • • ^1,1 
^2,1 y ^2,2 > ^2,8? • • • ^2,n 



^M' ^M> --^i 



Digitized by 



Google 



Yiertes Kapitel. Der Eudidische Algorithmns. 



99 



In der Reihe der Indices 1,2,5, .n finden sich die samtlichen 
Zahlen s, aus denen die Reihen (I)^ (11), (III), ... des frtlheren Schemas 
bestehen, yor; daher kann man nach bekannten Determinantensatzen 
dnrch Subtraktion und Addition gewisser Vertikabreilien yt)n resp. 
zur letzten die Elemente dieser letzten Vertikalreibe durch 



n7 ^n,n} 



welche dem obigen Satze zufolge 

0, 0,...0, (p(n) 

gleicb sind, ersetzen; demgemab wird dann die Determinante gleich 
9)(n)-mal der analog gebildeten, nor bis zum Index n — 1 fortgesetzten 
Determinante sein. Hierans erschliefst man durch Wiederholung der- 
selben Betrachtung diese Formel yon Smith: 

^1,17 ^1,2 ^ • • • ^1,11 



(56) 



y(l)9)(2)...y(n). 



Wie sogleich einlenchtet, kann man mittels derselben die Eulersche 
Funktion tp (n) als Qnotienten zweier Determinanten darstellen, welche 
ausschliefslich aus grofsten gemeinsamen Teilem zusammengesetzt sind. 



Viertes Kapitel. 
Der Euelidische Algoritlimiis. 

1. Die Satze fiber die Teilbarkeit der ganzen Zahlen sind im 
zweiten Kapitel aus dem Begriffe eines Modulus yon ganzen Zahlen 
hergeleitet worden. Yon ganz anderer Grundlage aus hat sie Poinsot 
entwickelt, wobei er nicht notwendiger aber sehr anschatdicher Weise 
yon geometrischer Betrachtung Gebrauch gemacht hat {Joum, d. Math. 
10, 1845, p. 1); leider inyolyiert seine Darstellung einen Mangel, wo- 
durch sie wie ein fehlerhafter Zirkel erscheint, indem sie sich auf 
die erst zu erweisende Aussage stdtzt, das Produkt hm sei durch n 
nicht teilbar, wenn h prim zu n und m < n ; aber man kann diesen 
Mangel er^nzen und so der schonen Poinsotschen Beweismethode 
yolle Giltigkeit yerleihen (s. Bachmann, Elemente d, ZaUenth, 1892, 
p. 19). Doch fQhrt auch diese Methode, wie die oben angewendete, 
auf das fondamentale Prinzip zurfick, nach welchem jede ganze Zahl m 
in Bezug auf eine gegebene (positiye) ganze Zahl n in die Oestalt 

(1) m^qn + r 

(q ganze Zahl, < r < n) 
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gesetzt werden kann. Der Versuch liegt daher nahe^ unmittelbar 
auf dieser grundlegenden Eigenschaft selbst die Theorie der Teil- 
barkeit zu erbauen^ und anch dies hat schon Poinsot a. a. 0. und 
spater Lejeune-Dirichlet in seinen zahlentheoretischen Vorlesungen 
(s. dieselben, herausg. v. Dedekind, 4. Aufl. 1894, § 4) gethan. 
Setzt man in (1) statt r, so erhalt man 

Aber nun kann man, an Stelle von n die Zahl n^, falls sie nicht 
Null ist, zu Grunde legend, wieder 

setzen und so fortfahren: 



Da bierbei die positiven ganzen Zahlen n, n^, n^, n^, , . . stets ab- 
nehmen, ihre Menge also nur endlich seui kann, mufs man schliefslich 
auf einen Rest n^^^ kommen, welcher Null ist und so den weiteren 
Fortgang der Entwicklung yerhindert. Es entsteht also eine Reihe 
von Gleichungen: 

m = gn + w^, 

(2) 

deren Gesamtheit der Euclidische Algorithmus heifst; die Zahlen 
n, Wj, Wj, ... nj^y ebenso die Zahlen g^, ffg, . . . qj^ sind positiv, q aber 
kann auch Null oder negativ sein, das erstere, wenn w > aber 
<w, das letztere, wenn m negativ ist. 

Die Zahl n^, auf welche der Euclidische Algorithmus 
fdhrt, ist der grofste gemeinsame Teiler von m und w. In 
der That geht zufolge der Gleichungen (2) in n^_j^, also wegen 
der vorletzten dieser Gleichungen auch in tij^^^ u. s. w., endlich wegen 
der zweiten dieser Gleichungen in n und wegen der ersten auch in 
m auf, mithin ist fif^ ein gemeinsamer Teiler von m und w; aber 
jeder gemeinsame Teiler dieser beiden Zahlen geht auch umgekehrt 
wegen der ersten der Gleichungen (2) in w^, folglich wegen der 
zweiten derselben auch in u. s. w., endlich auch in auf, welche 
Zahl demnach von alien gemeinsamen Teilem von m, n der grofste 
ist und in ihren Teilem zugleich die samtlichen gemeinsamen Teiler 
dieser beiden Zahlen liefert. Wir haben so zunachst.im Euclidi- 
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schen Algorithmus eine einfache Methode^ um den grofsten gemein- 
samen Teller zweier Zahlen zu ermitteln^ eine Methode^ welcher vor 
der im zweiten Kapitel angegebenen der wesentliehe Vorzug zukommt, 
dafs sie nicht erst der Zerlegung der beiden Zahlen in ihre Prim- 
faktoren bedarf. 

Aber dieser Algorithmus fiihrt auch mit Leichtigkeit zum Eucli- 
di schen Fundamentalsatze von der Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 
Sei h eine beliebige ganze Zahl; multipliziert man die Gleichungen (2) 
dorchweg mit h, so entstehen die folgenden: 

hm ^qh ' n + hn^y 
hn = ffi 'hn^+ hn^, 



aus denen man successive schUefst^ dafs jeder gemeinsame Teiler 
Von hm und n in hn^, hn^, • - • hn^ enthalten sein und demnach 
in dem besonderen Falle, wo m, n relativ prim sind, ihr 
grofster gemeinsamer Teiler also gleich 1 ist, in h aufgehen 
mufs (s. SatzYI des 2. Eap.). Ist demnach nicht nur m, sondern 
auch h relativ prim zu n, so mufs auch das Produkt b eider 
Zahlen es sein (s. Satz YU ebendas.). 

2. Wir haben nicht notig^ nun die weiteren Satze iLber Teil- 
barkeit zu wiederholen^ wenden uns vielmehr dazu, den Euclidi- 
schen Algorithmus an sich naher zu betrachteU; wobei wir uns aber 
durchweg auf den Fall positiver, relativ primer Zahlen m, n be- 
schranken wollen, sodafs der letzte Rest n^^ gleich 1 ist. Die samtlich 
dann (bis auf die erste^ welche auch sein kann) positiyen ganzen 
Zahlen q, it) 9if - " ik grofsten Ganzen^ die in den Bruchen 

— , — , — , • • • resp. enthalten sind, allgemein: 



it' 



Zunachst erschUefst man unmittelbar aus den Gleichungen (2), 
indem man ihnen die Form giebt: 

(2») 

^ —Qk-i-T y 
^k-i k-i 

-^-iky 
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die Entwicklung des Brachs in einen (gewohnlichen) Kettenbruch: 
(3) -^ = ?+' ' 



Betrachten wir ferner die folgende Beihe von Gleichungen, in 
denen h cine der Zahlen 2; 3^ ... A; + 1 bezeichnet: 

Werden in ihnen y^-i? Vh beliebig als positive ganze Zahlen 

gewahlt, so erhalten offenbar auch y^-s? yA-s? ' ' 'Vif V^^ zugehorige 
positive ganzzahUge Werte^ die eine wachsende Reihe bilden^ sodafEf 
die Gleichungen (4) einen anfanglichen Teil des den Zahlen y 
entsprechenden Euclidischen Algorithmus darstellen; insbesondere 
werden sie ihn ganz darstellen^ wenn ^^ = 0^ und werden y relativ 
prim werden, wenn zugleich = 1 gewahlt wird, bei welcher 
Wahl dann ans den Gleichungen (4) die Entwicklung 

(5) ^ = 3+' ' 



2i- 



hervorgeht. Es ist leicht, aUgemein anzugeben, wie y durch die 
Grofsen y^, bestimmt werden. Unmittelbar entnimmt man aus 
den Gleichungen (4) den Wert 

(6) yA-j-ffA-iyA-i + y*- 

Setzt man diesen in die vorletzte der Gleichungen , namlich 

yk-z-qH-%yh-% + yh-i 

ein, so ergiebt sich weiter 

(6') Vh-z = {Qk-iik-i + 1) Va-i + QH-^yk' 

Dieser Wert zugleich mit demjenigen von y^^^ in die drittletzte der 
Gleichungen (4) 

yA-4==^A-8yA-3 + yA-2 

eingesetzty giebt 

(6*) yA-4 = bA-8(?A-2?A-l + 1) + ^A-lJ J^A-l + («A-52a-2 + 1) 9a 

u. s. w. Jede der Gh-ofsen y^-j; ^a-s; ^a-i; • • • ^ findet sich 
somit als eine homogene lineare Funktion von y^-i; Vh ausgedrdckt; 
deren Eoeffizienten, weil aus den positiven ganzen Zahlen durch 
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Additionen und Multiplikationen entstanden, positive ganze Zahlen 
sein werden. Setzen wir also 

y = ^kyk-i + y*; 

wo wir fiir h auch noch den Wert 1 zulassen konnen^ wenn wir 
festsetzen^ dafs 

(7«) x, = q, x/ = i, r, = i, r,' = o 

sein goll, so kommt es darauf an, genaner das Gesetz festzustellen; 
nach welchem die Koeffizienten X^, IT^, X/, Yj^ gebildet sind. 

Znnachst sind die Grofsen X^^ den Gleichungen (7) znfolge 
diejenigen Werte von a;, welche der Annahme yj^_^ = 1, = 
entsprechen; sie haben demnach, wie schon bemerkt, relativ 
prime Werte und ihr Quotient ist der reduzierte Wert des 
Eettenbruchs 



Lafst man aber von den Gleichungen (4), indem man h>\ 
voraussetzt^ die letzte weg, so gewinnt man aus dem fibrigen Systeme 
derselben zwei, den Gleichungen (7) entsprechende Formeln: 

mit positiven ganzzahligen Koeffizienten; die Gleichungen (7) anderer- 
seits ei^eben, wenn fQr y^^ sein Wert aus der letzten der Gleichungen (4) 
eingesetzt wird, 

y-y;:yH.. + {Y,-q,_,Y;)y,_,, 
^--^hyh-i + (^a-?a-i^aO yh-i, 

zwei Formeln, deren Vergleichung mit den eben geschriebenen folgende 
Beziehungen: 

-^a' = ^a-ij ^a==" 3a-i^a' + Xa'_i, 

erkennen lafst; setzt man h, das schon grofser als 1 anzunehmen 
war, sogar grofser als 2 voraus, so gestatten dieselben die anderen 
zu erschliefsen: 

^A ™ Qh"! -^A-l + -^A-i? 

welche das Gesetz aussprechen, nach welchem jede der Grofsen X^, Yj^ 
aus den zwei voraufgehenden gleichnamigen Grofsen successive zu 
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bilden ist^ ein Gesetz^ das auch noch f&r den bisher ausgeschlossenen 
Fall = 2 bestehen bleibt, wenn man iibereinkommt, 

ZU setzen; denn so ergeben sich die Werte 

welche in der That Zahler und Nenner des reduzierten Kettenbruchs 

9 + Y reprasentieren. 

Setzt man h=^k+ 1 in der Formel (8) und vergleicht alsdann 
mit (3), so findet sich 

3. Nach dem erhaltenen Bildungsgesetze geht in bestimmter 
Weise aus den samtlichen Zahlen g^.j, ?a_2> - • - Qd i hervor; wir 
deuten dies mit Gaufs {Disqu. Ar. art. 21) durch das Symbol 
(Gaufsische Elammer) 

(11) X^ = [9k-i,9k^2,"-Qi,Q] 
an. Dem entsprechend ware zu setzen 

Ofifenbar erhalt man aber Y,^ aus den Zahlen ^a-u ^a-2> • • • ?i g^^^^ 
auf die gleiche Art, wie Xj^^^ aus den Zahlen Qn-i) - - - 9if 
demgemafs ist 

(12) = g,] 
und die Formel (8) nimmt die Gestalt an: 



«A-1 



Desgleichen erhalten wir die erste der Formeln (10) jetzt in folgender 
Gestalt: 

(14) [ffA-l;?A-2,---?l>?]= ?A-1- [?A-2> - + L2a-8; 2]- 

Eine ahnliche Beziehung aber wird gefanden, wenn man den 
Gleichungen (7) die folgende dritte hinzuffigt: 

Vi = ^A^A-i + ^a'^a; 
welche, wie jene, aus den Formeln (4) sich ergiebt, und wenn man 
femer beachtet, dafs offenbar Z^^ = 9h-2 9 • • • ft] i^^- Wahlt 

man namlich dann wieder y^-i 1> ^a"^ werden a;, y, resp. 

identisch mit X^, Yf^, Zj^ und zufolge der ersten der Gleichungen (4) 
geht die gedachte Beziehung: 

(15) [Ja-u ?A-2. • • • ffi; ?] = « [3a-i; • • • ?i] + [(7a-i; • • • ff J 
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heiTor. Verbindet man endlich die Formeln (14) und (15) mitein- 
ander, so schliefst man ohne Mdhe; dafs 

ist. In der That, nehmen wir an, diese GleicUieit stunde bereits 
fest Gaufsische Klammem von geringerer Gliederanzahl, sodafs 
wir die Formel (15) auch schreiben konnen wie folgt: 

[ffA-i> ffA-a; • • • ffA-j? 3a-i1 + [&; • • • fi^A-a; Qh-i]f 

80 ginge nach dem in der Formel (14) ausgesprochenen Gesetze die 
rechte Seite dieser Gleichung in ^i, • . . 3^4-2^ S'a-i] ™^ 
Gleichung (16) ware bewiesen. Da aber fflr eine nur auB einem oder 
aus zwei Gliedem bestehende Gaufsische Klammer die Behauptung 
erfftUt ist — fflr die erstere selbstverstandlich, fUr die zweite zufolge 
der GleicUieit 

[2; ?i] = ?2i + 1 = 9] 
— so gilt der in (16) ausgesprochene Satz allgemein. 

4. Nachdem wir diese einfacbsten Eigenschaften der Gaufsiscben 
Klammem angemerkt haben, kebren wir zu dem Bildnngsgesetze der 
Grofsen X^, wieder znrfick. Aus den Gleicbungen (10) erscbliefst 
man zunachst durcb Elimination von g^,, fur A=2,3,...ife+1 die 
Beziebung: 

^A^A-l ~" ^A^A-l = (^A-1 ijk-S"" ^h-l^h-i)} 

aus welcber durcb successive Yerminderung des Index h die analogen 
u. s. t, endlicb 

bervorgeben; durcb die Multiplikation dieser Gleicbungen kommt 

x,r,_, - T,x,_, = (- • (X, To - r,Xo) 

d. i. nacb den Werten (7*) und (7**) einfacher: 

(17) x.r,_,-r»x»_,-(-i)* 

Nun nennt man die reduzierten Werte der Eettenbrflcbe (8), die 
man ffir A«2, 3, • A; + 1 erbalt, also die Briicbe 
deren Reibe man nocb am Anfange die Briicbe 

To ~ 0' X " 1 

binzuzufQgen pflegt, die successiven NaberungsbrtLcbe fiir den 
Eettenbrucb (3). Zwiscben den Zablern und Nennern zweier 
aufeinanderfolgender Naberungsbrficbe bestebt also — nacb 

den eben angegebenen Werten der Brficbe -y , ^ nocb f&r A = 1 
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giltig — die yorstehende Gleichung (17). Sie fuhrt zugleich zur 
Erkenntnis des Grundes^ aus welchem die genannten Bruche als 
Naherungsbriiclie bezeiclmet werden. Bemerkt man namlich^ indem 
man die Gleichungen (4) mit den h ersten der Gleichungen (2) ver- 
gleicht, dafs den Werten y^.i^w^^i, Vh^^h Werte a; == w, 
y » M zugehorig sind, so schlielst man mit Rftcksicht auf (9) und (7) 
das Bestehen der beiden Gleichungen 

n = rAnA_i+ r^k.iw^. 
Demgemais VSSat sich der Unterschied 

^A 

folgendermafsen schreiben: 

^V*rjJL?A^l^ _ 5l _ ^ Fa-I^A-^A^A-i) 
'^A-A-I+ ^A-l-A ^a" V(Va-i"+ ' 

wegen (17) ist also 



(18) 



A 



Hiemach ist der XJnterscliied zwischen — nnd den BrUchen: 

n 

mit ungeradem Index positiv^ zwischen und denjenigen mit geradem 
Index negativ; ist grofser als jene^ kleiner als diese, also immer 

X X 

zwischen je zwei aufeinanderfolgenden BrUchen -y- , > deren Unter- 
schied wegen (17) * 

(^^^ ^A ^A^X ^A^A^.X 

ist, enthalten, sodafs^ da die Grofsen Y/^ mit wachsendem Index, 
ihrem Bildungsgesetze gemafs, zunehmen, also 

(21) numerisch < 

^A '^A + l A 

ist, a fortiori 

(22) ^ numerisch < 

A A 

gefdnden wird. Insbesondere ist 
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Aus (20) folgt aber welter 



foIgUch 





99 

Y~ 
iff 


-^2(^+1 _ 

X . ~~ 

2jy+l 


1 

iff 2p + l 




2P+1 


^« 

2P + 2 _ 






2^ + 1 


2^ + 2 


2^- + ! 2p + 2 




29 + 2 


X 

+ S _ 


1 




y 

2p + 2 


^2^ + S 


y y ' 

2^+2 2p+S 




^9 + 2 




1 1 




Y 

2^+2 




^iff ^iff+i 




-^2P + 3 




1 1 ' 


^2g + l 


y 

2^+S 




y y 

2^ + 1 2^ + 8. 



d. h. die BrQche (19) mit geradem .Index bilden eine abnehmende^ 
diejenigen mit ungeradem Index eine wachsende Wertreihe. Endlich 
fabrt die Formel (18) zur folgenden Gleichung: 



« ^* _ «* Y.-t 



ana welcher^ da die beiden Faktoren zur Rechten kleiner als EinB 

sind, hervorgeht, dafs der Bruch naher als an - -- liegt. 

Aus air diesem ist zu erschliefsen, dafs die Grofsen (19) 
mit ungeradem und diejenigen mit geradem Index zwei 
gegen einander konvergierende Wertreihen bilden, deren 
erste wachst, die zweite abnimmt und deren korrespon- 

dierende Glieder immer den Bruch — so zwischen sich 

n 

fassen, dafs die Grofsen (19) sich ihm fortwahrend nahern, 
bis die letzte derselben ihm gleich wird. Den Grad der 
Annaherung bestimmt die Ungleichheit (22). 

5. Jeder irreduktible Bruch y, der zwischen zwei auf- 

X X 

einanderfolgenden Naherungsbruchen y-*— , ^ liegt, hat 



einen Nenner 6>rj^. Denn, da 



-r- — numerisch < — y.— 

*-i h h-i 

d. i. kleiner als — ^^^^ mol^ so folgt 
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a r"^_i — 6X^_i numerisch < ~ 

und da die linke Seite dieser Ungleichheit eine ganze Zahl, aber 
von Null verschieden ist, mufs h> Yj^ sein. 

Aus dieser Bemerkung folgt ferner, dafs jeder Nahe- 

rungsbruch von weniger verschieden ist, als irgend 
ein anderer irreduktibler Bruch y, dessen Nenner 6 < 
ist. Denn, unterschiede sich y im Oegenteil weniger von ^ , als 
so wiirde y auch naher an liegen, wie y '^ 7 vind daher 

gewifs mit — zugleich zwischen und enthalten sein, was 

doch dem eben Bemerkten zufolge bei der Annahme 6 < nicht 
moglich ist. 

Weiter erschliefst man aus (17) fQr A = A; + 1 

(23) X,^,r,- Y,^,X, = (-1)*+^ 

Demgemafs sind X^^^^, ^t+i^ wie schon bekannt, relative Primzahlen; 
da nun auch m, n als zwei solche Zahlen vorausgesetzt sind und 
m X 



— = y*"*"^ ist, folgert man die Gleichheiten 



und die Gleichheit (23) nimmt die Gestalt an: 

mr»-nZ, = (-l)*+^ 

und lehrt von Neuem den schon im zweiten Kapitel aus anderer 
Quelle hergeleiteten Satz: 

Sind m, n zwei relativ prime Zahlen, so ist die un- 
bestimmte Gleichung 

mx + ny = 1 

oder auch 

(24) mx — wy = 1 

in ganzen Zahlen x, y auflosbar. 

Zugleich aber ergiebt sich hier eine solche Auflosung der letzteren 
Gleichung unmittelbar aus dem ftir die beiden Zahlen m, n aufstell- 
baren Euclidischen Algorithmus oder aus dem ihm entsprechenden 

Kettenbruche filr — , namlich die Auflosung 

(25) x^{-l)*^^-Y„ y = (-l)*+».X,. 

Hiermit ist im Wesentlichen die Methode bezeichnet, nach welcher 
die unbestimmte Gleichung (24), fUr welche bereits 1613 von Bachet 
de Meziriac eine Losung angegeben worden war, durch Lagrange 
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{Mem. de Berlin 1768) aufgelost worden ist. Die friilier miigeteilte 
Ldsung entsprang der Theorie der Eongraenzeii; aus der auch noch 
auf eine andere Weise eine solche entnommen werden kann — wir 
kommen beim Permat'schen Satze, aus welchem Binet*) Bowie Libri 
eine von Poinsot eleganter gefafste Methode der Losung (s. dazu 
auch Cauchy, exerdces d'analyse II, 1841) entwickelt haben, darauf 
zuriick — aber die praktisch wertvoUste von alien bleibt die Boeben 
dargestellte^ auf dem Euclidischen Algorithmus berubende Losungs- 
art, der wir iibrigena bald noch eine andere anreihen woUen. 

6. Wir beschliefsen die Reihe der voraufgehenden Betrachtungen 
mit einer weiteren, gleichfallB bedeutBamen Folgerung, indem wir 
einmal neben dem Eettenbruche (3), in welchem $ > angenommen 
werde, den andem in's Auge fassen: 

(3*) g*+;r^ 



dessen einzelne Nenner — die sogenannten Teilnenner — die 
frUheren Nenner einschliefBlich des Anfangsgliedes, aber in umge- 
kehrter Reihenfolge sind. 

Der Formel (13) entsprechend ist der Eettenbruch (3) gleich 
dem Quotienten 

aus gleichem Grande aber wird der Eettenbruch (3*) zunachst durch 
den Quotienten 

darstellbar sein, filr welchen man jedoch mit Rticksicht auf die in 
(16) ausgesprochene Eigenschaft der Gaufsischen Elammem auch 

d. i. — setzen darf. Demnach werden die zwei Eettenbrilche (3) 
^* 

und (3^) mit umgekehrter Folge ihrer Glieder dann und nur dann 
den gleichen Wert haben, wenn 

(26) x,= r,^, 

Oder, was nach (23) auf dasselbe hinauskommt, wenn 

(26*) l^ip^^^Y, 
*+i 

*) 8. Journal de McUh, 6, p. 460. 
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X X 

ist. Da aber dann nnd — i.— denselben irreduktiblen Brach 

darstelleii; filr welchen der enisprechende gewohnliche Eettenbrach 
mittels des Euclidischen Algorithmus eindeutig bestimmt ist, miisseii 
iinter der Voraussetzung (26) oder (26') die Kettenbriiche (3) und 
(3') mit einander d. h. die Reihe der Teilnenner (einBchliefslich des 
Anfangsgliedes) 

(27) ff, «i, ff2; • • • «*.s; 2* 

mit der nmgekehrten Reihe 

identisch sein; die Reihe der Teihienner ist dann symmetrisch d. h. 
zwei gleichweit vom Anfang und vom Ende der Reihe (27) abstehende 
Zahlen sind einander gleich. 

Fiir einen symmetrisch gebauten Eettenbruch (3) ist 
infolge der dann stattfindenden Gleichung (26') der Um- 
stand erforderlich, dafs 

d. h. derBruch — filr passend irewahltes Vorzeichen einer 

ganzen Zahl gleich sei. Das Stattfinden dieses Umstandes 
reicht hierffir aber auch auS; sobald 1 <n<m ist Urn noch 
Letzteres zn zeigen^ nehme man an^ filr eine bestimmte Einheit ± 1 

sei — einer ganzen Zahl N gleich^ die wegen n < w kleiner als 

n sein mufs, entwickle dann ^ nach dem Obigen in seinen Eetten- 
bruch (3); da ff4>l gedacht ist, kann man sich hierbei so ein- 
richten, dafs die Anzahl der Teilnenner nach Belieben gerade oder 
ungerade wird, indem man erforderlichen Palles den letzten Teil- 

bruch — , einen Schlufsnenner 1 zulassend, durch er- 

setzt. Somit darf man stets voraussetzen, dafs (— 1)*+* der gewahlten 
Einheit gleich also 

werde. Schreibt man diese Gleichheit aber in der Form: 
so giebt ihre Verbindung mit (23) die Gleichung 
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ans der sich, da X^^j, Yj^^i relativ prime Zahlen sind, N — 

dmch Yj_^j = n teilbar, und da JTnnd kleiner als n, sich 

und folglich = F^^j d. i. die Symmetrie des Kettenbruchg (3) 

ergiebt. 

Aus dem so erhaltenen Restdtate fliefst ohne weiteres einer der 
schonsten Satze der Zahlentheorie, der Folgendes behauptet: Eine 
ganze Zahl, welche die Summe zweier relativ primer Quadrat- 
zahlen teilt, ist selbst eine solche Snmme. In der That^ nehmen 
wir an, die Zahl m gehe auf in der Summe + s\ in welcher s 
ohne gemeinsamen Teiler sind; dann sind gewiTs auch s relativ 
prim, denn jede Primzahl p, die ihnen gemeinsam ware, m^ste, da 
sie mit m zugleich in der Summe + 5* sowie in dem Summanden 
aufgeht, auch aufgehen in r' und in r selbst, ware also r, s ge- 
meinsam, gegen ^die Yoraussetzung. Sind aber m und s relativ prim, 
so kann man eine Zahl s' (den socius von s) so bestimmen, dafs 
ss' = 1 (mod. m) ist. Da nun r* + — (mod. m) ist, findet sich 
dann (rs")* +1 = (mod. m); der kleinste positive Rest von rs' (mod. m) 
ist mithin eine zu m prime Zahl n < m von der Beschaffenheit, dafs 

— einer ganzen Zahl gleich ist. Entwickelt man demnach — in 

einen gewohnlichen Eettenbruch mit gerader Anzahl A; -f 1 von 
Gliedern, der Art dai!s (— 1)*+* = 1, so wird dieser Kettenbruch ein 
symmetrischer also, wenn k + 1 =^2g gesetzt wird von der Form 

(28) ^-« + ' 



sein. Hier ist 



X, , 1 



und 



Aus dem letzten dieser Quotienten entsteht aber der ganze Ketten- 

lenner q^^^ 



bruch (28), wenn man den Teilnenner q^^^ durch ^ ^ ersetzt; somit 
findet man 
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und weU Zahler und Nenner des rechts stehenden Bniches zufolge 
der Gleichheit 

(x;+ x;«o (r;+ r;_o-(^. r.+x,., r,_i)«= (z, r,.i- z,_, r,)«, 

deren rechte Seite den Wert 1 hat^ keinen gemeinsamen Teller zu- 
lassen, mufs 

m = x; + x/-i 

sein, wie behauptet 

7. Der Euclidische Algorithmus, bo wie wir bisher ihn gefafst 
haben^ lafst sich mannigfach modifiziereii; ohne an seinen wesent- 
lichen Eigenschaften EinbuTse zu erleiden. 

In der fandamentalen Beziehung 

(29) qn + r 

war bisber der Best stets positiy und kleiner als n gewahlt^ wobei 
dann q das grSfste in ^ enthaltene Gfanze d. h. 

war. Die Gleichnng (29) lafst sich aber auch so schreiben: 

(30) m = g w - /, 

wo g' = g + 1 , r' = n — r also wieder positiv und kleiner als n ist, 
und somit kann allgemein gesetzt werden 

(31) w = tw — f^Vi, 

wenn unter k eine ganze Zahl^ unter eine positive ganze Zahl 
< n, und unter nach Belieben eine der Einheiten +1,-1 v©r- 
standen wird. Setzt man nun diese Betrachtung fort^ indem man 
zunacbst sie auf n, anwendet und 

n = \ — s^Vf 

setzt^ dann wieder 

u. s. f.^ so erhalt man an Stelle des gewohnlichen Euclidiscben 
Algorithmus ein analog gebildetes System yon Gleichungen: 

m =^ kv — s^v^, 
v^^k^v^ — c^v^, 

(32) 

in denen der Gleichmafsigkeit der Bezeichnung wegen n=^v gesetzt 
ist und die A, \, . . k^^^y k ganze Zahlen, die v^y • . • ab- 
nehmende positive ganze Zanlen bedeuten^ deren letzte wieder der 
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groljste gemeinsame Teller der Zahlen n und folglich 1 sein wird^ 
wenn diese, wie es geschehen soil, als relativ prim vorausgesetzt 
werden; die b sind Einheiten, die ganz nach Belieben 

positiv oder negativ gedacht werden dttrfen.*) Z. B. konnen diese 
Einheiten €^ in den einzelnen Gleichungen so gewahlt werden, dafs 
der jedesmalige Rest e^v^ der absolnt kleinste und somit die enlr 

sprechende Zahl positiv und kleiner als y wird. Wie die 

arithmetischen Folgerongen fiber die Teilbarkeit der Zahlen auch aus 
dem modifizierten Euclidischen Algorithmns sich ergeben, so bleiben 
auch die Gesetze, die f&r den ursprfinglichen festgestellt worden sind, 
im wesentlichen filr den modifizierten bestehen; statt des Eetten- 

bruchs (3) ftlr aber stellt sich aus den Gleichungen (32) der all- 

gemeinere heraus: 

(33) = i - ■ ^ 



Es ist leicht, die Anzahl aller so fUr einen gegebenen Bruch 

moglichen Kettenbruchentwicklungen zu bestimmen (s. Vahlen, Jaum. 
f. Math. 115, 1895, p. 221). Nennen wir sie — wobei wir uns auf 

den Pall eines echten Bruchs ^ beschranken dtlrfen — 

findet sich zuvorderst aus der Bemerkung, daCsi der Bruch aufser 
sich selbst, der Identitat 

l_l_!Llli.i 

n n 



1 + 



n — 1 

zufolge, nur diejenigen Entwicklungen haben kann, die sich durch 
Substitution der Entwicklungen von ergeben, die Beziehung 

welche filr jedes n > 1 besteht; ahnlich also kommt 



*) Nach Lagrange nennt man eine Division division en dedans (par 
difaut) oder en dehors (par exedsj, jenachdem bei ihr die Einheit s positiv oder 
HIBgativ gewSblt wird. 

Baobmann, niedero Zahlentheorie. I; 8 
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Gleichungen, aus deren Verbindung 



(34) f('-)^n 



herYorgeht. Allgemeiner aber ist, da — entweder nur gleich 



1 



r-i+- 



oder gleich 



1- 



1 



Ln w J n — 



m 



gesetzt werden kann^ wobei q, 6 die positiyen Reste der beziiglichen 
Divisionen bedeuten, also kleiner sind als resp. m, n — m, oflFenbar 



eine Beziehung, in welcher nun die Glieder zur Rechten auf ahnliche 
Weise weiter in Summanden zerlegt werden konnen, bis die Zahler 
gleich 1 werden; bemerkt man aber^ dafs hierbei die Summe aller 
Nenner unyerandert^ namlich gleich n bleiben muTs, so folgert man 
aus der Formel (34) allgemeiner 



d. i. den Satz: Jeder (irreduktible echte) Bruch — besitzt 
n Kettenbruchentwicklungen yon der Gestalt (33). 

8. Es ist nicht ohne Interesse namentlich in rechnerischer Hin- 
sicht, zu untersucheU; wie lang die yerschiedenen moglichen Algo- 
rithmen (32) bezw. die ihnen entsprechenden EettenbrtLche (33) sich 
ausdehnen, welcher yon ihnen der kUrzeste, welcher der langste ist. 
Indem wir auf die letzten Fragen bald nachher zuriickkommen werden^ 
wollen wir hier zunachst Grenzen angeben^ welche jene Ausdehnung 
niemals iiberschreiten kann. 

Werden die Diyisionen des Algorithmus samtlich so eingerichtet, 
dais die Zahlen s^Vi die absolut kleinsten Reste bedeuten^ also all- 

gemein v< ^ y ist, so ergiebt sich oflFenbar fQr die Anzahl y + 1 

der Gleichungen (32), welche die fragliche Ausdehnung mifst, die 
Ungleichheit 



d. i., wegen v = w und 1, bei beliebiger Wahl des Logarithmen- 




(35) 





systems 



y • log 2 logn 
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Oder, wenn Briggische Logarithmen gewahlt werden, da < 
iflt, die folgende: 

(36) y<Ylogw, 

welche Binet {Jown, d. Math. 6, 1841, p. 449) angegeben hat. Man 
kann sie noch genauer fassen, wenn man verfahrt wie Dupr^ (ebendas. 
11, 1846, p. 41), dessen Verfahren auch fiir den Fall, in welchem 
die Divisionen samtlich nach dem urspriinglichen Euclidischen Algo- 
rithmus ausgeftlhrt werden, anwendbar ist. 

Um den letztem zuerst zu behandeln, betrachten wir die Glei- 
chungen (2) der Nr. 1 und bemerken, dafs ihnen zufolge offenbar 

(37) n^n^ + n^, ^ + w^, . . . w^.^ ^ w^^.i + n^^, 

5 > + = 

ist. Hierans folgt durch successives Substituieren in die erste der 
Ungleichheiten eine andere von dieser Form 

(38) w^flr.w^ + A.w^^i, 

(i=l,2,...t), 

woraus unter Beachtung der in (37) f&r n^ angegebenen Grenze zur 
Ermittlung der Eoeffizienten die B/ekursionsformeln 

(i=l,2,...A;-l) 
und durch deren Verbindung mit einander sich endlich 

(39) + flr^.i, A,.,! = 

(i « 2, 3, . . . - 1) 

findet. Die hierdurch nicht bestimmten Anfangswerte erkennt man 
unmittelbar als 

5^1 = 1; ^78== 2, *i = fc, = l. 

Von Binet (Par. C. /?. 17, p. 563) ist gefunden — und es soil 
spater bestatigt werden — , dafs die so definierten Zahlen 

ff^j (fzj 9a} ' ' ' 

durch die allgemeine Formel 

gegeben werden; ftir die gegenwartige Betrachtung hat man aber 
nicht notig, von derselben Gebrauch zu machen. Schreibt man 
nilmlich die Ungleichheit (38) fClr i ft — 2 und benutzt darin die 
Iftzte der Ungleichheiten (37), so entsteht die folgende: 
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oder, wenn man aach noeh 

(39*) 9,+i-9,-x + 9m 

setzt and beachtet, dafs n^ — 1 ist, einfacher 

(41) n^9t^i. 

Nun setze man statt der Bekarsionsformel (39) die allgememere: 

(42) 9i+i = rgt + gf_i 

(i=l,2,...ft) 

YorauS; in welcher r eine positiye ganze Zalil sei; wahrend — 1, 
g^^r sein soil. Bezeichnet dann w die positive Wurzel 

der quadratigchen Gleichuug 
(43) 

oder der Gleichung = ^ + d. h. ist «; der Wert des unendlichen 
Eettenbrachs 

sodaCsi der Formel (42) gemaCsi die Brtlche 

9i 9i 9s 5i . . . 

9o^ 9t' 9t''" 

die SQCcessiyen NaherungsbrtLche des letzteren sein wiirden^ so schliefst 
man aus eben derselben Formel 

g^=-r^ + I >icr 

9i = rg^ + g$> w^r^ + wr> w^r 

a. s. f.y allgemein 

(44) gi^i>^'r. 

In dem zuvor erorterten besonderen Falle ist r = 1, folglich 
= fi; + 1; i b. 

1 + 1/6 

and Bomit 

Die Formel (41) geht dadarch fiber in die andere: 
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aas welcher k < - oder, wenn die Anzahl der Ziffem ist, 

au8 denen die im dekadischen Systeme geschriebene Zahl n besteht, 
uud Briggische Logarithmen gewablt werden, a fortiori 

(45) k< ' 



Da ' — 7= < 5 ist, BO schliefst man hieraus amsomehr 

- 1 + 1/6 ' 

(45*) t<5^,, 

wie es Lam^ (Far. C. R. 19, 1844, p. 867) auf Grand der Forinel (40) 
festgestellt hat. 

9. Gehen wir nun zu dem modifizierten Enclidischen Algoriih- 
mus (32) wieder zuriick, bei welchem jetzt die Divisionen so aus- 
gefOhrt gedacht werden mogen, dafs der jedesmalige Best s^Vi der 

absolut kleinste d, h. v< < yVi^i ist. Stellt man dann v^^^ in der 
Amdamentalen Form 

(46) ^i^i^g[Vi + 9, 

worin ^ p < dar, so mufs g > 2 sein; ist femer p < y so 

stimmt Q mit der dem gewahlten Algorithmns entsprechenden Zahl 
aberein, im entgegengesetzten Falle folgt, wenn man die vorauf- 
gehende Formel in der Gestalt 

v<.i'-(?+l)v<-(v|-p) 
schreibt, v^—Q=v^^^ also^—v,.— v<^i>v^^i. Somit istwegen(46) immer 

(47) n--i>2v, + 

(i-l,2,3,...y), . 

denn diese Ungleichheit besteht nach der letzten der Gleichungen (32) 
auch noch fQr i « y, da v^^^ als Null anzusehen ist. Vermittelst 
dieser Ungleichheiten schlieXist man nun wieder die folgende f&r v: 

(48) y>9i^i + K^i^i, 
die sogleich zu den Rekursionsformeln 

(f=l,2,3,...y-l) 

und endlich zu dieser: 

(49) -2<7« + j7i-i 

(»-2,3,...y-l) 
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hinfilhrt; die hierdurch nicht bestimmten anfanglichen Werte findet 
man unmittelbar als die folgenden: 

und; fQgt man noch die Bestimmung ^ hinzu^ so besteht die 
Forme! (49) auch noch fur i » 1. An spaterer Stelle soil gezeigt 
werden^ dafs die so definierten Zahlen durch die allgemeine Formel 

(50) 

gegeben werden, doch ist diese Bestimmung fur die gegenwartige 
Betrachtung wieder nicbt erforderlich. Man schliefst vielmehr aus (48) 
far i « y _ 

und aus der voraufgeschickten aUgemeinen Erorterung f&r den hier 
Yorliegenden Wert r = 2, welchem der Wert w — 1 + Y2 entspricht, 

Mitbin ist umsomehr 

v>2.(i+i/2rs 

und folglich bei dem jetzt betrachteten Algorithmus die Anzahl der 
erforderlichen Divisionen 

log. + 

^ \og{i+y^y iog(i+i/2) 

oder auch 

(51) y< 2,6125. + 0,2136, 

eine Gh*enze, welche enger ist, als die von Binet augegebene, in (36) 
ausgesprochene Bestimmung, und der gemafs die Ausdebnung des 
modifizierten Euclidischen Algorithmus, wie die Yergleichung mit 
(45*) ausweist, fiir sehr viel geringer als die des gew5hnlichen ver- 
mutet werden darf. 

Dupre hat seine Betrachtungen mit Modifikationen des Euclidi- 
schen Algorithmus beschlossen, welche die Anzahl der erforderlichen 
Divisionen noch zu verringem geeignet sind. Doch bieten dieselben 
theoretisch kein besonderes Interesse dar und dUrften auch praktisch 
nicht Yon Bedeutung sein. Es gentige daher, hier darauf zu yer- 
weisen; dagegen soil nicht yersaumt werden, noch eine von Binet 
(a. a. 0.) angegebene Modifikation mitzuteilen, welche yon grofserem 
Interesse ist. 

10. Setzt man wieder bei gleicher Bedeutung der Buchstaben 
wie in (32) 

fn = Jcv — €iV., 



Digitized by 



Google 



Der Euclidische AlgorithmnB. 



119 



worin also positiv und kleiner als v ist^ behalt aber nun bei den 
weiteren Divisionen immer m als Diyidenden bei^ sodafs zunachst 

wird, wo die — von der friiher so bezeichneten unterschiedene — 
Zahl positiv und kleiner als gedacht ist^ u. s. f.^ so erhalt man 
ein endliches System von Gleichungen von der Form: 

m = kv — e^v^ 

(52) w^tji/a-fji/j 

in welchem die nach Belieben positiv oder negativ gewahlte Ein- 
heiten^ die i/. positive abnehmende ganze Zahlen und auch die k^ 
ganze Zahlen bedeuten. Auch bei diesem Algorithmus wird jeder 
gemeinsame Teiler von m und von n = v auch in aufgehen^ doch 
braucht diese Zahl, obschon der letzten Gleichung zufolge ein Teiler 
von nicht auch in n aufzugehen und wird mithin nicht immer 
den grofsten gemeinsameu Teiler von n ausmachen. Dagegen 
bleibt, wie unmittelbar einzusehen, die Formel (36) in Giltigkeit, so 
oft man bei den Divisionen durchweg die Einheit so wahlt, dafs 

der jedesmalige Rest der absolut kleinste d. i. Vi<-^v^_^ wii-d. Die 

Gesetze, welche im iibrigen der Algorithmus befolgt, sind, obwohl 
abweichend von denjenigen des EuclidischeU; doch ahnlich^ und 
sollen hier in ihren interessantesten Pimkten fdr den Fall verfolgt 
werden, wo die Einheiten samtlich gleich + 1 gewahlt sind. 

Bei solcher Wahl schliefst man leicht aus den ersten i der Glei- 
chungen (52) durch Elimination der Zahlen Vj, . . . die Be- 
ziehung: 

(53) m(l+fti_i+A:^_iA;,._a+--+ft<_i*f»«--*i)==w.A;^_ifc,._,...A^fc— Vj, 
insbesondere also fur y: 

(54) W (1 + + fty^J H h ky_^ . . . fci) = M • _ g ^ ^ ^ ^ ^5 " . 

Desgleichen findet sich, wenn man von der i + 1**° der Gleichungen (52) 
bis zur vorletzten fortgeht, um die Zahlen v^+i, • • . zu 
eliminieren, die Gleichung 

(55) m(l + k^_^ + fty_l fty^S + . . . + fcy^l ^y.^ ' ' ' k ^^^j ^ ' ^,^1 ' ' ' ^ y _ ^ " , 

aus welcher die vorige durch die Annahme i = als besonderer Fall 
wieder hervorgeht. Fafst man diese Gleichung als eine Eongruenz 
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nach dem Modulus m und setzt successive t = 0, 1, 2, • • • y — 1 , so 
liefert sie das bemerkenswerte Resultat; dafs die samtUchen Produkte 

V ' Iclc^Jc^ • • • A/y__j 
i/j • ijftg • • • 

(mod. m) einander kongruent sind und die Zahl zum gemeinsamen 
kleinsten positiven Rest haben. 

Noch eine andere interessante Folgerung zieht man aus den er- 
baltenen Formeln. Beachtet man namlich^ dafs nach der letzten der 
Gleichungen (52) 

(56) m^k^-v^ 

i&t, so geht aus (54) durch Division mit m sowie mit dem Faktor 
von n die folgende Formel hervor: 

Hierbei ist zu bemerken, dais die Division mit dem Faktor von n 
jedenfalls erlaubt ist, wenn die Zahlen k,ki, . . . fty^j von Null ver- 
schieden sind; das ist aber der Fall, wenn m'^n^ v und folglich 
auch m > ist. So ergiebt sich die Moglichkeit, einen beliebigen 
positiven echten Brucb als Summe von Briichen darzustellen, welche 
samtlich die Einheit zum' Zahler haben, ein Satz, der bereits von 
Lambert (s. dazu Lagrange, Joum. de VEc. polyt, cahier 5) ge- 
geben worden ist.*) 

Die Gleichung (54) lehrt femer, wie der Binetsche Algorithmus 
gerade wie der Euclidische zur Aufsuchung des grofsten gemein- 
samen Teilers der Zahlen m, n zu nutzen ist. Aus dieser Gleichung 
bestatigt sich namlich zunachst, was schon bemerkt worden, dafs 
jeder, also auch der grofste gemeinsame Teiler von m,n in i;^ auf- 
gehen mufs; obwohl aber nach (56) auch umgekehrt diese Zahl in m 
aufgeht, braucht doch v^, wie (54) sofort erkennen lafst, nicht auch 
zugleich in n enthalten zu sein, wird dagegen, wenn dies der Fall 
ist, gewifs mit dem grofsten gemeinsamen Teiler d von m, n identisch 
sein. Um im entgegengesetzten Falle den letzteren zu finden, braucht 
man jetzt nur mit den Zahlen n, so zu verfahren, wie wir im 
Binetschen Algorithmus mit m, n verfahren sind; dabei wird ein ge- 



*) tJbrigens finden sich Zerlegungen echter Brflche in solche „Stamin- 
bruche^^ schon yiel fruher, selbst schon in dem altesten Bechenbuche des Ahmes 
(b. Einleitnng). 
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wisser Best eingeftlhrt werden, der ein Teller von n und^ falls er 
auch in amgeht, der grSfste gemeinsame Teiler von n nnd sein 
wird; entgegengesetzten Falles aber wendet man von neuem den 
Binetschen Algorithmus anf v^, an und gelangt zu einem Reste 
6^,^ der in v enthalten und^ fidls er auch in aufgeht, der grofste 
gemeinsame xeiler von v y p , ist; u. s. w. Dieser Fortgang kann aber 
nur ein endlicher sein^ da aie Zahlen n, v^y Qyy 6^,, . . . abnehmende 
ganze Zahlen sind. Gesetzt also, 6^, fande sich als grofster gemein- 
samer Teiler von i/^, q^, Diese Zahl geht, weil in und p^, auch 
zugleich in und und folglich auch zugleich in m una n auf, 
da (analog mit Gleichung (56)) in n, und (wegen (56)) in m 
enthalten ist; 6^, ist demnach ein Teiler von d. Umgekehrt geht d 
in m, n und folglich zugleich in n und v j mithin auch in p^ also 
zugleich in v j Q^y mithin auch in 6^.. aui. Hieraus findet sicn end- 
lich 6^, = d d. h. die Binetsche Methode hat uns den grofsten ge- 
meinsamen Teiler von n geliefert. 

Dafs diese Methode im Falle relativ primer n auch zur Auf- 
losung der unbestimmten Gleichung mo; — ny = 1 verwandt werden 
kann, leuchtet aus der Formel (54) und diesen Bemerkungen schon 
ausreichend ein, doch soil der Leser mit Bezug auf diese Anwendimg 
noch ausdrdcklich auf Binets Arbeit verwiesen werden^ in welcher 
sie ausftthrlich entwickelt wird. 

11. Der Euclidische Algorithmus hat zu der Erkenntnis gefOhrt^ 

dafs man sich einem gegebenen Brache - durch eine B>eihe von 

Brdchen fortdauemd anzunahem vermag und zwar in der Weise, 
dafs ihm kein anderer Bruch mit kleinerem Nenner als der des jedes- 
maligen Naherungsbruches noch imher anliegen kann. Diese so mehr 
zufallig gewonnene Erkenntnis lafst sich vertiefen^ wenn man gerades- 
wegs, die Annaherung untersucht, die bei einem gegebenen Werte w 
mittels aller Briiche^ deren Nenner eine Zahl n nicht QbersteigeU; 
erreicht werden kann. (S. hierzu vomehmlich A. Hurwitz^ Math. 
Ann. 44, 1894, p. 417, femer K. Th. Vahlen, am oben angefQhrten Orte.) 

Man denke sich alle irreduktibeln Briiche y, bei denen x, y 

numerisch nicht grdfser sind als n, ihrer algebraischen Grofse nach 
angeordnet. Die so erhaltene Reihe von Brtichen heifse die 
Farcysche Reihe n**' Ordnung. Je nach dem Werte von n erhalt 
man so verschiedene Reihen; doch ist klar, dafs jede folgende Reihe 
alle Glieder der vorangehenden, die Fareysche Reihe n + 1*^ Ord- 
nung alle Glieder der Fareyschen Reihe n^' Ordnung in sich enthalt. 
Den ersten Werten n 1, 2, 3, • • • entsprechend stellen sich folgende 
Reihen von BrUchen heraus, deren erster und letzter immer statt der 
Zeichen ^ oo, + cx^ resp. zu nehmen ist: 
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^ ~ ' 1 ^ 1 ' 1 ' T 

—A L _ _L i Jl A J_ 

' 1 ' 1 ' 2 ' 1 ' 2 ' 1 ' 1 ' O" 
0> 1' 1' 2' 1' Y' 2' 3' 1^ 3' 

JL ^ A A A A _L 
Y' T' Y' Y 

u. s. w. Als anfangliche oder 0^ Beihe woUen wir ihnen die Beihe 

— AAA 
Y' 1 ' 

Yoranstellen. Man sieht sofort, dafs man^ um die Fareyschen Reihen 
zu bilden, nur ihre positiven Glieder zu ermitteln hat, da den letz- 
teren bis auf das Yorzeichen die negativen gleich sind; man konnte 
sich sogar — doch wollen wir davon abstehen — darauf beschranken^ 

nur diejenigen positiven Glieder zu bilden, welche zwischen y und y 

enthalten, also echte Briiche sind, denn die iibrigen positiven Glieder 
entstehen aus jenen durch Umkehrung. Indem wir hinfort nur die 
Halfte der Fareyschen Reihen in Betracht ziehen, wollen wir vor 
allem zeigen, wie die n + 1*® Reihe aus der w*®^ hervorgeht.' 

Zu diesem Zwecke seien und zwei beliebige Briiche mit 



positiven Zahlem und Nennern und A ein zwischen ihnen enthaltener 

s' r 

Bruch. Da hiemach, wenn — > — gedacht wird, die Differenzen 



- — ^ ; — A positiv sind, so sind 



(58) rw' — Mr'=A, us—rv'=yL 

positive ganze Zahlen, und man schliefst aus ihren Ausdrticken, wenn 

(59) M'5'-rV=zi 
gesetzt wird, umgekehrt 

(60) z/ . r = iLtr' + >Ls', ^ = liu + At?' 

und, da J nach der Voraussetzung positiv also von Null verschieden 
sein muTs, 

(61) L = 

r 8 

Jeder zwischen — , — enthaltene Bruch hat folirlich die 

Gestalt (61), wobei A, positive ganze Zahlen bezeichnen, 
die als relativ prim angesehen werden dtirfen. Da aber fiir 
irgend welche Werte A, fi dieser Art sich aus (61) die Differenzen 
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V u v' (jiu' Xv') ' u u' u (fti*'+ Xv') 

also positiv ergeben^ so liegt auch jeder ihnen entsprechende 

Bruch von der Gestalt (61) zwischen Wie leicht zu 

erkennen^ geht jeder gemeinsame Teiler von fir' + Xs\ Iv' zu- 

gleich in ^ • A und ^ • ft also, da A, ft relativ prim gedacht werden, 
in J auf; wenn also ^=1 ist, sind ftr'+As', fiu' + Xv' relativ 
prim, mithin der Bruch von der Gestalt (61) irredulrtibel. 

Nachdem dies festgestellt worden, denke man sich die positive 
Halfte der Fareyschen Reihe w*"' Ordnung gebildet und bezeichne 

mit ^ irgend zwei aufeinanderfolgende Glieder derselben; auch 

nehme man an, 

sei der Einheit gleich. Wie schon bemerkt worden, gehoren die 
r s' 

Briiche ^ auch der folgenden Fareyschen Reihe an, es giebt 

mithin nur zwei mSgliche Falle: entweder sind jene Briiche auch in 
der neuen Fareyschen Reihe wieder zwei aufeinanderfolgende Glieder, 
Oder es liegt mindestens noch ein Glied derselben zwischen ihnen 
und hat also die irreduktible Gestalt: 

l^r'+X8' 
Itu' + Xv'' 

Derjenige Bruch von solcher Gestalt, dessen Zahler und Nenner am 
r' -I- «' 

kleinsten ist, ware , , und dieser Bruch miifste daher sicher der 

' tt -(- 1? ' 

neuen Fareyschen Reihe angehoren; da er aber in der vorhergehenden 
noch nicht vorhanden war, mfifste von seinem Zahler und Nenner 
mindestens der eine gleich n + 1 sein, daher konnte kein weiterer 
Bruch von der Gestalt (61) der neuen Reihe mehr angehorig sein 
und folglich waren 

(62) ^, K 

drei aufeinanderfolgende Briiche derselben. 

Man findet hiernach aus der Fareyschen Reihe w***' Ord- 
nung unter der Yoraussetzung, dafs fiir je zwei aufeinander- 
r' s' 

folgende Briiche derselben die Relation 

tiV^rV= 1 

erfallt ist, die w + !*• Pareysche Reihe, indem man zwischen 

r' -\- 8* 

ie zwei solche Briiche den mittleren Bruch - .T / einschaltet, 

so oft weder sein Zahler noch sein Nenner grofser als 
n + 1 ist. 
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Da demzufolge entweder A, ^ oder die drei Briiche (62) auf- 

einanderfolgende Brtlche der n + 1**° Fareyschen Reihe sein werden, 
fttr welche letzteren, wenn Zahler und Nenner des mittleren Bruches 
rait r, u bezeichnet werden, 

ru' — r'u = s'u — v'r = u's' — r'v' = 1 

gefonden wird, so behalt die n + 1^ FareyscliQ Reihe die f&r die 
Torausgesetzte Eigenschaft bei. Da nun fQr je zwei aufeinander- 
folgende Briiche der anfanglichen Fareyschen Reihe 

A i- J_ 
1 ' 1 ' 

diese Eigenschaft thatsachlich besteht, so gilt sie fQr jede folgende 
Reihe und man darf den Satz aussprechen, welchen zuerst Gauchy 
{Extrait du Bull, de la Soc. phUomcU., Exerc. de math, 1, Paris 1827, 
p. 114) bewiesen hat: 

Sind ~, zwei aufeinanderfolgende positive Glieder 
einer Fareyschen Reihe, so ist immer 
(63) su - rv « 1 . 

Dieser Satz kann nach Hurwitz umgekehrt werden, wie folgt: 

Zwei positive Briiche ~, — , fiir welche die vorstehende 

Beziehung (63) stattfindet, stehen in derjenigen Fareyschen 
Reihe, in welcher sie zuerst beide vorkommen, nebenein- 

ander. Zunachst leuchtet ein, dafs jeder Bruch in unendlich vielen 

Fareyschen Reihen auftreten muTs und zwar zuerst in derjenigen, 
deren Ordnungszahl gleich der grofseren der beiden Zahlen r, u ist; 

daher treten die Bnlche — , — zum ersten Mai beide in der n*^ 

Fareyschen Reihe auf, wenn n die grdfste der Zahlen r, u, s, v ist. 
Waren sie nun nicht aufeinanderfolgende Glieder dieser Reihe, so 
lage zwischen ihnen mindestens ein Glied derselben, welches, da die 
Gleichung (63) vorausgesetzt wird, ein irreduktibler Bruch von der 
Gestalt 

l^r + U 

sein mCLTste, wahrend doch Zahler oder Nenner des letztem grofser 
als n ware, was in der n^"^ Fareyschen Reihe nicht sein kann. 

Aus dem Satze von Gauchy erschliefst man einen anderen, 
welchen zuerst Farey {Phil Magass, (1) 47, 1816, p. 385, s. das. 
auch 48, 1817, p. 204) durch Beobachtung aus den Goodwynschen 
Quotiententafeln abstrahiert hat: In alien Fareyschen Reihen ent- 
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steht jeder positive Bruch aus den beiden benachbarten 
~, ~ nach der Formel 

r + s 

oder, wie es Lucas bezeichnet, durch Mediation, nach Vahlen's 
weniger bezeichnender Ausdracksweise durch Komposition. In der 

That^ sind — , — , — drei aufeinanderfolgende Glieder der Farey- 
a y V 

schen Reihe^ so hat man nach Cauchy die beiden Gleichungen 

ux — ry ^ 1, sy — vx ^ 1, 
ako ux — ry = sy — vx d. h. 

r + 8 

12. Nunmehr sei w ein beliebig gegebener positiver Wert und 
zwar lassen wir hier auch wieder irrationale Werte zu, wie wir sie 
schon in Nr. 8 und 9 und schon firiiher gelegentlich in B^tracht ge- 
zogen haben. Denkt man sich irgend eine^ etwa die der Farey- 

schen Reihen^ so wird notwendig Wj wenn es nicht mit einem Gliede 

derselben identisch ist^ zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedem 

T 8 • • • • • 

— ; — gel^en sein. Diese zwei Glieder, von denen im ersteren 
Falle das eine zwiefaltig gewahlt werden kann (indem man^ wenn 
M? == — ist, f&r — sowohl das — voraufoehende als das ihm nach- 
folgende wahlen darf)^ aber auch in diesem Falle yoUig bestimmt 
ist; wenn wir iibereinkommen, in ihm f&r immer das auf — fol- 
gende Glied zu nehmen, sollen die der n**" Fareyschen Reihe 
entsprechenden Naherungswerte von w heifsen. Bildet man 
sie fELr die successiven Fareyschen Reihen, so erhalt man eine Reihe 
solcher Paare von Naherungswerten: 

(64) vW; mW, t;(»); . . 

welche endlich oder unendlich sein wird^ jenachdem w rational oder 
irrational ist. Z. B. stellt sich fur die Irrationelle 1/2 eine Reihe 
herauS; deren anfangliche^ den ersten elf Fareyschen Reihen ent- 
sprechende Glieder die folgenden sind: 



(65) 



ii. i_ JL. J_ ^ . _L -1. A A. J- A. ^ A. ^ i_. 

A 1? A 12. A II 

6' T' 6' 7 ' 6' 12' 
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Sind aber die der n**^ Pareyschen Reihe entsprechenden Nahe- 
rungswerte u(") ™ ^ > f;^"^ = , so folgt aus der Art, wie die n + 1** 
dieser Reihen aas der n*™ hervorgeht, dafs entweder t;("+*^ 
beide mit u^^\ t?^") resp. iibereiiifltimmeii, wenn namlich auch 
in der n + 1'*^ Reihe zwei aufeinanderfolgende Glieder bleiben, oder 
aber dafs, da andemfalls w entweder zwischen ~ , ^ "j" ^ oder zwiscben 
T , — enthalten sein muls, eine der beiden Zahlen t;^«+i) 

mit identisch, und die andere dann resp. dem Werte w^"), t;^"^ 

gleich sein wird. An der obigen Reihe (65) fQr die Irrationelle 
w = )/2 bestatigt sich diese Bemerkung durch den Angenscheia. 
TJnterdriickt man nun die Paare, die einem voraufgehenden gleich 
sind, sowie im ersten von diesem verschiedenen Paare den ihm mit 
demselben gemeinsamen Bestandteil, bildet man mithin z. B. aus der 
Reihe (65) die nachstehende andere: 

so erhalt man die einfache Reihe 

(67) M^^'^ = y, 

der verschiedenen Naherungswerte der Zahl Wy wie sie durch 
die successiven Fareyschen Reihen geliefert werden, eine 
Reihe von BrUchen, die, falls nicht w selbst, wenn es namlich rational 
ist, sich unter ihnen iindet und ihre Reihe abschliefst, die Eigenschaft 
hat, gegen die Grenze w zu konvergieren. Hierbei werden die 
Briiche (67) zum Teil grofser, zum Teil kleiner als w und somit ihre 
Abweichung von w bald positiv, bald negativ sein. Bezeichnet man 
mit das positive oder negative Vorzeichen der Abweichung — 
so stellt sich der Reihe (67) eine andere an die Seite: 

(68) fj, «4J 

welche nach dem Vorgange von Christoffel und Hurwitz*) die 
Charakteristik der Zahl w heifsen soil. 

Im Falle eines irrationalen w wird die Reihe (68) zugleich mit 
der Reihe (67) unbegrenzt sein und dann jedes der beiden Vorzeichen 

+, — unendlich oft darin vorkommen. In der That, sind ~, — eins 

der Paare von Naherungswerten (64), zwei Briiche also, zwischen 



*) Christoffel in Awn. di Mat. (2) 16, 1888, p. 258; das Zeichen s^, 
welches dem Na^herongswerte vP'^ «= entspricht, ist, da w > angenommen 
wird, immer das negative Vorzeichen; Hurwitz am oben angegebenen Orte. 
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denen to enihalten ist, so wird das nachste; von diesem Paare ver- 

f f I 8 f I s 8 

schiedene Paar in der Reihe (64) entweder — , oder -xT,; TT 

sein, jedenfalls wird also der Bruch das neu eiatretende 

nachste Glied der Reihe (67) und je nach den angegebenen Fallen 
wird die Abweichung dieses Grliedes von w positiv oder negativ sein. 
Die Vorzeichen in der Reihe (68) werden denmach nur solange kon- 
stant bleiben konnen, als die Reihe (67) von einem gewissen Gliede 
an entweder die Form 

r + 8 2r + « Sr + 8 



(69) 
oder die Gestalt 
(70) 



r + 8 f + 2« r + 8« 



hat, was jedoch nicht dauemd sein kann, da der Ausdruck 

mit wachsendem h sich der Grenze ^ , der Ausdruck sich der 

Grenze y unendlich annahert und denmach die Abweichung der 

Werte (69) von w zuletzt negativ, diejenige der Werte (70) von w 
schliefslich positiv werden muTs. Somit wechselt notwendig in der 
Charakteristik einer Irrationellen w das Vorzeichen unendlich oft. 

Bedeutet « das Vorzeichen +, fi das Vorzeichen — , so kann 
man die Charakteristik in symbolischer Weise folgendermafsen schreiben: 

(71) rj9-^i ^iri^s^» . . ., 

wodurch ausgesprochen sein soli, dafs in derselben q+l-msl das 
negative^ dann g^-mal das positive, dann wieder q^-mel das negative 
Zeichen u. s. w. folge. 

Der Grund zu der Bezeichnung ^Charakteristik^' liegt 
in dem Umstande, dafs dieselbe nicht nur fiir eine gegebene 
Grofse w durch das Obige eindeutig bestimmt ist, sondern 
auch umgekehrt nur dieser einen Grofse entspricht. Um 
noch letzteres zu erkennen, denke man sich die Charakteristik (71) 
ganz beliebig gegeben; es ist dann leicht, die zugehorige Reihe von 
Naherungswerten (67) daraus zu ermitteln. In der That, geht man 

aus von den Briichen — — = w^^^ und — = -?r ^ welche fQr jeden 

positiven Wert w ein erstes Paar von Naherungswerten bilden, so 
m^ssen dem kurz zuvor Bemerkten zufolge, da in der Charakteristik (71) 
genau q negative Vorzeichen auf das, m;<^> entsprechende Zeichen — 
folgen, in der Reihe (67) der Naherungswerte von w zunachst die 
nachbezeichneten Werte sich finden: 

u 1' u-\-v 1' tt+2t; 1' u-\-qv 1' 
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der folgende Bruch |^]|] = wilrde schon grofser als w 

sein, da nun in der Gharakteristik ein positives Yorzeichen folgen 
soli. Wahlt man daher far ~, ~ resp. die Bruche ^ = -f ; "n ^ 

so folgen in der Reihe (67) jetzt auf den Bruch — die folgenden: 



desgleichen findet sich, indem man nunmehr ftlr — , — resp. die 
BrUche ^ = -f ; = ^^^^^ wahlt, in der Reihe (67) die weitere 
Folge von Brtichen: 

u. s. w. So bildet sich also die Reihe (67) in ganz bestimmter 
Weise aus den Briichen allein mittels der ' gegebenen Gharak- 

teristik und aus jener wieder die der letztem entsprechende Grofse w\ 
falls sie irrational ist, als der Grenzwert der Wertreihe (67). 

Da hiemach jeder positiven Irrationellen eine ganz bestimmte 
unendliche Gharakteristik zukommt und umgekehrt, so kann man, der 
Auffassung von Ghristoffel sich anschliefsend, das arithmetische 
Wesen der Irrationellen in dem Systeme der unendlich vielen ganzen 
Zahlen 9s; * * ' erblicken, welche die Anzahl der abwechselnd 

negativen und positiven Zeichenfolgen in der Gharakteristik angeben^ 
mit andem Worten: man darf die Irrationelle w als den Aus- 
druck dieser Abzahlungen in ihrer Gharakteristik be- 
trachten. 

13. Besonders interessant ist es nun, dafs die Gharakteristik (71) 
der Grofse w aufs engste mit der gewohnlichen Kettenbruchentwick- 
lung der letzteren verbunden ist und dafs somit die angestellte direkte 
Untersuchung dber die Annaherung an w mittels rationaler Briiche 
auf die firiihere Betrachtung der Kettenbriiche wieder zuriickfOhrt. 

Hierzu bemerke man, dafs die Groiae Wy welcher die Gharakte- 
ristik (71) entspricht, nach dem in voriger Nr. zuletzt Bemerkten 

zwischen ~ und w^^y zwischen w^^^ und — noch genauer zwi- 

schen w^^*^ und «(;(3+9i) — femer zwischen und te;^9+«i+^) — 

genauer noch zwischen und — u. s. w. enthalten ist. 

Dies ISXst sich durch die folgenden Gleichungen ausdrticken: 
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wenn darin unter w^y w^y w^, . . . gewisse positive; die Einheit iiber- 
steigende Werte verstanden werden. In der That durchlauft der 
erste dieser AnsdrtLcke^ wenn von bis 1 wachst, das Interyall 

— ^ -TT bis "t" ^ «= ti;(«+*>, nnd wenn nnn w. weiter wachst bis cx>. 

das femere Interrall td^-^^^ bis — = w?^«>: ebenso durchlauft der zweite 

Ausdruck, wahrend von bis 1 wachst, das Intervall — -=> 

bis * T * =. mK« und bei weiterem Wachsen des Wa bis oo das 

+ 8 

Intervall von + bis =» u. s. w.; indem man mithin 

in jenen Ausdriicken unter w^yW^yW^,.., Werte der angegebenen 
Art versteht, erhalten sie den Wert w, Aus (72) fliefsen aber, wenn 
man sich der Werte der Zeichen r^, s^y u^y v^y r,, Sg, . . . erinnert, die 
Formeln: 

(73) J_ 



woraus 

(73) + ^ 

hervorgeht; desgleichen ^ 

woraus sich 

(73) «',-2, + :^ 



ergiebt, u. s. w. Folglich wird schliefslich w gleich dem aus den Ex- 
ponenten der Charakteristik (71) zusammengesetzten gewohnlichen 
Kettenbruche 

(74) u>^q + '- 



3.+ 



in welchem die Teilnenner 2, 2i; ft, . . da Wi,w^,:,y positiv und 
grolker als 1 sind, den Gleichungen (73) zufolge die resp. in 
Wy Wi, w^y ... enthaltenen Ganzen sind; q kann Null sein, wenn 
t<7 < 1 ist, ist aber sonst, wie die samtlichen Teilnenner ft, ft, . . 
eine positive ganze Zahl. Der aus der Charakteristik (71) her- 
vorgehende Kettenbruch (74) ist demnach vollkommen der- 
selbe, wie man ihn durch Anwendung des Euclidischen Al- 
gorithmus erhalten w^rde, und aus dem Bildungsgesetze 
der Naherungswerte w^^\ w^^\ w(«+2i), w7<«+«i +««),.. ist sofort 

Baohmann, niedero Zahlentbeorie. I. 9 
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zu erseheii; dafs sie nichts anderes sind als seine snccessiven 
Naherungsbrtlche. 

14. Hieraus fliefst noch eine andere beachtenswerte Folgerung. 
Es ist gezeigt worden, dafs ein- und dieselbe Gharakteristik (71) 
nicht verschiedenen Werten W zukommen kann; es fragt sich, in 
welcher Beziehung zu einander zwei Werte w, W stehen mogen, ffir 
welche die Charakteristiken wenigstens von einer bestimmten Stelle 
an iibereinstimmen. 

Sei ftir die Grofse die wir wieder als irrationell voraussetzen, 
die Gharakteristik (71) bekannt; wir geben sie ausfiihrlicher, wie folgt: 

(71») rf-^'s'^rf^ . . . €'h-irfhsh + i 

nnd betrachten daneben die Gharakteristik 

(7P) rfks'k^i . , 

welche den onendlichen Schlulsteil der vorigen bildei Die positive 
IrrationellC; welche der letzteren entspricht^ heifse tv. Dem soeben 
Bewiesenen zufolge bestehen dann die Eettenbrachentwicklnngen 

«''=(3»-l) + ^--^ ' 



, 1 

w = q + 



und folglich die Gleichung 



der man nach den Formeln in Nr. 3, welche, wie leicht zu iiber- 
sehen, auch dann gelten, wenn die positiven Teilnenner nicht als 
ganzzahlig vorausgesetzt werden, die Gestalt 



oder auch durch zwiefache Anwendung der Formel (14) daselbst die 
folgende: 

^ ^'K-i---3i] + [«A-i--«i] + [3*-2--3i] 

geben kann. Schreibt man dafur einfacher: 

(76.) 
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so findei sich zwischen den EoefQzienten a, fi, d die Beziehung: 

d. i. bei Beibehaltung frtlherer Bezeichnimgen gleich Xf^Y^_i^X^_i F^^, 
also 

(76) «*-/8y = ± 1. 

Hatte nun eine zweite positiye Irrationelle W eine Charakteristik, 
welche von einer bestimmten Stelle an mit derjenigen von w iiber- 
einstimmt; so denke man sich den beiden Charakteristiken gemein- 
samen SchluTsteil; welcber (71^) sei. Ebenso wie zu den Gleichungen 
(75a) und (76), gelangt man dann zu den folgenden: 

(78) AJ-Br^±l, 

in denen J, jB, ^, wie zuvor a, fi, ganze Zahlen bedeuten. 

Durch Elimination von w' aus den beiden Gleichungen (75*) und (77) 
folgt alsdann 

(79) w=^^^, 
worin 

a'^AS'-By, b Ap + Ba, 

c^rd-Jy, d = — rfi + ^a 

und folglich 

(80) ad-bc'-{A^-Br)(aS-Py)^±l 
ist. 

Nehme man umgekehrt an, zwischen den beiden positiven Irra- 
tionellen w, W bestehe die Beziehung (79), in welcher a, b, c, d 
ganze, der Bedingung (80) gentigende Zi^en bedeuten. Ist 

der gewohnliche Kettenbruch, welcher der Irrationellen w entspricht, 
den wir auch schreiben konnen, wie folgt: 

(81) .JL_, 

wenn wir unter ti?' seinen unendlichen Schlulsteil 



verstehen, so sind, unter Beibehaltung der frQheren Bezeichnungen 
X X 

TyT, y*— , der und (A— !)*• Naherungsbruch von w und deren 

9» 
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Unterschied^ wenn man h grofs genug wahlt, beliebig Idein; endlich 
besteht die Gleichung 

DnTch Einsetzeu dieses Ansdrucks in die ongenommene Oleichtmg 
(79) findet sieh 



Nun ist 



ein Ausdrack^ dessen erster Faktor positiv and groljser als 1 ist, da 
die 7) mit dem Index i wachsen^ wahrend der zweite Faktor der 
positiven Einheit beliebig nahe gebracht werden kann, indem man 

X X 
h grofs d. h. y* ^ nahe genug an ^ wahlt. Dann ist aber der 

Quotient * 



ein positiver Wert grofser als 1^ der durch den Quotienten ~ zweier 

positiver ganzer Zahlen ohne gemeinsamen Teiler dargestellt werden 
kann. In gleicher Weise bezeichnet der Quotient 

c 

bei hinreichend grofsem h einen positiven Wert •g>^f wo C, D 

positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler bedeuten. Da zudem 
wegen der Beziehung 

{aX, + 6 (cX»_, + d r,.,) - (oX»_i + 6 r»_,) (cX. + d 

- (ad -he) (X, Y,_, - Y,X,_,) - ± 1 

jene Quotienten irreduktibel, ihre Zahler und Nenner also den Zahlen 
A, By C, D numerisch gleich sind, so giebt es vier positive ganze 
Zahlen A, B, C, D so beschaflfen, dafs 

A>B, C>D 
(82) AD-BC^±1 

und _ Aw'+ B 

Cw'+D 

ist. 
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Nachdem dies festgestellt worden, entwickele inan nun den Bruch 
^ in seinen gewdhnlichen Eettenbruch 



dessen Gliederzahl man^ wie Mher bemerkt^ nach Belieben gerade 
Oder ungerade^ also so wahlen kann^ dafs, wenn ^ den vorletzten 
Nahemngsbrucli bedentet; in der Beziehung 

dasselbe Yorzeichen statthat, wie in (82). Eine Yergleichong dieser 
beiden Beziehungen liefert dann 

wo z eine ganze Zahl ist; diese aber mob Null sein^ da B wie A' 
positiy und kleiner als -4, und D wie C positiv und kleiner als C 
ist; somit kommt B^ A\ D«» C und folglich 

^ Gw'+C' 
d. h. nach dem Bildungsgesetze der NaherungsbrUche 



Yergleicht man diese Formel mit der Formel (81), wahrend man 
den Kettenbruch fiir w' in sie beide einsetzt, so ist offenbar, dafs 
die gewdhnlichen Eettenbrfiche der zwei Irrationellen Wy W ein und 
denselben unendlichen SchluTsteil haben oder dafs ihre Charakteristiken 
bis auf einen Verschiedenen endlichen Anfangsteil mit einander iden- 
tisch sind. 

Aus den beiden hiermit erhaltenen reziproken Resultaten er- 
iichliefst man endlich den folgenden Satz: 

Damit die Charakteristiken (oder die gewohnlichen 
Kettenbriiche) zweier positiver Irrationellen W von 
einem etwa verschiedenen anfanglichen Teile abgesehen 
mit einander identisch sind^ ist notwendig und hinreichend, 
dafs filr sie die Beziehungen (79) und (80) erfilUt, oder, wie 
man zu sagen pflegt, dafs Wy W zwei ;,aquivalente Werte" 
sind. 

15. Wir wollen endlich versuchen, die Naherungswerte einer 
jetzt wieder als .rational vorausgesetzten positiven €h"ofse w «— von 
denen wir erkannt haben, dafs sie enge mit dem Euclidischen 
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Algorithmus fUr diese Grofse zuBammenhangeii; aach mit dem modi- 
fizierten Euclidischen Algorithmus in Verbindung zu bringen. 

Ausgehend von den beiden Naberungswerten y , — erhalten wir 

durch successive Mediation zunacbst die folgenden Paare: 

(8S) 1 A. 1 1.1 1. 1 1. ... «. A. 

^ ^ I'O'l'O'l'O'l'O' 1'0> 

wo q die grofste in w enthaltene ganze Zahl bedeutet; das folgende 

so entstehende Paar von Naherungswerten ware y ; ; dies durfen 

wir auch bezeichnen durch wenn wir unter nach Be- 

lieben die positive oder negative Einheit und entsprechend unter k 
die Zahl q + 1 oder q, unter e^, k also dieselben Zahlen verstehen, 
welche im modifizierten Euclidischen Algorithmus durch die gleichen 
Buchstaben bezeichnet worden sind. DemgemsUb setzen wir^ indem 
wir wieder der GleichmalBigkeit in der Bezeichnung wegen v statt n 
schreiben, die erste Gleichung dieses Algorithmus an: 

(84) w = A; 1/ — , 

eine Gleichung, der man auch die Gestalt 



(85) ^ = k- 

geben kann. Nun liefert die weitere Mediation von den Naherungs- 
werten y, — j— ^ aus die folgenden Paare: 

/Qf»\ k k — «i k 2k — k Sk — «, k qk — 

(P^) Y> —1—; y; 2 ' T' 3 ' • ■ S ^ > 

WO q' diejenige bestimmte ganze Zahl ist, fiir welche w noch zwischen 
y, ^—^--^y ater nicht mehr zwischen y, li^gt; sodafs 

das nunmehr folgende Paar von Naherungswerten ^ ^T^* , "^^^3^"^' 

sein wird. Wahlt man wieder nach Belieben gleich + 1 oder 
gleich — 1 , und entsprechend == ^' + 1 oder k^ = q, so lafst sich 
dies letztere Paar auch folgendermafsen bezeichnen: 

(37) fe, — (^1 — ^t)k — ^ 

mithin liegt w ^ — zwischen den Grenzen 
n 

k-^, k- 
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imd ^ wegen (85) zwischen den Grenzen \ und \ — B^y sodafs 
man die zweite Gleichung des modifizierien Euclidischen Algorithmus: 

(88) V ^\v^ — e^v^ 
oder anch diese: 

(89) « A:^ ^ 

ansetzen darf. Fahrt man aber fort, durch Mediation von den Briichen 
(87) aus die weiteren Paare von Naherungswerten fiir w zu bilden, 
so findet man zunachst: 

unter diejenige bestimmte ganze Zahl verstanden, f&r welche tc 
noch zwischen den letztgenannten Werten, nicht aber mekr zwischen 

enthalten ist. Das nachste Paar von Naherongswerten ware folglich, 
wenn a, = + 1 oder — 1, und dementsprechend Ti^ gleich + 1 
oder q" ist, das Paar 

KK — h ' ft — ' 

mithin liegt w zwischen den Grenzen 

imd 

T. glft-O _7, fl_ 



und ~ den Formehi (85) und (89) zufolge zwischen und A*, — s^y 

sodafs man die dritte Gleichung des modifizierten Euclidischen 
Algorithmus: 

(89) k^v^ — s^v^ 

ansetzen kann; u. s. w. fort. 

Man sieht auf solche Weise, wie die successiven Naherungs- 
werte fQr w bei gehoriger Wahl der Zahlen k^, Jc^y . , .y namlich 
die Folge der Briiche: 
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A A *^ 

k — Si 2Jb — 8 Jk — ifc *i 

A^i — ' 2A;i — f, > * ' * ic^i^^ — 



genau zu der Kettenbruchentwicklimg fttlirt, die in Nr. 7 fttr ^ 

aufgestellt worden ist. Offenbar erhalt man aber die erste Reihe der 
Torstehenden Naherungswerte aus dem Ausdracke x, wenn man x 
die Werte 1, 2, 3, . . . k durchlaufen lafst^ die zweite aus dem Ans- 

drucke k— wenn x^ die Werte 1, 2, 3, ... i^, die dritte aus 
^1 

dem Ausdrucke k — , wenn x^ die Werte 1, 2; 3, ... 

durchlauft, u. s. w. Ware bierbei eine der Einheiten a^, etwa 
gleich 1; so ware der Ausdruck 




fftr a;, == 1 mit k ^ ^ identisch, wilrde ako berets einmal als 

Torletztes Glied der vorhergehenden Reihe erhalten sein. Beachtet 
man dies^ so gestattet unsere Betrachtung den folgenden Satz (s. bei 
Vahlen a. a. 0. p. 226) auszusprechen: 

In jeder der in Nr. 7 f(ir eine positive rationale Zahl 

— als moglich aufgestellten Eettenbruchentwicklungen: 




ist die Summe der Teilnenner (einschliefslich des Anfangs- 
gliedes): 

k + k, + k, + "' + k^, 

yermindert um die Anzahl der Einheiten s^, welche positiv 
sind; die gleiche, namlich ebenso grofs wie die Anzahl aller 

(positiven endlichen) Naherungswerte der Zahl 
ffi 

*) Ist — ein echter Brach, also g 0, so f&llt diese ente Reihe ganz 
n J 

fort Oder rednziert sich anf das einzige Glied , jenachdem man k oder 

A; = g + 1 wahlt. ^ 



(90) 
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Wahlt man z. B. ~- bo findet man, ausgehend Ton den 

Naherungswerten y> y, durch fortgeeetzte Mediation folgende Paare 
Yon NaherimgBwerten: 

I'O' I'O' I'O' I'l' 1'2' I'S' 4'8' 7'8» 
23 ^.28 80 28 68 28 76 23 99 23 122^ 28 146^ 28 168^ 
10' 3 ' 10' 13' 10' 28' 10' 38' 10' 48' 10' 63 ' 10' 63 ' 10' 73 ' 

28 191^ 28 214 23 287 

10' 83 ' 10' 93 ' 10' 103' 

Aus ihnen geht die einfache Reihe der Naherongswerte: 

,Q-v 1 2 8 6 7 9 16 23 30 63 76 99 122 146 

^ ^ 1 ' 1 ' 1 ' 2 ' 8 ' 4 ' 7 ' 10' 13' 28' 88' 48' 68 ' 63 ' 

168 .191 214 287 

78 ' 88 ' 93 ' 108 

herror, deren.Anzahl gleich 18 ist. — Nimmt man nun znnachst 
1 = 3 also Bi=^ly so ist die erste der Reihen (90) identisch mit 
der folgenden: 

(91-) T' T' 4-5 

das nachste Paar von Naherungswerten ist , da aber nicht 

3 6 

mehr zwischen y, y liegt, so ist q 1; wahlt man nun *i 2 
also « 1, so geht als zweite der Reihen (90) die folgende: 

(91") T' T 

hervor. Das nachste Paar Naherungswerte sind die beiden Zahlen 

6 2 tn 6 7 

y, y; da aber — nicht mehr zwischen y, y liegt, so ist q" « 1; 

f&r » 1 also £3 » — 1 findet sich als dritte der Reihen (90) das 
einzige Glied 

(91«) A. 

2 7 tn 
Das nachste Paar Naherungsbrache ist y> y; da jedoch — nicht 

2 9 

mehr zwischen y, y liegt, findet sich g'"«.l, und bei der Wahl 
Aiy » 1 also £4 as — 1 kommt als neue Reihe (90) die einzelne Zahl 

(91-) |. 

7 9 

Nun ist das nachste Paar von Naherungswerten y, y, und man 
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findet, dafs — zwischen — und jeder der Zahlen , aber nicht 
7 30 

mehr zwischen y und Uegt; mithin ist 3^ = 3; wahlt man ^4 = 4 
also ^5 = 1, so ergiebt sich als nachste der Reihen (90) die folgende: 

^gje^ 9 16 23 30 



4 ' 7 ' 10^ 13 

30 23 

und als nachstes Paar von Naherungswerten das Paar jg? 

III 

ist aber — nicht mehr zwischen ^ , ^-^ enthalten, mithin ist = 1 : 

bei der Wahl Jc^^ 1 also «g = — 1 kommt als neue Reihe (90) das 
einzehie Glied 

(910 



10 

und als nachstes Paar von Naherungswerten , ; da man nunmehr 

^ zwischen ^ und jeder der auf ^ in der Reihe (91) folgenden 

Zahlen enthalten findet, so wird = 9 und man kann = 9 
wahlen, womit die letzte der Reihen (90) die nachstehende: 

(QU) 63 76 99 122 146 168 191 214 237 

^ ^ 23 ' 33' 43' 63 ' 63 ' 73 ' 83 ' 93 ' 103 

und die Rechnung beendet wird. 

Die sieben mit (91*) bis (91*) bezeichneten Wertreihen bilden 
also in diesem Falle das System (90) aller Naherungswerte (91), 
doch findet sich, entsprechend den Werten = 1, 5j = 1, «5 « 1, 
das vorletzte Glied der zugehorigen Reihe gleich dem ersten der 

folgenden Reihe. Wahrend hiemach filr der Kettenbruch 

??I-3-l— 1 

■ '-r+'- 

gewonnen wird, ist die Summe seiner Teilnenner 

3 + 2+1 + 1 + 4+1 + 9-21 

d. h. um die Anzahl 3 der positiven grofser als die Anzahl 18 der 
Naherungswerte (91), genau wie es der zuvor hergeleitete Satz 
verlangt. 

16. Derselbe Satz giebt die Handhabe, eine bereits in Nr. 8 
gestellte Frage zu beantworten, namlich anzugeben, welche unter 

den Kettenbruchentwicklungen, die ftir einen Bruch w = ^ 

moglich sind, die langste sei. Es ist diejenige Entwicklung, 
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bei welcher die einzelnen Divisionen samtlich nach dem 
grofsten Reste ausgefiihrt werden. Wird namlich an einer be- 
stimmten Stelle des Algorithmns die Division in solcher Weise an- 

gestellt, dafs der Rest i,- absolut grofser als y, sein Nenner w 

also kleiner als 2 ist, so nimmt der Kettenbmch filr — an der ent- 
sprechenden Stelle eine der beiden Gestalten 



(92) A-,- 
oder 

(93) \- 



1 - 










^• + 2 










2- 


1 



i + 9 

k. — .. 
i + S 



• + 2 k. . 



an, sodafs in dem Kettenbmche k, welcher der Voraussetzung ent- 
spricht, nur Teilnenner 1 + oder 2 — auftreten konnen. Lautet nun 
der Anfang des Eettenbruches 

q+ Oder + 

so entspricht diesem Anfange nach den AusfOhrungen der vorigen 
Nr. stets eine Anzahl q von Naherungswerten fttr jedem Teil- 
nenner 1 +7 gleichfalls jedem Teilnenner 2 — gehort ein einziger 
Naherangswert zu, nnd somit ist, wenn y die Anzahl der Teilnenner 
des Eettenbruchs k bezeichnet, q + y die Anzahl der Naherungs- 



werte von Sei jetzt k' irgend ein anderer der Ketten- 



n 



brtlche ffir diese Grofse. Beachtet man, dafs ein Teilnenner 1 — 
nicht vorkommen kann, denn einem solchen wurde im modifizierten 
Euclidischen Algorithmns eine Gleichung 

w,._8 = 1 • n<_i — 

entsprechen, aus welcher Wj_2'^**i-i hervorginge, wahrend das Gegen- 
teil der Fall ist; bemerkt man weiter, dafs jedem Teilnenner 1 + 
sowie 2 — je ein Naherungswert, jedem Teilnenner 2 + oder k^ ± 
(fiir k^ > 2) mehr als ein Naherungswert entspricht, so findet man, 
wenn / die Anzahl der Teilnenner von k' bezeichnet, die Anzahl 
der Naherungswerte ^ q + y, jenachdem in k' nur Teihienner 1 + 
und 2— vorkommen oder nicht 5 im letzteren Falle ware daher y<y 
d. h. der Kettenbmch k' kiirzer als k] im .ersteren Falle ware y ^y^ 
beide Kettenbrtiche also gleich lang. Dann sind sie aber auch, wie 

leicht zu sehen, identisch. Denn hat k die Gestalt ej[ + ^ , wo mit- 
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bin -^>4f w'<2 ibL so mufs auch k' die Geetalt g + -4? kaben und 

demnacb tc;' gein; sonst hatte namlicb k' die Gestalt q + 1 

wo nun ^ — 1 — < Y also tv' > 2 ware, und die weitere Entwicklung 
von fc'konnte nicbt bloB Teihienner 1+ und 2— haben. Desgleicben hat^ 
wenn k die Gestalt — ^ hat, wobei w;'<2 ist, auch k' die 

Gestalt g + 1 — A,, sodafs nun w''^w' ware, denn andemfalls ware 

+ wo ^ = 1 — also w">2 ware, und die weitere 

Entwicklung von k' konnte wieder nicht ausschliefslich Teihienner 

1 +, 2 — aufweisen. Somit ist entweder 

J = 2 + -l = jfc' 

oder 

aus der weiteren Entwicklung von w' im Kettenbruche k ergiebt sich 
aber auf dieselbe Weise auch die weitere t^Tbereinstimmung der beiden 
Kettenbruche k und k\ Nur der Schlufs derselben konnte ver- 

schieden sein: denn, endet k mit 1 + so darf man dafUr auch 

2 — ^ setzen, und umgekehrt; der Eettenbruch k hat mithin 

zwei Formen von gleicher Ausdehnung, mit einer derselben 
aber ware der Kettenbruch k' identisch, wenn anders er 
nicht kiirzer ist als k. 

Wir ftigen diesem Satze den weiteren hinzu: Unter alien 

Eettenbrflchen oder Enclidischen Algorithmen fiir ^ ist 

" w 

keiner kiirzer als derjenige, bei welchem samtliche Divi- 
sionen nach dem kleinsten Reste ausgeftihrt werden. In der 
That, wird an einer Stelle des Algorithmus im Gegenteil die Divi- 
sion nach dem grofsten Reste ausgefQhrt, so hat der Eettenbruch an 
dieser Stelle eine der beiden Formen (92) oder (93), die man ohne 
Mdhe in die folgenden iiberfiihren kann: 

(92*) {k, - + ^i±i-^ 

(93') + — 
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bei deren erster die Anzahl der Teilnenner kleiner, bei deren zweiter 
sie ebenso grofa ist, wie vorher. Da, wie schon bemerkt, ein Teil- 
nenner 1 — nicht Yorkommen kann, bo ist die Eombination A^^^, »- 1, 
£^^3 » 1 in (92) ausgescUossen, folglicb hat das letzte Glied in (92*) 
nicht die Gestalt 2—; nimmt man daher an, die betrachtete Stelle (92) 
des Eettenbruchs sei die letzte derjenigen, wo die Division nach 
dem grofsten Reste ausgeftihrt wird, so wird diese Stelle durch die 
Umformnng (92*) eliminiert und dabei die Anzahl der Teilnenner 
yerringert. Desgleichen geschieht die Elimination, falls die letzte 
Stelle der angegebenen Art die Form (93) hat, dnrch die Um- 
formnng (93*) sobald > 3 ist. Nun kann i;^^, nicht 1 sein, 
denn sonst mttTste f^^, » — 1 sein und es folgte in (93) auf den 
Teilnenner 2 — der Teilnenner 1 -h, gegen die Yoraussetzung; YnBLre 
aber ki^^ ^ miifste dieser Yoraussetzung entsprechend e^^^ a. — 1 
sein und in (93*) trate dann der Teil 

24-- 1 

1 + 



ein, aus welchem aber durch die Umformung (92*) unter Yerringe- 
rung der Anzahl der Olieder der Teikienner 1 + fortgeschafft und 
somit jene letzte Stelle von der vorausgesetzten Art eliminirt werden 
konnte. Ware endlich 4^^, = 3, £^^, = 1, so wiirde in (93*) der Teil 

(94) 2 + 



eingef&hrt; dieser Teil wtlrde 



2 + 1- 1 



wenn A;,^, der letzte Teilnenner ware, wflrde alao f&r k^_^_^ = 1 mit 
2 + Y = 3, fUr kf^f > 1 oaak der zweiten Umformung mit 



3-*— 



identisch, und der Teilnenner 2 — ware verschwunden; ist aber k^^^ 
noch nicht der letzte Teilnenner, so kann man den Teil (94) mittels 
der Umformung (93*) behandeln, u. s. w. So wird man zuletzt durch 
eine begrenzte Reihe von Umformungen, bei denen die Anzahl der 
Teilnenner nicht zunehmen, sich hochstens nur verringem kann, den 
letzten Teilnenner 2 — aus dem Eettenbruche eliminiert haben. 

Wird alsdann aber auf gleiche Weise successive jede der etwa 
noch vorhandenen frOheren Stellen derselben Art behandelt, so fUhrt 
man bei einer moglichen Yerringerung der Anzahl der Teilnenner 
den gegebenen Kettenbruch in denjenigen fiber, bei welchem samt- 
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liche Divisionen nach dem kleinflten Reste ausgeftlhrt werden. Mit- 
hin kann dessen Gliederzahl nicht grofser sein als die des ursprtLng- 

lichen d. L des beliebig gewahlten Kettenbruchs far ^• 

Dnrch diesen von Vahlen (a. a. 0.) abgeleiteten Satz erhalt die 
Behauptungy welche schon Kronecker in seinen zahlentheoretischen 
Vorlesungen (s. Kronecker, Vorlesungen uber Mathematik^ 2. Teil, 
Vorl. ub. aUg. Arifhmetik I, herausg. von K. Hensel, 1901, p. 118) 
ausgesprochen hat, dafs der besagte Eettenbruch von alien der kur- 
zeste sei, in genauerer Fassui^ ihre Bestatigung. 

17. In Nr. 11 ist bereits bemerkt worden, dafs jeder (positive) 
rationale Bruch in einer gewissen Fareyschen Reihe auftreten muls. 

Da die letzteren aber ans den Oliedem ^ durch wiederholte 

Mediationen gewonnen werden, so findet man alle positiven rationalen 

Werte, wenn man, von den beiden BrUchen y, ~ ansgehend, fort und 

fort andere durch Mediation bildet. Diese Operation besteht darin, 

aus zwei Brilchen — , — den neuen Bruch ^ ^ zu bilden, und so 

wird man natui^emafs zur Betrachtung der samtlichen Zahlen ge- 
fahrt, welche aus zwei gegebenen Zahlen r, s durch successive Media- 
tionen entstehen, d. i. dahin gefahrt, die folgenden Reihen von Zahlen 
aufzustellen: 

r, r + s, s 
r, 2r + s, r + s, r + 2s, s 
r, 3r + s, 2r + s, 3r + 25, r + s, 2r + 3s, r + 2s, r + 35, s 

; 

deren Gesamtheit wir mit Stern (J. f. Mafk. 55, 1858, p. 193; s. 
dazu auch Brocot, calcul des rouages par approximatim, Paris 1862) 
die Entwicklung (r, s) nennen wollen, wahrend deren eben angedeutete 
einzelnen Reihen durch (r,s\, {r,s\,... aUgemein die jp*® derselben 
durch (r,s)p bezeichnet werden sollen. 

Allgemein wird jede dieser Reihen, wie die drei zuvor auf- 
geschriebenen, durch das Mittelglied r + 5 in zwei HaUten geteilt, 
deren samtliche Glieder, unter A;, I positive ganze Zahlen verstanden, 
die Form kr + Is haben und symmetrisch zum Mittelgliede gebildet 
auftreten mtissen, insofem zwei gleich weit von den Enden einer 
Reihe abstehende Glieder die Gestalt 

kr + ls, Ir + ks 

darbieten werden. Die Glieder einer Reihe finden sich auch in jeder 
der folgenden wieder, und man kann alle Glieder einer Reihe unter- 
scheiden in Stammglieder d. h. solche, die bereits in der vorher- 
gehenden vorhanden waren, und Summenglieder d. h. solche, die 
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als Summe von zwei benachbarten Gliedem der vorhergehenden Reihe 
neu in der betrachteten auftreten. Zwei oder mebr aufeinander- 
folgende Glieder einer Reibe sollen als eine in derselben entbaltene 
Gruppe von Gliedem bezeicbnet werden. 

Ist die Anzahl der Glieder in der Reihe^ bo findet sich 
sogleicb die Beziehnng 

und daraus 

(95) A^^2^+\. 

Bezeichnet dagegen die Summe der Glieder in der p*"" Reihe, so 
findet man ftir diese durch die Bemerkung, dafs jedes Glied der 
— 1)*^ Reihe sich auch in der vorfindet^ anfserdem darin aber 
sowohl mit dem ihm voranfgehenden; als mit dem ihm folgenden 
zu einer Summenzahl sich verbindet, ausgenommen das Anfangs- und 
das Endglied^ welche letzteres nur mit einer Zahl (der resp. Ihm fol- 
genden oder ihm voraufgehenden) thun, die Rekursionsformel: 

aus welcher ohne Mtilie die Bestimmai^ 

(96) 8^^^^•{r + s) 
hervorgeht. 

Um die weiteren Eigenschaften der Entwicklung (r, 5) zu er- 
mittelu; genflgt es im (Jrunde, die erste Halfte jeder der Reihen (r, 5)^ 
zu betrachten. Da nun deren Glieder kr + Is aus r und r + ^ d. i. aus 

I r + O-s und l-r+l-s 

durch wiederholte Mediation entstehen, so werden die ZahlenkoefB- 
zienten hj I auf genau gleiche Weise aus den Zahlen 1, 1 resp. 0, 1 
entstehen oder die entsprechenden Glieder der beiden Reihen (1, 1)^ 
und (0, l)p sein. Betrachtet man aber die Entwicklung (0, 1): 

0, 1, 1 
0, 1, 1, 2, 1 
0, 1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1 

u. s. w., so erkennt man sofort, dafs die Reihe (0, die erste, die 
Reihe (1, die zweite Halftie von (0, 1)^, oder dafs (0, 1)^ aus 

den beiden aneinander geschlossenen Reihen (0, und (1, 

zusammengesetzt ist. Hierdurch wird man zur Bildung der Reihe 
(0, l)p oder der Entwicklung (0, 1) auf die Glieder 0, 1 und die Reihen 
(1, IX, (1, 1)„ ... (1, 1) 1 d. h. auf die Entwicklung (1, 1) zuruck- 
gefahrt. Um demnach die I^igenschaften der Entwicklung 
(r, 8) zu ermitteln, wird es darauf ankommen, zuvorderst 
diejenigen der speziellen Entwicklung (1, 1) festzustellen. 
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18. Hier steht offenbar am Anfang und am Ende jeder Reihe, 
aber auch nur dort^ die Einheit; das Mittelglied ist 2; symmetriscke 
Glieder sind einander gleich. Ist femer a, b, c eine Grnppe yon drei 
aufeinanderfolgenden Oliedem der Reihe (1^ 1)^^ so wird entweder b 
ein Summenglied also 

(97) a + c = ft 

sein, oder aber b ist bereits in einer der yorau%ehenden Reihen, 
etwa in der (p — i)^ Reihe als Snmmenglied entstanden; heifsen 
also a', c' die darin b umgebenden Glieder^ so hat man in der Reihe 
(1, 1)^_^ die Grnppe a\ b, c\ fttr welche 

a' + c'-6 

ist, und ans welcher in der Reihe oflfenbar die Grnppe 
a^a •\-%bj b, c =» ib + c' 

hervorgeht, sodafs 

(98) a + c«(2i+ 1)6 

gefdnden wird, eine Formel, welche den vorigen Fall (97) als speziellan 
Fall mit umfafst. Hierans ist sofort zn schliefsen, dafs zwei 
aufeinanderfolgende Glieder einer Reihe relatiy prim sind; 
denn , jeder gemeinsame Teiler yon ft, c wiirde znfolge (98) auch ein 
Teiler des nachst yorhergehenden Gliedes a, also ein gemeinsamer 
Teiler yon a, b sein, u. s. w.; ware schliefslich also auch ein Teiler 
des Anfangsgliedes der Reihe, d. i. der Einheit. 

Jede positiye ganze Zahl n tritt in der Entwicklung 
(1, 1) auf; denn die erste Reihe beginnt mit 1, 2, also die folgende 
mit 1, 3, 2, die dritte mit 1, 4, 3, u. s. w., also die (n — 1)^ mit 
1, n, n — 1; hier spatestens also wird die Zahl n als Snmmenglied 
eingefUhrt. 

Aber auch jede Grnppe a, 6 zweier positiyer teiler- 
fremder Zahlen findet sich in der Entwicklung (1, 1) vor. 
Zum Beweise darf man a>b yoraussetzen, denn die Grnppe a, b 
kommt immer gleichzeitig mit der Gruppe 6, a in einer Reihe yor 
oder gleichzeitig nicht yor. Fdr zwei solche Zahlen besteht aber der 
Euclidische Algorithmus 

a^qb + b^ 

Nun flndet sich in der {bj^— 1)^ Reihe am Anfange die Gruppe 1, bj^ 
aus welcher in der (g^ + ~ 1)**" 'Reihe die Gruppe 

1 +ffA = 6A.i; h 
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hervorgeht; aus dieser entsteht in der {q^^i + + 1)**" Reihe 
die Gruppe 

K-i> + h = h-i 
u. 8. f.; endlich in der 

(« + sx + ---+?*_i+«»+&»-ir 

Beihe die behauptete Gruppe a, h. Aos dem Beweise eigiebt sich 
aach, wie die Nummer der Reihe ermittelt werden kann, in 
welcher diese Gruppe a, b sich findet. Man hat nur nStig, 

den gewohnlichen Eettenbrnch ftlr y aufznstellen: 
a i 

ist die Summe der Teilnenner (einschliefslich des Anfangs- 
gliedes) fUr diesen Kettenbruch gleich + 1, so findet sich 
die Gruppe a, b in der Reihe (1, 1)^; man darf auch sagen: die 
Glieder dieser Reihe haben die Eigenschaft^ dafs der Quo- 
tient je zweier anfeinanderfolgender Glieder einen Ketten- 
bruch liefert, fiir welchen die Summe der Teilnenner (ein- 
schliefslich des Anfangsgliedes) gleich p + 1 ist. Letztere 
Aussage folgt^ wenn man das Yoraufgehende mit dem femeren Satze 
verbindet: 

Jede Gruppe a, b tritt auch nur einmal in der Entwick- 
lung (1, 1) auf. Zunachst zeigen wir, dafs sie nicht in zwei ver- 
schiedenen Reihen angetroffen wird. Setzt man wieder, was zulassig 
ist, a > ft voraus, so mufs a in jeder Reihe, in welcher die Gruppe 
sich findet, offenbar Summenglied sein; deshalb befindet sich in dieser 
Reihe eine Gruppe j3, a, 6, wo j3 < a, also in der vorhergehenden 
Reihe die Gruppe b, Ist noch j3 > 6 also wieder ein Summen- 
glied, BO kame in der jetzt nachstvorhergehenden Reihe eine Gruppe 
fi\b vor, in welcher P'<P ist, u. s. w. fort, bis man zu einer 
Reihe gelangen wird, in welcher eine Gruppe ft', b sich vorfindet, 
wo ft' < & ist. In dieser voraufgehenden Reihe f ande sich also eine 
Gruppe vor, bei welcher das bisher kleinere Glied der Gruppe a, b 
jetzt yielmehr zum grofseren Gliede geworden ist. So fortfahrend 
kommt man notwendig in einer der vorhergehenden Beihen zu 
einer Gruppe 1, c oder c, 1. Da aber die Zahlen fi, /J', 6', . . . ein- 
deutig aus a, b hervorgehen, so ist die Anzahl i der Reihen, um 
welche man zurtickgehen mufs, bis die Gruppe 1, c oder c, 1 erscheint, 
nur von a, b abhangig. Eame also a, b sowohl in (1, 1) als auch in 
(1, 1)^ vor, wo p, q verschieden gedacht sind, so f ande sicn die Gruppe 
1, c resp. c, 1 sowohl in der (p — i)^ als (q — i)^ Reihe vor, wah- 

Baohmann, nledere Zahlentheorle. L 10 
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rend sie nur als Anfang reap, als Ende der (c — 1)*^ Reihe zu 
finden ist 

Aber auch in derselben Reihe (1, 1)^ kann a, h nur einmal auf- 
treten, denn sonst mttfste die Gruppe 1, c oder 1 in der — t)*^ 
Reihe offenbar auch mehrfach zu finden sein, was nicht der Fall isi. 

Somit kommt in der That eine Gruppe a, 6 uberhaupt nur ein- 
mal in der Entwicklung (1, 1) vor. 

19. Wenden wir uns nun wieder zum allgemeinen Falle, dem 
der Entwicklung (r, s) zurtick, so ddrfen wir uns auf die Voraus- 
setzung beschranken^ dafs s relativ prim sind^ denn sonst hatten 
alle Glieder dieser Entwicklung; da sie die Form Icr + Is haben, den 
gemeinsamen Teiler von s ebenfalls, den wir offenbar ohne Ein- 
flufs auf die Gesetze der Entwicklung iiberaU unterdrUcken dfirfen. 
Da femer r, s in einer gewissen, etwa in der p*^ Reihe als eine 
Gruppe in der Entwicklung (1, 1) auflreten, so wird die gesamte Ent- 
wicklung (r, s) nur einen mittleren Teil der folgenden Reihen dieser 
speziellen Entwicklung ausmachen und es werden daher die Gesetze 
der letzteren auch fOr jene Entwicklung Bestand behalten. Beachtet 
man femer^ dafs das allgemeine Glied der Entwicklungsreihe (r^, s')^, 
genau so aus r\ s' gebildet ist^ wie das entsprechende Glied der Reihe 
{r, s)p aus r und s, so erkennt man sofort^ dafs jedes Glied der Reihe 
(r ± r', s ± die Summe bezw. die Differenz der entsprechenden 
Glieder jener zwei Reihen ist, was ausgedriickt werden soU durch 
die symboliche Gleichung 

{r,s)^±{r',s%^ir±r\ s±s%. 

Aus dieser findet sich z. B. 

(l,2),-(l,l), = (0,l)p. 

Nun ist (1, 2) offenbar die erste Halfte der Reihe (1, l)p^i. 
Bezeichnet man daner mit a, a, a gleichstellige d. h. etwa die 
A*^ Glieder der Reihen (0, 1)^, (1, 1)^, (1, l)p+i, so ergiebt sich aus 
der Yorstehenden Gleichung die andere: 

a = a'— a, 

wobei zugleich offenbar a>a ist. Seien jetzt 6 resp. j3, /J' die 
auf a, a, a' folgenden Glieder jener Reihen; dann wird be- 
hauptet, dafs allgemein 

(99) afi'-afi^l 

sei. In der That bestatigt man dies fiir die ersten Reihen der Ent- 
wicklung (1, 1) unmittelbar. Angenommen nun, es gelte auch fQr 
die Reihe. Da aus a, /3 in der p + 1^ Reihe die Gruppe 

a, <y = « + /J, /J, 
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auB a\ P' in der p + Beihe die Gruppe 

hervorgeht, wobei offenbar a, a' in diesen genannten Reihen gleich- 
stellige Glieder bleiben^ so findet sich 

ae' — aa = cfl' — = a/3' - a'/J 

und folglich wegen der ftlr die^^ Reihe vorausgesetzten Gleichung (99) 
gleich 1; die Behanptung gilt deshalb ancb f&r die {p + 1)^ Reihe 
und Bomit aUgemein. 

DarauB findet sich dann aber auch^ da 

ist, 

(100) a6 - aj3 = 1 ; 

zugleich Bind a, b die kleinsten poBitiven ganzen Zahlen^ 
welcbe dieser Gleichung geniigen^ denn jede andere LoBung der 
Gleichung 

ay — fix = 1 

ware re = a — az, y — fie und gabe, da a > a, je nach dem ganz- 
zahligen Werte, den man z erteilt^ fClr x einen negativen Wert oder 
einen positiven Wert grofser alB a. 

Nunmehr soil gezeigt werden, dafs jede Zahl kr + ls, 
wenn k, I positive; relativ prime Zahlen sind, in der Ent- 
wicklung (r, s) vorhanden ist. In der That wissen wir bereits, 
dafs die Gruppe k^l in einer bestimmten Beihe (1,1)^ sich findet; 
yerstehen wir unter den zuyor mit fi bezeichneten Zahlen diese 
Zahlen a^k, fi ^^ly so sind die mit a, b bezeichneten Zahlen die 
kleinsten positiven ganzen Zahlen Xyy^ welche der Gleichung 

ky — Ix^l 

genUgen. Es wird nun hinreichen^ die Behanptung unter der Annahme 
ife > Z zu erharten, da die Glieder kr + Is und Ir + ks lq der Ent- 
wicklung entweder beide oder keins von beiden vorkommen. Bei 
dieser Annahme erkennt man dann einfach^ dafs ly b auch die klein- 
sten positiven ganzen Zahlen x^y sind^ welche der Gleichung 

fcy — oa; = 1 

Gentige leisten. Zugleich erkennt man a als relative Primzahlen 
und schlieikt daher^ dais A;; a in einer gewissen Reihe (1, 1)^ eine 
Gruppe bilden, sowie dafs ly b zwei mit ihnen gleichstellige Glieder 
der Reihe (0; 1) und deshalb kr + Is das k entsprechende Glied der 
Entwicklungsreihe (r^ s)^ darstellt. 

Man kann noch hinzufUgen^ dafs eine Zahl kr + Is, bei 
welcher k, I nicht relativ prim sind, in der Entwicklung (r, 5) 
nieht vorkommt. Denn nach Ende von Nr. 17 miissen k, I gleich- 
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stellige Glieder gewisser Reihen (1, 1)^, (0, 1)^ und daher wegen (100) 
ohne gemeinsamen Teller sein. 

1st so nachgewiesen^ dafs^ falls Jc^ I relativ prim sind, 
die Zahl Jer + ls in der Entwicklung vorhanden ist^ so kann 
noch weiter ausgesagt werden^ dafs sie auch nur einmal in 
dieser Entwicklung als Snmmenglied entsteht. Hierzu be- 
merke man zunachst Folgendes: 

Sei kr + ls, k'r+Vs eine Gnippe in der Entwieklungsreihe 
(r, s)^. Nach dem, was bereits iiber die Bildung der Zahlenkoeffi- 
zienten Jc, I ans den Elementen 1^ 1 resp. 0, 1 gesagt worden^ ver- 
treten k, k' bezw. Z, V genau die Stelle der kurz zuvor mit a, j3 bezw. 
mit tty b bezeichneten Zahlen; demnach besteht die Beziehung 

(101) M'-k'l^l 

und l,V sind die kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche dieser 
Gleichung genUgen. 

Nimmt man nun an, die Zahl kr + Is entstehe zwiefach als 
Summenglied, sodafs man zwei Gh-uppen hatte: 

k^r + l^s, kr + ls, ¥r +Vs, k>k' 

k^r + l^s, kr + ls, y'r+Ts, k>k'\ 

dann mUfste nach (101) sowohl k\ V als k", V die kleinste positiye 
ganzzahlige Losung der Gleichung 

ky — Ix^l 

darstellen also miteinander identisch sein, womit dann auch die 
Yorigen zwei Gruppen einander gleich wfirden; dann ware aber die 
Gruppe der beiden Zahlen kr + ls, k'r + Vs zwiefach in der Ent- 
wicklung {r, s)y also auch in der Entwicklung (1, 1) yorhanden, gegen 
das, was in voriger Nr. tlber die letztere ermittelt worden isi 

20. 1st jetzt n eine beliebig gegebene positive ganze 
Zahl, so kann dieselbe in der Entwicklung (r, s) nur auftreten, wenn 
sie in die Form 

n^kr + Is 

gesetzt werden kann, welche alien Gliedem dieser Entwicklung eigen 
ist, wobei A, I der Gleichung (101) zufolge relativ prim sein miissen. 
So oft sie aber in diese Form gesetzt werden kann, tritt sie dem 
soeben Bewiesenen gemafs in der Entwicklung — zum ersten Male 
als Snmmenglied — auf. Dies ftlhrt zu der Aufgabe, festzustellen, 
wie oft die Gleichung 

(102) f^^ kr + ls 

in positiven ganzen, relativ primen Zahlen k, I auflosbar isi Ihre 
samtlichen ganzzahligen Auflosungen findet man, wenn man mit 
y© ^® kleinste positive Auflosung der Gleichung 
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(103) -ry + sx^l 
bezeichnet^ sodafs 

(104) - ryo + sx^ = l 
ist, nach Kap, 3 Nr. 5 durch die Formeln 

(105) A; « — y^n + S0y i = x^n — rZj 

in welchen z jede ganze Zahl bedeutet und aus denen 

(106) kx^ + Zyo = ^ 

hervorgeht. Sollen aber ICy I positiv sein^ so darf z nur eine der 

ganzen Zahlen sein, die zwischen ^ und ^ enthalten sind; sollen 

sie endlich relativ prim werden, so zeigen die Formeln (105), dafs 
notwendig z relativ prim gegen n gewahlt werden muls; geschieht 
dies aber, so werden auch Tcy I ohne gemeinsamen Teiler sein, da ein 
solcher wegen (106) stets auch in Zy daher wegen (105) gleichzeitig 
in XqW, y^n und, da x^y y^ wegen (104) relativ prim sind, auch in n 
enthalten sein mtifste. Hiernach hat die Gleichung (102) so- 
viel Auflosungen in relativ primen positiven ganzen Zahlen 

kyly als es zwischen — , — relativ prime Zahlen zu n giebt, 

s I* 

und ebenso oft tritt n in der Entwicklung (r, $) als Summen- 
glied auf. 

Z. B. ist fQr r 1, s> 1 die kleinste positive Auflosung der 
Gleichung (103) 

Demnach tritt n in der Entwicklung (1, s) oder (s, 1) so oft 
als Summenglied auf, als es zwischen — ~— ^ », oder 

auch, als es zwischen und — relative Primzahlen zu n giebt. 

Desgleichen findet sich ftlr r=l, 5»»1 als kleinste positive 
Auflosung der Gleichung (103) 

^0 = 2, yo=*l; 

somit tritt n in der Entwicklung (1, 1) so oft als Summen- 
glied auf, als es zwischen n und 2n, oder auch, als es zwischen 
und n relative Primzahlen zu n giebt, also 9)(n)-mal. 

21. Noch kann man fragen, in welcher Entwicklungs- 
reihe (r, s)^ die Zahl kr + Is sich als Summenglied findet. 
Urn dies zu beantworten, nehmen wir zuerst ^ > Z an. Nennt man 
nun die Glieder, welche die Zahl kr + Is umgeben, k'r + Z's, k"r + l"Sy 
sodafs 

kr + ls^ (k'r + Vs) + (k"r + V's) 

ist, so sind (nach Nr. 19) T, Z; Z, Z" resp. die kleinste positive ganz- 
zahlige Auflosung der Gleichungen: 
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(107) k'ij-kx=l, ky-k"x=l, 
BodaTs 

(108) fc'i-ftr=l, kl"-k"l'^l 

ist. Man denke nnn y in seinen gewohnlichen Kettenbruch ent- 
wickelt: 

(109) T-«+ir+!^ , 

und nenne seinen vorletzten Naherungsbruch ~] indem man er- 

forderlichenfalls den SchluCsnenner > 2 durch (q^^ — 1) + y ersetzt, 

wodurch die Sunune aller Teihienner (einschliefslich des Anfangs- 
gliedes) nicht geandert wird^ kann man bewirken, dais 

A;Z„-V = 1 

wird, woraus, da < A;, sich A;"=Aq, ^"=^o ^ A; = A;'+fc", 
J = r+ r' ist, sich ft — ft^, r= ? — ?o finden. Somit sind ft', fc" 
ebenso wie k, relativ prim, und far 

ergiebt sich mit Rucksicht auf Nr. 6 der folgende Kettenbruch: 

ftir welchen die Summe aller Teilnenner einschliefslich des Anfangs- 
gliedes gleich p ist, wenn man die Summe all* dieser Nenner fiir 
den Kettenbruch (109): 

Q + Qi + Qi + -"+.Qk--P+ 1 
setzt. Nach den Satzen der Nr. 18 kommt mithin die Gruppe ft', ft" 
in der Entwicklung (1, 1) und demnach auch die Gruppe ftV + Vs, 
ft"r + Z"5 in der Entwicklung {r, s) in der — folglich das 
Summenglied ftr + Is in der Reihe der letztgenanriten Entwick- 
lung Yor. Man erhalt also den Satz: 

Hat die Summe der Teilnenner einschliefslich des An- 

k 

fangsgliedes im Kettenbruch fflr y den Wert j} + l, so findet 

sich ftr + Is in der Reihe (r, 5)^ als Summenglied vor. 

Beim Beweise dieses Satzes war zwar ft > Z vorausgesetzt worden; 
indessen, falls das Gegenteil der FaU ware, brauchte man statt des 

Kettenbruchs fiir y nur denjenigen fur y zu betrachten, was im 

Ausspruche des Satzes nichts andert, da far den letzteren Bruch die 
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Somme der Teilnenner (emschliefslich des Anfangsgliedes) die gleiche 
ist, wie fttr den erstern. 

22. Wir beschliefsen diesen Abschnitt mit einer Anwendung der 
eben gefiihrten XJntersuchimg auf die Wertbestimmung einer 
numerischen Funktion^ auf welche Eisenstein gelegentlich 
seiner Ableitung der boheren Reziprozitatsgesetze gefiihrt 
worden ist.*) 

Die Eisensteinsche Fnnktion ist durch folgende Bestimmungen 
definiert: 

Ftir positive ganze, relativ prime Werte (f, 6 soil 

sein^ 90 ott Q + 6 kleiner ist als eine gegebene ungerade Primzahl n; 
dagegen 

f ((f> ^) = ^9 wenn p + (J = n, 
fiff? ^) ^ 0, wenn q + 6>n 

ist. 

Weim diese Fnnktion fiir gegebene Argumente s angegeben 
werden soil; deren Summe kleiner als n anzunebmen ist^ denn sonst 
ware f(r,s) durch die Definition unmittelbar gegeben^ so wird man 
auszugehen haben yon der Gleichung 

fir,s)'^fir,r + 8)+f(r + s,s); 

diese verwandelt sich durch Substitution der Funktionswerte zur 
Rechten in die folgende: 

f(r,s)^f{r,2r + s) + f{2r + s,r + s) + f{r + s,r+2s) + f(r + 2s,s) 

u. 8. w. Man sieht auf solche Weise die Glieder der successiven Ent- 
wicklungsreihen (r, s)^ entstehen^ ein jedes bis auf das erste und 
letzte zweimal. Wird bei diesen fortschreitenden Substitutionen in 
einer der Funktionen f(Q, 6) die Summe der Argumente gleich so 
wird ihr Wert dem zweiten der Argumente 6 gleich und bleibt 
fortan in der weiteren Umformung unverandert erhalten; sobald da- 
gegen in einer Fnnktion f{Qj 6) die Summe der Argumente den 
Wert n iiberschreitet, f allt diese Funktion femer aus der Betrachtung 
herauS; da sie Null wird. Da nun die Argumente 6 zwei aufein- 
anderfolgende Glieder derselben Entwicklungsreihe (r^ s)^ sind, also 
von den Formen 



•) S. daruber Eisenatein, Jbum. f. Math. 39, 1860, p. 861; in den Berl, 
Monatsb. 1860 p. 36 gab dann Eisenstein seine Bestimmnng der gedachten 
Fnnktion nnd eine Reihe yon S3.tzen iiber die Entwicklnng (r, «), welche in der 
hier in den wesentlichsten Punkten reprodozierten Arbeit sp&ter Stern auf 
Eisensteins Anregung in elementarer Weise herleitete. 
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sein werden, so wird Bchlie&lich die ganze rechte Seite gleich der 
Summe aller derjenigen Glieder 6 k"r + V's der Entwicklung (r, 5), 
in Zeichen: 

(110) fir,s)^^{k"r + l"s) 
sein, filr welche 

Q + 6=^ (k'r + Vs) + (r r + V's) = n 

ist, d. h. fQr welche n einem Sammengliede derselben Entwicklung 
gleich ist. Nnn tritt n nach Nr. 20 so oft in dieser Entwicklung 

als Summenglied auf, als es relative Primzahlen z zwischen und 
giebt; ist namlich ss irgend eine dieser Zahlen und 

(111) k^^ — y^n + ssf, l^x^n — rg, 

so ist n==^kr + ls und es giebt zwei aufeinanderfolgende Glieder 
1c r + Vsy Tc'r + I" s einer Entwicklungsreihe (r, 5)^ derart, dafs 

(112) ftr + Is = (fcV + Vs) + (t'V + Vs) , 

namlich A; = A;' + k'\ l=^V -\'V' ist; zugleich besteht die Beziehung 

(113) JfcT-rr^l. 

Multipliziert man (112) mit k" und berQcksichtigt (113), so entsteht 
die Kongruenz 

(*' + Jk'O (r r + rs) = 5 (mod. n) , 
durch Multiplikation von (112) mit V diese andere: 
(r + V) (k"r + Vs) = - r (mod. n) ; 
wegen (111) ist femer 

k'+r = sz, r+r = -r^. 

Da aber ein Primfaktor von n nur in einer der beiden relativ primen 
Zahlen r, s aufgehen kann, so erschliefst man aus den vorstehenden 
Kongruenzen die folgende neue: 

g(k"r + rs) = +l (mod.n), 

und auf analogem Wege die andere: 

z(k'r + Vs) = —l (rnoAn). 

Diese lassen sich auch dahin fassen, dab man sagt: die Zahl a 
sei der socius des Gliedes l"r + T's, n — jer aber der socius des 
Gliedes k'r -f Vs, aus denen beiden n ^ kr + Is als Summenglied in 
der Entwicklung (r, s) entsteht. 

Falflt man hiemach die Gleichung (110) — wie es fur die 
Eisensteinsche, die Reziprozitatsgesetze betreffende Untersuchung 
genCLgend ist — als eine Kongruenz (mod. n) auf, so lafst sich die 
Formel aufstellen: 

(114) f(r,s)^^l. (mod.«), 
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worin die Summe fiber alle zn n primen Zahlen zwischen 

den Grenzen zu erstrecken ist, eine Formel, wie sie in 

der That a. a. 0. von Eisenstein gegeben worden ist. 

Z. B. hat man znfolge der vorletzten Bemerkung in Nr. 20, 
wenn man r = 1, s = 2 wahlt, wo dann g jede zu n prime Zahl 

zwischen den Grenzen y und n d. h., wenn n als Primzahl gedacht 

wird, jede der Zahlen 



2 

bedeutet; die Kongruenz 



n+i n+3 . 



1 



(115) /•(l,2)^^ + ^ + ... + ;^(mod.«), 

2 2 

der man auch, wie an spaterer Stelle (Eap. 5 Nr. 6) gezeigt werden 
wird, diese andere Form: 

(116) /•(i,2)^?l^ (mod.») 
geben kann. — 



Ptlnftes Kapitel. 
Die Sfttze von Fermat nnd von Wilson. 

1. Nachdem wir in den letzten drei Eapiteln die Folgerungen 
aus der Gnmdformel 

qn + r 

nach yerschiedenen Richtungen hin verfolgt haben, kniipfen wir jetzt 
insbesondere an den in Nr. 5 des dritten Eapitels erhaltenen Satz 
wieder an, nach welchem die Produkte aus einer zum Modulus n 
primen Zalil a in die Glieder eines i-eduzierten Restsjstems wieder 
ein Bolches System (mod. n) ausmachen. Sind also 

r^, fj, . . . .r^^^j 

ein System dieser Art, so sind die Produkte 

in ihrer Gesamtheit denselben Zahlen und demnach auch das Produkt 
der letztem dem Produkte der ersteren kongruent: 

a9in) . y^^^ . . . ^^^^^ ^ ^^y.^ . . . y.^^^^ (naod. n) . 

Der gemeinsame Faktor beider Seiten aber ist prim gegen n und 
kann daher (s. Kap. 3 Nr. 2) unterdriickt werden. So gelangt man 
zur Eongmenz 
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(1) av(«) = 1 (mod. n) 

oder zu dem Satze: Die qp(n)^ Potenz jeder zu n primen Zahl 
lafst^ durch n geteilt^ den Rest 1. 

1st insbesondere der Modulus n eine Primzahl so be- 
steht fiir jede durch p nicht teilbare Zahl a die Kongruenz 

(2) aP-^ = l {mod.p) 
oder auch diese, ihr vollig gleichbedeutende: 
(2») aP = a (mod. J)), 

welche indessen vor der ersteren den Vorzug hat, auch fiir solche 
Zahlen a zu gelten, die durch p teilbar sind, mithin fUr jede ganze 
Zahl a zu bestehen. 

Der einfachere, auf einen Primzahlmodulus bezugliche Satz heifst 
der Fematsche Satz, weil er bereits von Fermat (op. math,, 
Tolosae 1679; eine Gesamtausgabe seiner Werke untemahmen 1891 
Paul Tannery und Ch. Henry) gegeben worden ist, freilich ohne 
Beweis, den jedoch Fermat geben zu konnen behauptet hat. Zuerst 
bewies ihn L. Euler (auch Leibnitz soil einen Beweis desselben 
besessen haben (s. Gaufs, Disqu. Ar. art, 50 Anmerkung)), und Euler 
ist dann auch zuerst zu dem allgemeinen Satze (1) gefUhrt worden 
(Petrop. Comm. nov, 8, 1760/61, p. 74 == Comment, Ar. coll, 1, p. 274), 
den man den verallgemeinerten Fermatschen Satz nennt. 

Jener erste, sehr einfache Eulersche Beweis {Petrop. Comm. 8, 
1736, p. 141 = Comm. Ar. coU. 1, p. 21), der sich ahnlich auch bei 
Lambert (Act. Erudit. 1769, p. 109) findet, beruht auf dem binomi- 
schen Satze. Nach diesem Satze und zufolge Nr. 12 des 2. Kapitels ist 

(a+iy = aP +\ (mod.^) 

folglich 

(a+\y '-(a+\) = aP — a (mod.^)); 

ist also a^ — ay so ist auch (a-\-Vf = a-{- 1, weil aber l'^=l ist, 
folgt hiemach 2^ = 2, also auch 3^ = 3, u. s. w., allgemein also die 
Eongruenz (2*). 

Statt des binomischen Satzes kann man sich auch des polynomi- 
schen bedienen (s. Gaufs, Disqu. Ar. art. 51), nach welchem 
(a + ^ + y + ...)P = ai' + ^ + yP + ... (mod.i?); 

werden namlich die Zahlen a,fi,y,..., deren Anzahl a sei, samtlich 
der Einheit gleich vorausgesetzt, so ergiebt sich ohne weiteres die 
Kongruenz (2»). Euler gab (Petr. Comm. nov. 7, 1758y©9, p. 49 
== Comm, Ar. coll. 1, p. 260) noch einen andem Beweis des Fermat- 
schen Satzes, der im wesentlichen mit dem von Gaufs (Disqu. Ar. 
art 49) gegebenen iibereinkommt; der letztere wird an spaterer Stelle 
(Kap. 7 Nr. 1) in verallgemeinerter Fassung dargesteUt werden. 



1 
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2. Hier filgen wir dagegen noch einen, auf ganz anderer Grund- 
lage beruhenden Beweis an^ welchen man Lagrange {Ac. de Berlin, 
Nouv. mem. 2, 1773, annee 1771, p. 125 = Oeuv. 3, p. 425) verdankt 
nnd der sogleich noch einen zweiten wichtigen Satz zu Tage fordem 
wird. Entwickelt man das Produkt 

(3) (^+l)(a; + 2)...(^+l>-l) 

nach Potenzen von re, so entsteht ersichtlicli ein Ausdruck von der Form 

(4) af'^ + A^(x^'^ + A^aP-^ + • • • + A^_^x + A^_^ , 
dessen Eoeffizienten ganze Zahlen sind, immlich 

^i = l + 2 + 3 + ..- + (p-l) 

J, = 1.2 + 1.3 + --- + 2.3 + --. + (j)-2)0-l) 

^,_i = 1.2.3 

Enetzt man nan in der Gleichheit 

(a; + 1) (a; + 2) • • . (a; +i> - 1) = a;?- » + ^ia;p- » + • • • + + 1 

die TTnbestimmte x durch a; + 1 , so entsteht die andere: 

(a; + 2) (a; + 3) ... (a;+i)) - (a; + ^ (a; +!)'-» + •• . 

+ ^,_,(a;+l) + ^,_i, 

durch deren Verbindung mit der Toraufgehenden die folgende: 

(X + l)p + ^ (x + \)P- ^ + . . . + (a; + D' + (a; + 1) 

= {x+p) [ajp-^ + ^,a^-» + •• • + A^_tx + J 

herrorgeht; sie f&hrt durch Yei^leichang der EoefGzienten gleich 
hoher Potenzen von x znr Rechten und Linken das nachstehende 
System Ton Beziehungen herbei: 

A J— 2~ 

9 A _l>(l'-l )(l>-8) I ^ 
iT2T8 + r2 

'^'^ 12.3 4 — + rrn — — ^» 

0)-2) + + 0-2)^ + ••• + 3^,_, 

(p- 1) = 1 + ^1 + ^, + ••• + V» + V«- 

Werden diese Gleichungen aber als Kongruenzen (mod.|)) aufgefoTst, 
so schliefst man nach den Eigenschaften der Binomiaikoeffizienten 
successive, dafs A^, dann dafs A^, dann A^ u. s. w. bis -<4j,_, samt- 
lich durch p teilbar sind, und infolge davon geht die letzte Gleichung 
in die Kongruenz: 

0) = (mod-1') 
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iiber. Die Gleichheit der beiden Ausdrttcke (3) und (4) be- 
dingt mithin die nachfolgende Eongruenz: 

(8) (a; + l)(a; + 2)...(a;+|>-l) = af-i~l (mod.i>) 

in dem Sinne, dafs die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x zur 
Rechten und zur Linken (mod.|}) kongruent sind; setzt man demnach 
fUr die Unbestimmte x irgend welche ganze Zahl, so erhalt man 
rechts und links zwei (mod.^) kongruente Zahlen. Links aber wird 
je einer der Faktoren und demnach das Produkt durch p teilbar, so 
oft fttr X eine der Zahlen 1, 2, • • • (p — 1) oder allgemeiner eine Zahl 
gesetzt wird, die einer von jenen (mod. p) kongruent d. i. welche 
durch p nicht teilbar ist; und somit geht aus (8) der Fermatsche 
Satz heryor, dafs f&r jede durch p nicht teilbare Zahl x 

xP^'^ = 1 (mod.jp) 

sei. 

Zugleich aber lehrt die Kongrnenz (7) mit Riicksicht auf die 
letzte der Gleichungen (5) den neuen Satz: dafs^ so oft p eine 
Primzahl ist, 

(9) 1.2.3...(p-l) = -l (mod.|>) 
ist, woftLr man auch schreiben kann: 

(9») 1.2 . 3.. .0-1) + 1=0 (mod.|>). 

Dieser Satz heifst der Wilsonsche Satz und findet sich zum ersten 
Mai ausgesprochen bei E. Waring, medit algebr,, Cambridge 1770 
(3. ed., p. 380), der ihn, ohne einen Beweis desselben zu bringen, 
Wilson zuschreibt. Nach Lagrange bewies auch Euler den Satz 
(apusc. ancdyt., Petrop. 1773, I p. 329 = Comm, Ar. coU, 2, p. 44), 
sodann Gaufs (Disqu, Ar. art, 75 — 77). Dieser Satz ist besonders 
dadurch bemerkenswert, dais er auch umgekehrt werden kann. In 
der That, wenn p eine zusammengesetzte Zahl ware, kdnnte die Eon- 
gruenz (9) nicht stattfinden, denn in diesem Falle mtifste jeder Prim- 
faktor von p in dem Produkte 1 - 2 - d (p—1) auffcreten, die linke 
Seite von (9) also, wie der Modulus, teilbar durch ihn sein, wahrend 
die rechte Seite es nicht ist. Der Wilsonsche Satz giebt also ein 
charakteristisches Merkmal f&r Primzahlen: eine Zahl p ist Primzahl 
oder nicht, jenachdem die Eongruenz statthat oder nicht. Man 
konnte ihn daher benutzen, um festzustellen, ob eine gegebene Zahl 2> 
Primzahl sei oder nicht; indessen leuchtet sogleich ein, dafs diese 
Methode ohne praktischen Wert ist, well die Berechnung des Pro- 
duktes 1 . 2 • 3 • • • O — 1) sowie auch seines Bestes (mod. p) ftlr grofse 
Zahlen p — und solche kommen zumeist in Frage — bald unaus- 
filhrbar wird. 

3. Hat man auf eine der angegebenen Arten den einfachen Fer- 
matschen Satz bewiesen, so gelangt man leicht zu dem verall- 
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gemeinerten (Eulerschen) Satze (1) wieder zurfick. In der That, 
ist a durch die Primzahl p nicht teilbar, so ist nach jenem Satze 

aP-^ = 1 (mod. ») 

d. h. 

aP-i=, 1 ^hpy 

wo h eine ganze Zahl. Wird diese Gleichong nun zur Potenz 
erhoben, so ergiebt sich nach den Eigenschaffcen der Binomialkoeffi- 
zienten die Eongruenz 

aP(p-i) = 1 (mod.jp*) 

Oder die Qleichung 

wo wieder K eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt 

ai^d*-!) = + 

d. i. 

aJ^(P-i) = l (mod.p«) 
u. 8. f.; allgemein findet man f&r jeden positiven ganzen Exponenten a: 

(mod.j?«), 

eine Eongmenz, ftir welche man auch schreiben darf 
(10) av(i'")=l (mod.j?«). 

Qesetzt also, a sei auch durch die PrimzaUen q,ry , . . nicht teilbar, 
so erh^lt man gleicherweise fOr irgend welche positive ganzzahlige 
Exponenten fi,yy • die Eongruenzen 

a9i<f^) = 1 (mod. 

(10) a^(rY)^i (mod, rY) 

Nun sei, in Primzahlpotenzen zerlegt, 
n p^qf^ry • • • 

und a eine zu n prime Zahl. Dann bestehen die samtlichen Eon- 
gruenzen (10); bedeutet daher ^(n) das kleinste gemeinsame 
Vielfache der Exponenten qp(p"), g>{gf)y 9>(f^), so wird 
oflFenbar auch jede der Eongruenzen 

aVW=l (mod.j?«) 

aVW = 1 (mod. 3^ 

aVW = 1 (mod. rr) 

und, da deren Moduln relative Primzahlen sind, endlich auch die 
nachstehende: 

(11) aVW = 1 (mod. n) 
erfallt sein. Hieraus folgt aber, da 
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(p(n) ^ (p{p^) (p(sf) (p(ry) ' " 

gewils ein Vielfaches von ^(n) ist, auch der verallgemeinerte 
Fematsche Lehrsatz: 

av(")= 1 (mod.n), 
so oft a prim ist gegen n. 

Setzt man m statt a und schreibt die Eongnienz als Gleichung: 

= 1 + nh, 

so erkennt man sogleich, dafs der unbestimmten Oleichnng 

mx — ny = 1 

durch die ganzen Zahlen 

Oendge geschieht. Dies gabe also eine^ schon Eap. 4c, Ende von Nr. 5 
erwahnte neue^ doch znmeist praktisch unbrauchbare Methode zur 
Auflosung dieser Gleichung. 

4. Man kann die Frage aufwerfen^ ob auch der Fermatsche 
Satz umgekehrt werden darf und somit^ wie der Satz von Wilson, 
fiir Primzahlen charakteristisch ist. Diese Frage ist jedoch zu ver- 
neinen, wie ein einfaches Beispiel zeigt (s. Lucas, theor, des nombreSy 
p. 422). Fiir den zusammengesetzten Modulus n = 73 • 37 bestatigt 
man bald die beiden Eongruenzen 

2^ = 1 (mod. 37) , 2» = 1 (mod. 73) , 

aus deren letzter umsomehr 2^ = 1 (mod. 73) und deshalb auch 

2^=1 (mod. n) 

folgt. Nun ist aber w — 1 «= 36 • 75, aus der voraufgehenden Eon- 
gruenz geht mi thin auch die folgende: 

2^-^ = 1 (mod.n) 

hervor, also darf man den Schluls nicht ziehen, dafs, wenn far eine 
gegen n prime Zahl a die Eongruenz a""^ = l (mod. w) erfaUt ist, 
n eine Primzahl sei. Gleichwohl lafst sich in geeigneter Weise eine 
Umkehrung des Fermatschen Satzes formulieren. 
Gesetzt namlich, es sei 

(12) a«-^ = l (mod.n), 

so sind zwei Falle moglich: 

entweder ist die (n— 1)*® Potenz von a die niedrigste, welche, 
durch n geteilt, den Rest 1 giebt; dann ersieht man leicht, dais n— 1 
ein Teiler von if(n) und folglich auch von 9>(w) sein mufs. In der 
That: andernfalls ware ^(w) =- g • (w — 1) + r, wo der Rest r positiv 
und kleiner als n — 1 ware; also fande man, da gleichzeitig 

a"- 1=1, aV(«) = a9(»-i).a'"= 1 (mod. n) 
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ist, auch a*" — 1 (mod. w) gegen die iiber n — 1 gemachte Annahme; 
hieraus; wie unmittelbar aus der letzteren, folgt dann aber 

n-l^g)(n) 

oder yielmehr, da qp (n) nicht ^ n sein kann, 

w~l = <)p(w), 

was nur fat eine Primzahl n der Fall ist; 

oder die (n — 1)** Potenz von a ist nicht die niedrigste, welche, 
dnreb n geteilt^ den Rest 1 lafst; dann sei a'^ diese letztere Potenz; 
aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Eongmenzen a*^ = 1 und 
a**""^= 1 folgt alsdann mittels ahnlicher Scbltisse wie zuvor, dafs d 
ein Teiler von w — 1 sein muTs. 

Hiemach lafst sicb folgender Satz aussprechen (Lucas a. a. 0. 
p. 441); der als die richtige Umkebrung des Fematschen anzu- 
sehen ist: Ist a*— 1 teilbar durch n filr a? = n — 1, aber filr 
keinen Wert von x, der in n — 1 aufgeht^ so mufs n eine 
Primzahl sein. 

Z. B. findet man, wenn a = 3 und n = 2^* + 1 65537, also die 

iPotenzen 1, 2, 2« 2», . . . 2« 

die einzigen Teiler von n — 1 sind, dafs erst 

3«'' = 1 (mod. 65537) 

wird; sonach ist 65537 eine Primzahl. 

5. Nach dem Fermatschen Satze ist, wenn p eine Primzahl ist, 
fiir jede durch p nicht teilbare Zahl a 

^p-i ^ 1 (mod. ^>). 

Jacob i hat (Joum, f. Math. 3, 1828, p. 301) zuerst Falle angegeben, 
in denen diese Eongruenz fttr eine der Zahlen a = 1, 2, • • • p — 1 
auch (mod. p^) erfQllt ist. Dies fahrt darauf, den Rest der ganzen Zahl 

P 

in Bezug auf den Modulus Py oder die durch die Eongruenz 
(13) aP-'' = l+p-q(a) (mod. p^) 

filr jedes zu p prime a definierte Funktion q(a) (mod.jp) zu 
untersuchen. Eisenstein hat solche Untersuchung begonnen (Berl. 
Monatsber, 1850, p. 41), spater folgten ihm Stern {Jotmi. f. Math. 
100, 1887, p. 182) und Mirimanoff (ebendas. 115, 1895, p. 295), 
nachdem schon Sylvester (Par. C. B. 52, 1861, p. 161) eine Reihe be- 
zUglicher, teilweise der Verbesserung bediirftiger Satze angegeben hatte. 

Zunachst ist ofiPenbar, dafs q{a) (mod.jp) ungeandert bleibt, wenn 
a durch eine (mod.^)*) kongruente Zahl ersetzt wird, in Zeichen: 

<1^) 2 (a + JP'^) = q (a) (mod. p) . 
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Da femer 

d. i. = a'" 1 _ |> . ^ . aP- 1 (mod. 

ist, wo man dnrch den socius von a ersetzt zu denken hat, so 
findet sich wegen (13) 

{a+pzy-'^\+p[q{a)^-^) (mod.j?>) 

d. i. 

(15) ff(a + P^) = g(«)-^ (mod. J?). 

Ist femer auch h eine durch p nicht teilbare Zalil^ sodals 
jp-i = 1 +|, . g(ft) (mod. p*) 
zu setzen ist^ so findet man 

{aiy-^ = 1 +l)(g(a) + 3(6)) (mod.i>») 

und folglich 

(16) 2 (aft) = J (a) + g (6) (mod. p) . 

Die letzten beiden Formeln (15), (16) gestatten, um all- 
gemein q{a) zu finden, sich^ wenn man will^ auf solche Ar- 
gumente a zu beschranken, welche Primzahlen <J9 sind. 

Bevor zu solcher Bestimmung weiter forl^eschritten werden soil, 
sei bemerkt^ dafs zum Stattfinden der Kongruenz 

a**-^- 1 (mod.y) 

offenbar die Bedingung g (a) = (mod. p) notwendig und hinreichend 
ist. Um daher samtliche vorbandenen Wurzeln der Kongruenz 

(17) xP'^ = \ (mod.j)«) 

zu finden, setze man x^a+pe (mod.jj'), wo a irgend eine der 
Zahlen 1, 2, 3, • • • (jj — 1) bedeutet; soil eine solche Zlahl x der Kon- 
gruenz genugen, so mufs 

q{x) = q{a+pB) = q{a)--^^0 (mod.i>) 

d. i. jgr = aq (a) (mod. p) und folglich 

(18) x = a + pa - q(a) (mod. p^) 

sein. Ist umgekehrt x eine Zahl dieser Form^ so folgt 

1 = aP- 1 + jp (|> — 1) a'^- 1 . g (a) (mod. p^) 
d. i. wegen (13) einfacher 

xP-^=l +P'q{a)—p'q(a){l +p-q(a)) = l (mod.j)«). 

Somit giebt die Formel (18) samtliche Wurzeln der Kon- 
gruenz (17), wenn man ffir a samtliche Zahlen 1, 2, 3, •••(p— 1) 
setzt Diejenigen a, fttr welche q(a) = (mod.jj), liefem die von 
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Jacob! betrachteten Falle; bis znr Primzahl 37 bin finden sich so 
die F&lle: 

jp-11^ a -3,9 
l>»29, a — 14 
jp = 37 , a « 18 . 
Wir gehen nnn aus Yon der Binomialentwicklung 

(19) (i+uy^i + i-u +g^u> + ^(^7.^)^^3'-^) u» + > - • 

J)(j)-l)(i?-2)...(l)-(l)-2)) . .p _ 1 , . 
1-2-8 ip—l) 

Yersiebt man ancb femer allgemein unter ~ den socius von m (mod.p), 

so lafst sich die vorige Oleichung als Eongruenz (mod.|)*) folgender- 
maljsen scbreiben: 

(l+uy^l+pu-Pf + ?f + W (mod. jp«), 

woraus sicb dann ergiebt 

(20) ^ -r V T _ + __(mod.p). 

Setzt man in dieser Eongruenz f&r u der Reibe nach 1^ 2^ 3, • (a— 1) 
ein und addiert die so entstebenden Eongruenzen^ so erbalt man 

(21) ^ 

= 5,(a-l)-i-S.(a-l)+|5,(«-l).— 

wenn unter (a — 1) die Summe der Potenzen der Zablen 
1, 2, 3, • • • (a — 1) yerstandeu; also 

(22) S,(a-l) = l* + 2* + 3* + ... + (a-l)* 

gesetzt wird. Diese Formel gestattet, jederzeit die Funk- 
tion q(a) zu berecbnen^ denn offenbar ist 

(23) ^a-qia) {mo±p) . 

Eine zweite^ abnlicbe Formel erbalt man ausgebend von 
der Entwicklung 

(u^iy ^ UP ^up-' + ^^^f^uP'^ 1, 

welcbe (mod.j?^ aufgefalst^ zu der folgenden Eongruenz f&brt: 

m '-"'7'""' -'T^'-("'-+'y+-+,---T) ("""-"^ 

und, indem man bierin u successive gleicb l,2;3;...a setzt, die 
Formel: 

Baohmann, niedere Zahlenthoorle. I. 11 
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(25) ^s5,_i(a) + i-5,_,(a) + ...+^S,(a) (mod.j,) 

erschliefsen lafst. 

6. Besonders einfache und bemerkenswerte Beziehungen 
ergeben sich aus diesen allgemeinen Formeln, wenn a^2 
gewahlt wird. Urn sie zu erhalten, schicken wir zwei ein- 
fache Bemerkungen vorauf. 

Da die Zahl x ist, welche der Eongruenz mx = 1 (mod. p) 

genilgt, und ^ ^ ^ die Zahl y, fiir welche (p — m)y = l (mod. p) 

iBt, so zeigt sich sogleich durch Addition und Subtraktion dieser 
beiden EongruenzeU; dafs 

(26) m(x-y) = 2, m(x + y) = (mod.j>) 
ist, Eongruenzen, aus deren zweiter die Beziehung 

hervorgeht. Setzt man hierin f&r m der Reihe nach 1, 2, 3, 
und addiert die Resultate, so findet man die Formel 

(28) i + J- + ... + -l_^0(mod.i,), 

die ttbrigens auch aus (24) entsteht, wenn u » 1 gesetzt wird. Femer 
lafst sich die erste der Eongruenzen (26), jenachdem m ungerade 
oder gerade ist, folgendermafsen schreiben: 



2 



2 -(^-y)-! 

(p-f)(y-x)=l 
und ergiebt entsprechend: 

(m ungerade) — 



(mod. p) 



m p — m P + m ' 

(29) , 1 \ 

(« gerade) + = -. 

In Anwendung dieser Resultate auf den Ausdruck 

(30) + + + 

findet sich zuerst filr den Fall, dafs p^4g + I ist, durch Addition 
der Formeln (29) filr m = l,3, resp. fiir m-2,4, ...?:=-i, 

dafs jener Ausdruck (mod.j?) dem folgenden: 



Digitized by 



Die S&tze von Fermat and von Wilson. 163 



P+1 ^ P+1 
2 2 

kongruent ist. Dasselbe findet sich^ falls p^4g+S ist^ wenn man die 

Pormeln (29) fttr w = 1, 3, • • -—^y reap, far m - 2, 4, • • • 

bildet und die Reaxdtate addiert. Anf solche Weise gelangt man 
also allgemein zn der femeren Beziehung: 

(31) l_4 + i....__i_^_±^ + _±^ + ... + _i^(xnod.i,). 

2 2 

Leicht aber tiberzeugt man sich, dafs in der letzteren die Eon- 
grnenz sogar durch Gleichheit ersetzt werden kann. Denn^ addiert 
man zur Qleichheit 

^22 

beiderseits - — t* so kommt zunacbst 

2^8 4 8^4' 

hieraus folgt 

2"^d 4'^6 6"^4'^6"^6' 

femer 

1-14.1-1 + 1-1 + 1-1 = 1 + 1 + 1 + 1 

^ 2^8 4^6 6^7 8 6^6^7^8 

u. 8. w.; bis man znr Gleichheit 

(32) i_i.+ |...__L^--^ + ^ + ... + ^ 

2 2 

gelangt^ die hiermit sogar allgemeiner, als die Eongmenz, ftir jede 
ungerade Zahl p als giltig erwiesen ist. 

Nnnmehr fliefst zunachst nnmittelbar aus (21) ftir a » 2 die 
Beziehung: 

(33) + ^(mod.j,), 

welcher man der letzten Formel zufolge auch die Gestalt geben kann: 

(34) ^-^ + ^ + ---+^(-od.P). 

2 2 

eine Beziehung, von welcher wir bereits am Schlusse des vorigen 
Eapitels Gebrauch gemacht haben. Addiert man aber zu (33) die 
Eongruenz (28), so ergiebt sich die Formel 
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(35) ?!:l=ll^i + | + i. + ... + _L_(mod.p), 

welche munittelbar die Funktion q(2) (mod.j9) berechnen lehrt. 

Sylvester hat a. a. 0. noch andere Ausdrtlcke f&r denselben 
Quotienten gegeben, zu denen man nach Stern's Yorgange durch die 
Binomialentwicklnng ftlr (1 + iy^, wo i = Y--1 gedacht ist, gelangen 
kann. Man findet namlich zunachst 

p = 2t - — + y — + 2t'P-' (mod. p). 

Nun heben sich aber rechts je zwei Glieder mit geraden Exponenten, 
wie — , — 2 — gegenseitig auf, wahrend je zwei Glieder mit un- 

geraden Eiponenten, wie 2i und 2i*P-* einander gleich sind, so- 
dafs sich 

^ 2 . 2t (1 - -3 + ^- . . . T -3:1) (mod. p) 

ergiebt, wo das obere oder xmtere Vorzeichen gQt, jenachdem p 
gleich 4js+1 oder gleich 4jer + 3 ist. Da aber je nach diesen Fallen 

(l + i)«P-_ 1 _i«P_2iP = ±2i(2^-i-l) 

gefanden wird^ so darf man schreiben: 

(36) ± ^ 2 (1 -I + 1- . . T^) (mod. jp); 

die oberen und unteren Vorzeichen rechts und links korrespondieren. 
Unterscheidet man hier die beiden Falle p==4:gf+l und jj = 4jef + 3, 
denen sie resp. entsprechen^ so kann man noch andere AusdrQcke f&r 
q(2) herleiten^ wie wenigstens ftir den ersteren Fall noch gezeigt 
weitlen mag. Wird in diesem die doppelt genommene Kongruenz 
(28) zu (36) addiert, so kommt 

da aber nach (27) 

l + -L- = 0, i.4--J_ = 0, ... 

' p — 1 ' 6 ' J) — 6 ' 

ist, so erhalt die vorige Kongruenz die einfachere Gestalt: 

(37) ?!::^^2(^3+^,+^+^+...+i+l+| + 1) (mod.p), 

in welcher sie von Sylvester angegeben worden ist. Ein anderer, 
von demselben Mathematiker, aber ungenau mitgeteilter Ausdruck 
ergiebt sich aus (33), wenn man bedenkt, dafs 
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1 2 ^ «-2 — 



ist; so geht namlich daraus die Eongraenz 

(38) ^ p ^ = + ^ ± 7£r 

2 

heryor^ in welcher wieder das obere oder untere Yorzeichen zu nehmen 
ist, jenachdem p ^4js + 1 oder p ^ 4jg + S ist. 

7. Die allgemeinen Ausdriicke, welche Mirimanoff fiir die 
Funktioii q(a) gegeben hat, sind yon den yorher ermittelten sehr 
yerschieden und fliefsen auch aus einer durchiius anderen Quelle 
als sie. 

Wir bemerken zuyorderst, dafs es nach dem Fermatschen Satze 
fQr jede nicbt durch p teilbare Zahl a eine Potenz giebt, welche, 
durch p geteilt, den Rest 1 lafst. Ist die (p — 1)** Potenz die 
niedrigste Potenz dieser Art, so nennt man a eine primitiye 
Wurzel (mod. p); andernfalls sei diese niedrigste Potenz; man 
flberzeugt sich dann aus dem gleichzeitigen Stattfinden der beiden 
Eongmenzen 

aP- * = 1 , a^ = l (mod. p), 
wie in Nr. 4, dafs d ein Teiler yon p—1, also ^-j^ = e eine ganze 

Zahl ist; den Exponenten d nennt man den Exponenten, zu 
welchem a (mod^p) gehort; jede primitiye Wurzel (mod.p) gehort 
mithin zum Exponenten p — 1. Der Grundeigenschaften der Funktion 
q(a) wegen dttrfen wir uns, wie schon bemerkt, auf den Fall be- 
schranken, dafs a eine Primzahl <p sei, und wir halten diese An- 
nahme im Folgenden fest. 

a**— 1 

Dies yoraufgeschickt^ betrachte man den Quotienten — ^ — , welcher, 
als eine Zahl im ZifPemsysteme mit der Basis a dai^estellt, die Form 

(39) « + ^a*i + e^a*. + . . . + ^^a*^ 

haben wird, wo die Eoeffizienten a^fCc^fCc^, ... cc^ Zahlen der Heihe 
1, 2, 3, ... (a — 1) sind, die Exponenten aber wachsende positiye ganze 
Zahlen bedeuten, sodafs 

h<h<"'<K<<i' 
Aus der aufgestellten Formel zieht man zunachst den Schlufs: 

wo fii eine positiye, zu a prime ganze Zahl bezeichnet; da die 
Eongruenz 

(40) xp+1^0 (mod. a) 
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nur eine einzige Worzel hat, ist offenbar cc^ der kleinste positive 
Rest dieser WurzeL Nun ergiebt sich aus (39) ferner: 

(41) « A + !>«! + p(a,a*^-*« + • • • + «««*""*«) 
und folglich 

wo wieder fi^ positive ; zu a prime ganze Zahl bedeatet und 
der kleinste positive Rest der Wurzel der Eongruenz 

xp + fii = (mod, a) 

ist. Die Oleichung (41) geht dadurch Uber in die folgende: 

^^-"^ -§i+P(^ + l>(a5a*^"- *^ + • • • + «^a*""**) 
und liefert eine neue Gleichung 

+ A = a*^-** • A 
u. s. w., bis man auf eine letzte Oleichung dieser Art: 

+ = 

gefiihrt wird. Setzt mam also noch 

(42) Co = Ai, ei-Jc,-ki, c, - - A^, • • •, e, - d - X;,, 
sodafs 

(43) c„ + Ci + €i + • • • + c, = d 

wird, 80 zieht man aus der Gleichimg (39) nachstehendes System 
Ton Gleichungen: 

(■44') 



welches man auch direkt aufstellen kann, wenn man, ausgehend von 
der EongrueDz (40), allgemein mit cc^ den kleinsten positiven Rest 
der Wurzel der Eongruenz 
(45) xp + Pi = (mod. a) 

und mit fii^^ den Quotienten aus a^p -f fit und der hochsten darin 
aufgehenden Potenz von a, unter fi^ endlich die 1 versteht. Hier- 
nach sind die Zahlen 1, /S^, /S,, . . . /I^ positiv, prim gegen a, und 
auch kleiner als p] denn, gilt letzteres schon von so folgt - 

^'•'A+i - ^iP + Pi^(a-l)p+p-l< ap, 

umsomehr also auch /S^^j <p; da nun fio^ 1 <Pf so folgt /Jj <p, 
also auch /S, <jp, u. s. w. fort. Man schliefst ferner aus den Glei- 
chungen (44) die Eongruenzen 
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. A = 1, a'.+'. • A ^ 1, . . ., a^+"+ • p.^^ ^ 1, . . . (mod.i>) 

und demnach haben die Zahlen Pi, fi^y - - - fi^ ^^^^ weitere 
EigeDschaft, dafs fdr jede derselben eiiie Eongruenz a* - p.= l oder 
anch; indem man d — h^Tc setzt^ eine Eongruenz jS^ = a* (mod. p) 
erf&llt ist. Sie sind daher auch yerschieden. 

Wir zeigen endlich, dafs die Zahlen ^, Pi, • - > fin 
positive, zu a prime Zahl P<Py welche einer Potenz von a kon- 
gment ist (mod. p), nnter sich enthalten. In der That, sei p = a^ 
oder a*/}= 1 (mod.jp), so kann man schreiben: 

a^P^l+pN, 

wo N eine durch a nicht teilbare ganze Zahl ^ bedeutet; f&r 
jr=0 wiirde, die Behauptnng bestatigend, jS = 1. Sei also N>0, 
fiQ der kleinste positive Best von ^(mod. a); dann kann man setzra: 

a^P^l+pn^+par^N,, 

wo c(ie ganze Zahl ^ und durch a nicht teilbar ist. Da hier- 
nach l+pn^ durch a aufgeht, mufs nQ = c^, 1 +pn^=-a^-/Ji sein, 
und die vorige Gleichung nimmt die Qestalt an: 

a*/} = o^/J, +pa'^N^. 

Ware N^^ » 0, so er^^be sich e^, p^ p^, der Behauptung ent- 
sprechend. Man nehme also positiv an. Dann kann h nicht 
sein, denn sonst ware — was alles gegen die Yoraussetzungen ist — 
P durch a teilbar, oder > p, oder teilbar durch a, jenachdem 
h<m^y h^m^, &>fi»i gedacht wird. Ebensowenig kann h^e^ 
sein, da sonst m^^h sein milfste, womit P>p w&rde. Ist demnach 
h> e^, so mufs, da p^ prim gegen a ist, sein und die obige 

Gleichung nimmt die Gestalt an: 

a^-^'P^P^+pN,, 

und giebt, falls der kleinste positive Rest von (mod. a) ist, 
die andere: 

a*-o . /S = ft + pn^ + par^ • J^,, 

unter wieder eine ganze Zahl ^ verstanden, welche prim ist 
gegen a. Aus letzterer Gleichung schliefst man nun genau wie zuvor, 
dafs Wi = , also ft + pn^ ^ - p^ und entweder h — 6^ = d. h. 
A a- + 6^ und P Pf ist, wie es der Behauptung entspricht, oder 
dafs A > 6^ + ^ seui mufs, in welchem Falle dann die Betrachtung 
in gleicber Weise fortgesetzt werden kann. Da aber die Reihe der 
Zahlen e^y ^ + ^ + ^ + • • bis zur Zahl 

^ + + |-«n-^ 

aufsteigt, welche ist, so mufs endlich p mit einer der Zahlen 
l,ft,ft, ...jS^ identisch sich ergeben, w. z..b. w. 
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Nach Feststellung dieser Eigenschaften der letzteren Zahlen be- 
merke man nun^ dafs nach (15) 

qi^iP + = - (raoA.p) 

und nach (16) 

A+i) = . q{a) + gr(ft^O (mod. p) 
ist; wegen (44) also ergiebt sich 

iifid - J = «r « («) + (mod. p)y 

und, wenn diese Gleichung flbr alle Werte des Index i = 0, 1, 2, . . . n 
gebildet und die entstehenden Formeln addiert werden, mit RUcksicht 
auf den eyidenten Wert 

2(|8o) = «(/J,+i) = 2(l)-0 
die folgende Eongruenz: 

oder wegen (43) und da d6=jp — 1 = — -1 (mod. p) ist, diese andere: 



(46) 



in welcher die Summation auf alle Zahlen /),., d. h. auf alle 
Zahlen der Beihe 1, 2, 3, . . . p — - 1 zu erstrecken ist, welche 
prim gegen a und einer Potenz von a(mod.p) kongruent 
sind, wahrend dann jedesmal der kleinste positive Best 
der Wurzel der Eongruenz (45) ist 

Man findet z. B., wenn p » 13, a 3 gewahlt wird, d =- 3, 
6 4; femer ist bereits 

2.13 + l-3».l, 

also reduziert sich die Beihe der Zahlen 1,/}^, . . . j3„ auf die erste 
derselben /J^ = 1 , welcher <Xq = 2 entspricht; nach (46) ist mithin 

g(3) = 4.y = 8 (mod.13). 

In der That ist 3" - 1 - 531440 und 

8"~1 



18 



40880 = 8 (mod. 13). 



Wahlt man dagegen p « 23, a «= 2, so ist « 11, 6 — 2, die 
Beihe der Oleicbungen (44) wird diese: 
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1 • 23 + 1 = 2» • 3, 
1-23+ 3-21-13, 
1.23 + 13 = 2»- 9, 
1-23+ 9- 2» . 1, 
ferner ergeben sich die Werte 

^^16, 1=18^64 (mod. 23), 

mithin nach (46) 

g(2)^2(l + |- + l + l) 

= 2(1 + 8+16 + 64)^2.89 = 17; 
in der That ist 2" - 1 « 4194303 also 

= 182361 = 17 (mod. 23). 

Igt — also a primitive Wurzel (mod. jp), so ist, wie 

spater gezeigt werden wird, jede der Zahlen 1, 2, 3, . . — 1 einer 
Potenz Yon a(mod.jp) kongraent: In diesem Falle erstreckt 
sich also die Summation in der Formel (46) auf alle Zahlen 
der Reihe 1, 2, 3, ... — 1, welche prim sind zu a, Man darf 
sogar, wenn man will, sie auf die ganze Reihe dieser Zahlen aus- 
dehnen, da, so oft p^ eine durch a teilbare Zahl der Reihe 1; 2, 3, ...p—l 
bedeutet, die kleinste Zahl a,, fUr welche aj|) + j8j = (mod. a) wird, 
a^=^0 ist, das entsprechende Glied der Summe (46) also yerschwindet. 

Insbesondere nimmt hiemach die Formel (46) in dem Falle, wo 
a = 2 eine primitive Wurzel (mod.jp) ist, die Gestalt an: 

(47) g(2)^l + i. + i- + ... + -i^ (mod.^,). 

Dies ist z. B. der Fall f&r p 11, wo dann 

4-^4, i-^9, 1^8, 1 = 5 (mod. 11) 

also 

q(2) = 1 + 4 + 9 + 8 + 5 = 5 (mod. 11) 
gefnnden wird, und in der That ist 

2i« - 1 - 1023 also - 93 s 5 (mod. 11). 

Man sieht, dafs die Formel (47) durchaus mit der Mher nach Stern 
hergeleiteten Formel (35) dbereinkommt; aber es ist bemerkenswert, 
dafs wir sie aus der Mirimanoff'schen Formel (46) nur unter der 
Yoraussetzung gewannen, dafs 2 eine primitive Wurzel (mod. j?) seL — 
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8. Wir kntlpfen nun wieder an den Wilsonschen Satz an. 
Gaufs hat zwei Beweise desselben gegeben; den ersteren, der aus 
der allgemeinen Theorie der binomisclien Eongruenzen fliefst (Disqu. 
Ar, art. 76), bertQiren wir spater (Kap. 7, Nr. 7); der zweite, sehr 
einfache Beweis (art. 77) berubt auf der Theorie der ,,a880ciierten 
Zahlen (socii)'', die Gaufs anch dazu gefdhrt hat, diejenige Yerall- 
gemeinerung des Satzes zu geben, in welcher er fOr jedweden Mo- 
dulus giltig ist. Der so Terallgemeinerte Wilsonsche Satz 
sagt aus: Das Produkt der Zahlen, welche <n und prim 
gegen n sind (allgemeiner: das Produkt aller Zahlen, die 
ein reduziertes Restsystem (mod. n) bilden), ist kongruent 
— 1 (mod. n), wenn n = 4 oder eine Primzahlpotenz ode^ 
das Doppelte einer solchen, 2p', ist, in jedem andern Falle 
ist es kongruent +l(mod. n). (Gaufs, D. A. art. 18). Nach 
den Gaufs schen Andeutungen ist der erste Beweis dieses allgemeineren 
Lehrsatzes von Brennecke (Joum. f. Math. 19, 1839, p. 319) ge- 
liefert worden (s. auch A. L. Crelle, ebend. 20, 1840, p. 29); in 
ahnlicher Weise wie Jener gab ihn spater E. Sobering {Ada Math. 1, 
1883, p. 153). 

Man bedarf ftir die Gaufsche Beweismethode einer vorlaufigen 
Untersuchung dber die Anzahl der Wurzeln, welche die quadratische 
Kongruenz 

(48) = 1 (mod. n) 

zulaXst; nennen wir sie %{n). Eine Wurzel hat diese Kongruenz 
augenscheinlich immer, namlich die Wurzel x^l (mod. n). Um 
%{n) allgemein zu bestimmen, unterscheiden wir yerschiedene FaUe. 

1) Sei n » Potenz einer ungeraden Primzahl p. Soil nun 
x^=\ (mod. p^) d. h. a;* — 1 = (a? + 1) {x — 1) teilbar sein durch p*, 
so miissen sich die a Faktoren p so auf die beiden Faktoren a; + 1 
und X — \ Terteilen, dafs deren Produkt sie samtlich enthalt; aber 
gleichzeitig konnen a; + 1, x — \ nicht durch p aufgehen, ^ die 
Di£Perenz 2 dieser Ausdriicke es nicht thut, also muls entweder 
x—1 oder a? + 1 durch p^ aufgehen, und somit findet man flir die 
Kongruenz 

(49) x^^l (mod.i)'') 
nur die zwei Wurzeln 

(49») x = l (mod. i?«) ; x = - 1 (mod. pf) 

folglich 

(49*) z(l'")-2. 

2) Ist n • 2, BO wird die Kongruenz 

(50) x*=\ (mod. 2) 
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durch keine gerade^ aber durch jede ungerade Zahl erfUUt, welche 

Zahlen nur die einzige Worzel 

(50») X = 1 (mod. 2) 

bilden^ man hat mithin 

(50*) Z(2)-1. 

3) let di^egen n 4, so wird zwar wieder die Eongruenz 

(51) = 1 (mod. 4) 

durch keine gerade^ dagegen durch jede ungerade Zahl erfUlt, da fUr 
a; =» 2i5 + 1 sich a;* = 4j?* + 4if + 1 = 1 (mod. 4) ergiebt, aber die 
letzteren haben entweder die Form 4js + 1 oder 4.6? + 3, bilden 
mithin zwei Wurzeln: 

(51») x=l (mod. 4); a; = 3 (mod. 4) 

und man findet 

(51") z(4)-2. 

4) Ist femer n » 2*, ^ ^ 3^ so mtlssen, damit 

(52) x^ = 1 (mod. 2*) 

oder a?* — 1 «= (a; — 1) (a;+ 1) durch 2* teilbar sei, die h Faktoren 2 
sich auf die beiden Faktoren a; — 1; a; + 1 verteilen; da aber deren 
Differenz gleich 2 ist^ so miissen beide Faktoren gerade^ einer von 
ihnen durch 2^, der andere durch 2*~^ teilbar sein, entweder ist 
demnach a: =- 1 + 2*~*y oder a: — — 1 + 2*~*y, daraus folgen aber, 
da y gerade oder ungentde sein kann, vier Wurzeln der Eongruenz: 

r52»^ a; =1 (mod. 2*); « = - 1 (mod. 2*); 

' a;=l + 2*-i(mod.2»); a; = ^ 1 - 2*- ^ (mod. 2*) ; 
mithin ist: 

(52") X(2*) = 4. 

5) Wenn endlich n eine beliebige ganze Zahl, also 

(53) n-2*jp«g*r«... 

ist, wo l>; ^, . . . verschiedene ungerade Primzahlen, a, ft, c, . . . 
positive ganze Zahlen, k Null oder eine positive ganze Zahl bedeuten, 
so kann 

(54) a? = 1 (mod. n) 

nur statthaben, wenn x jede der einfacheren Eongruenzen: 

(55) x^ = 1 (mod. 2*) 

— wenn * — ist, fSllt diese Eongruenz fort — 

a?*= 1 (mod. I?**), 
(55) a;» = l (mod.j*), 
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erftillt; aus jeder Losung a; ^ | (mod. n) von (54) ergiebt sich abo 

(56) 1 = A(mod.2*), g = a(mod.i}«), | = /J(mod. g*), . . 

wo X, a, p, , , . je eine Wnrzel der Eongruenzen (55) bezeichnen. 
Bestimmt man umgekehrt ftir irgend eine Eombination solcher 
Wnrzeln I, a, fi, . . . eine Zahl | durch die Eongruenzen (56)^ was, 
da die Moduln der letzteren zu je zweien relativ prim sind, nach 
Eap. 3, Nr. 8 eindeutig geschehen kann, so bestehen f&r x = ^ gleich- 
zeitig die Eongruenzen (55) und folglich wird auch die Eongruenz 
(54) erfiillt. Da endlich die durch (56) fQr verschiedene Eombi- 
nationen von Wurzeln A, a, . . . bestimmten | nach der eben an- 
gefuhrten Stelle (mod. n) inkongruente Werte sind, so hat ersichtlich 
die Eongruenz (54) genau soviel Wurzeln , als die Anzahl dieser 
Eombinationen von Wurzeln der Eongruenzen (55) betragt. Somit 
findet sich 

(57) ZW-X(2*)-Z(1>'')-X(3*)--- 

und hieraus mit Rucksicht auf die voraufgeschickten einfisu^heren Falle 
das allgemeinere Resultat: 

Ist 3t die Anzahl der verschiedenen ungeraden Prim- 
faktoreu; welche in n aufgehen, so ist die Anzahl der 
Wurzeln der Eongruenz (54) 

x(»)=-2^, wenn ft = oder 1, 

(58) X{n)^2''^\ wenn A; - 2, 
;c(n) = 2''+^ wenn Jc>2. 

9. Dies Yorausgeschickt, sei nun • • • v^g>(n), 

irgend ein reduziertes Bestsystem (mod. n). Bezeichnet r ein be- 
liebiges Glied desselben, so hat die Eongruenz 

rx=l (mod. n) 

eine, aber auch nur eine Wurzel, bestimmt also eindeutig eine, eben- 
falls dem reduzierten Restsjsteme angehorige Zahl s derart^ dafs 

rs = 1 (mod. n) 

wird. Diese Zahl s kann nur dann gleich r sein, wenn r eine Wurzel 
der Eongruenz (54) ist; scheidet man demnach die x(n) Wurzeln der 
letzteren, die offenbar samtlich zu n prim sind, aus dem reduzierten 
Restsjsteme aus, so lassen sich die dbrigen Glieder desselben paar- 
weise zusammenfassen in der Weise, dafs das Produkt eines jeden 
Paares kongruent 1 (mod. n) wird. Mithin ist g>(n) — % 
gerade Zahl, welche 2d heifse, und es resultiert eine Reihe von 
6 Eongruenzen, wie folgt: 
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(59) ^2^2 = 1 



(mod. n). 



Ist andererseits r eine Wurzel der Kongruenz (54), so ist auch 
rc = — r eine und zwar von der erstem verschiedene Wurzel derselben; 
in der That sind die Wurzeln der Eongruenzen (55) paarweise ein- 
ander entgegengesetzt*), und den beiden Worzelkombinationen 

I, a, p, . . 
-A, —a, — ^, . . . 

entsprechen zwei, (mod. n) entgegengesetzte, verschiedene Wurzeln 
der Kongruenz (54), den einzigen Fall ausgenommen, wo = 0, 
1 also w =» 2 ist, von welchem wir absehen dtirfen. Ordnet man 
hiemach die, aus dem reduzierten Bestsjsteme vorher ausgesonderten 
Wurzeln dieser Kongruenz auch paarweise zusammen, so wie sie 
(mod. n) entgegengesetzt sind, also ein Produkt = — 1 ergeben: 

r (— r) = — = — 1 (mod. w), 

so stellt sich dem Systeme (59) von Kongruenzen ein anderes von 

£ = Y X Kongruenzen: 

r' s' = - 1 

(60) ^ ^ - ^ 



(mod. n) 



an die Seite, derart, dafs die samtlichen Zahlen r^,5i, . . . r^yS^, 
r\s'y.,M'\s^'^ das gesamte reduzierte Restsystem (mod, w) ausmachen; 
ihr Produkt wird mithin dem Produkte rj . . . . aller Glieder des 
letzteren kongruent sein. Durch Multiplikation der Kongruenzen (59), 

(60) in einander gelangt man daher zu der Beziehung: 

(61) r,r,.,.r,^{- 1)^^^*^ (mod. n), 

welche den verallgemeinerten Wilsonschen Satz zum Aus- 
drucke bringt. In der That ist, da von dem Falle n = 2 abgesehen 



*) Dies trifffc zwar fiir & « 1 d. i. fflr die Eongmenz ~ 1 (mod. 2) 
nicht ZQ, doch kann in diesem FaUe die Eombination 

1, -a, -P, . . . 

anch durch 

— 1, —a, — (J, . . . 
ersetzt werden, welche der anderen: 

durchweg entgegengesetzt iat. ' ' ^* 
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wird; nach den zuvor angegebenen Werten von x(n) der Exponent 

Y;^(n) ungerade nur in den Fallen i = 0, 1; jr =» 1 oder t =» 2, 

« = d. h. in den Fallen »=i>*, 2p^ oder 4; in alien tlbrigen Fallen 
ist er gerade; dies stimmt aber yoUig mit der Aussage des veraU- 
gemeinerten Wilsonschen Satzes tLberein. 

Auf eine andere, der schon erwahnten Ganfsschen Herleitung 
des einfachen analoge BegrQndung des verallgemeinerten Wilson- 
schen Satzes mittels der Theorie der binomischen Kongruenzen, welche 
Arndt (Jaum, f. Math, 31, 1846, p. 329) gegeben hat, kommen wir 
im Kap. 7, Nr. 7 zurflck. 

10. Ankntlpfend an seine Yerallgemeinerung der Enlerschen 
Funktion (p(n) (Eap. 3, Nr. 11) hat Schemmel einen Satz mit- 
geteilt, welcher den Wilsonschen Lehrsatz als einen besonderen Fall 
in sich enthalt, und L. Goldschmidt hat ihn zngleich mit den 
tlbrigen Schemmelschen Satzen bewiesen. Hier sei nnr ein inter- 
essanter Spezialfall jenes Schemmelschen Satzes hervorgehoben, um 
eine einfache direkte Herleitung dafUr zu geben; dieser besondere Satz 
lautet: Das Produkt derjenigen zu n primen Zahlen < n, 
welche, um 1 vergrofsert, wieder prim gegen n sind, ist 
kongruent 1 (mod. n). 

£s mag zuerst bemerkt werden, dafs der Modulus n hierbei als 
ungerade zu betrachten ist, denu ftlr einen geraden Modulus n giebt 
es Zahlen, wie der Satz sie voraussetzt, tiberhaupt nicht, da eine zu 
ihm prime Zahl ungerade, um 1 yermehrt also gerade d. i. nicht zu 
n prim sein wtirde. 

Femer leuchtet der Satz fOr einen Primzahlpotenz-Modulus n^]f 
unmittelbar ein, denn yon samtlichen zu primen Resten: 



1,2, 3,...p-l;i)+l,l> + 2,...2p-l;... 
...(p-^-l)l)+l, (l>-^-l)p + 2,...(ii--^-l)i>+i>-l, 



deren Produkt nach dem yerallgemeinerten Wilsonschen Satze kon- 
gruent ~ 1 (mod. p^) ist, gehoren nur die Reste 



nicht zu den Zahlen, yon denen der Satz spricht, und demnach mufs 
das Produkt der letztem kongruent -f 1 sein (mod. p*), wenn sich 
nachweisen lalst, dars dasjenige der Zahlen (62) kongruent — 1 ist. 
Hierzu bemerke man, dafs der socius jeder dieser Zahlen, welche die 
gemeinsame Form zp—\ haben, also diejenige Zahl fUr welche 
{zp — 1) a; = 1 (mod. p«) ist, oflfenbar dieselbe Form haben, also der 
Beihe (62) selbst angehorig sein mufs. Femer ist aber eine solche 
Zahl ep—1 dann und nur dann sich selbst associiert, also (j?p— 1)^= 1 
(mod.p*), wenn z durch p*"^ teilbar ist, was nur bei der letzten 



(62) 



l._p_l, 2p-l, Zp-\, ... p'-^ p-l 




Die S&tze von Fermat nnd von WilBon. 



175 



Zahl der Reilie (62) zutrifft. Also mnfs das ganze Produkt der 
Zahlen (62) dieser letzten yon ihnen (mod.p^) kongrnent also aach 
= — 1 (mod. ^ sein, w. z. b. w. 

Ist nun abc, das Produkt melirerer zu je zweien teilerfremder 
ungerader Zahlen, so giebt nach Kap. 3 Nr. 8 und 9 die Eongruenz 

(63) (f~ar + p8 + yt+'" (mod.»), 

in welcher r,s,tf.,. den Bedingungen gentlgen, dafis 

r = 1 (mod. a) , r = ^mod. ^ 
8=1 (mod. ft) , 8 = ^mod. 
t=l (mod.c), ^ = (mod.y) 



sei, samtliche Reste (mod. n), wenn man fOr a, p,y, , . . samtliche 
Reste (mod. a, b^c,., .) resp. setzt, und zugleich wird q dann aber 
auch nur dann prim gegen wenn fi, y, prim sind resp. gegen 
die letzteren Moduln. Insbesondere wird 

l = l.r+l-s+l-^+-- 

also auch 

p + l = (a+l)r + (/J + l)5 + (y+l)^+--- (mod.n) 

und Q + 1 dann und nur dann prim gegen n sein, wenn a + 1, 
+ I, y + 1, • ' • es sind gegen a, b, c, . . , resp. Hiemach wird q 
dann und nur dann einer der Reste (mod. n) Bern, wie sie in dem 
Schemmelschen Satze vorausgesetzt werden, wenn gleichzeitig 
a, /J, y, . . . derartige Reste (mod. a), (mod. 6)^ (mod. c), . . . resp. 
sind. Daher findet man aus (63) das auf die samtlichen bezeichneten 
Reste Q (mod. n) ausgedehnte Produkt 

nQ = {nay^ " (mod. a) 
(64) Hq = (77/J)« ■■ (mod. ft) 

nQ = {nyY^" (mod. c) 

; 

WO a, C; . . . die Anzahl der bezeichneten Reste a, fi^ y, . . , und 
IIo^ np, Ily, ... die auf sie ausgedehnten Produkte bedeuten. Werden 
also aybyC, als die Primzahlpotenzen angesehen, aus denen sich n 
zusammensetzt, so werden die letztbezeichneten Produkte zufolge- 
dessen, was voraufbemerkt worden ist, nach (64) also auch TIq in 
Bezug auf die Moduln a,byC, . . , kongruent 1, und da diese zu je 
zweien teilerfremd sind, auch 

IIq = 1 (mod. n) , 

w. z. b. w. 
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11. Wir fQgen noch einen Steinerschen Satz an (Joum.f. Math. 
13, 1835, p. 356), der gleichfalls den Wilsonschen, wenn auch nor 
als einen Folgesatz, nmschliefst. Die Methode, deren sich Steiner 
zur Herleitung seines Satzes bedient, beruht; wie die Lagrangesche 
Herleitnng des Fermatschen Satzes, den sie Toraussetzt, auf einer 
algebraisolien Identitat. Sind namlich • • • ^..i die Glieder 

ii^end eines reduzierten Restsjstems fClr den Primzanlmodulus |>, so ' 
ist identisch 

wird diese Gleichheit beiderseits mit a; — multipliziert, so giebt 
eine leicbte Umformung die neue Identitat 

X* = (x-r^)(X'-ri) + (ri +r,)(a:-ri) + \ 
deren Multiplikation mit a; — r, zur folgenden fQhrt: 

x'^{x- ri) (x - rg) {x ~ r,) + (r^ + + r,) {x - r^) (x - r,) 

+ (r,' + r,r, + r,^){x-r,) + r,\ 
u. 8. w., bis man endlich auf die nachsteliende kommt: 
xp- 1 = (a; - (x - r,) (x-r,)--(x- J 

+ + *•* + •■■»>- 1) •(« - («-»•»)•••(«- »-p - » ) 
+ (ri« + ri r, + r, r, + • ■ • + r* _j) • (a; - rj • • (z - r,_,) 

I 

+ (^-' + rf-'r, + . . . + rj-*) • {x - r,) ' 
oder, wenn 

X„ - (a;-ri)(a;-r,) ... (a?-rj 

gesetzt, und unter die Summe der Kombinationen aus je n 
der Zahlen r^, r,, . . . t^_^ mit Wiederholungen aber ohne 
Yersetzungen yerstanden wird, 

(65) x^-^ = + ^,X^_, + ^X,., + ... + J,.,X, + -4,.,. 

Hierin ist speziell A^_^^t^~^^, Setzt man nnn in dieser Identitat 
fiir X irgend eine durch p nicht teilbare ganze Zahl, so folgt, da nach 
dem Fermatschen Satze rr**"^, r^"^ den gleichen Rest (mod. p) 
lassen, f&r jede solche Zahl x aus (65) die Eongmenz 

(66) Z,^i + + ^8^ + ^2^ = (mod.1)). 

Wird mithin jetzt ftir a; ein yon yerschiedener Rest yorausgesetzt, 
so mufs X mit einer der iibrigen Zahlen >'2j • • . ^p-i z. B. mit 
kougment sein; f&r einen solchen Wert yon x geben daher die 
Fnnktionen X^_j, . . . den Rest Null, wahrend X^ (mod.jp) 

dayon yerschieden ist, und man schliefst alBo aus (66) -4^.2 = ^• 
Infolge dayon besteht f&r jedes zu p prime x die einfachere Eongruenz 

+ A + • • • + = ; 
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indem man den Rest von x von r^yV^ verschieden, etwa kongruent 
wahlt^ erschliefst man auB ihr -4^_j = 0, u. s. w., bis endlich auch 
JLi = gefanden wird. Somit ergiebt sich folgender Lehrsatz: 

Sind r^, r,, . . . r„ mehrere beliebige, zur Primzahl p teiler- 
fremde und nacb ihr inkongrnente Zahlen^ so ist die Snmme 
der Eombinationen zu je p — n dieser Zahlen mit Wieder- 
holungen aber ohne Yersetzungen teilbar durch p. 

Auf analytischem Wege hat Jacob i {Journ, f. Math. 14, 1835, 
p. 64) diesem Satze noch eine weitere Ausdehnung gegeben, und 
einen noch um&ssenderen Satz findet man in den Anmerkungen 
zu den neuestens erschienenen Vorhsungen uber Zahlentheorie von 
Kronecker, herausg. von K. Hensel, I, 1901, p. 504; .s. ferner 
K. Hensel, Archiv d. Math, u, Fhys. (3) 1, 1901, p. 319. ( 

Dem Steinerschen Satze zufolge nimmt die Identitaf ^6&), als 
Eongruenz betrachtet, die folgende Gestalt an: ^ 

(67) xP'^ - 1 = {x-ri)(x-r^) ' (x--r^_i) (mod.p). \ 

Das ist aber genau diejenige Eongruenz, deren sich Lagrange zur 
Herleitung des Fermatschen Satzes bedient hat. Setzt man in ihr 
X = 0, so entsteht der Wilsonsche Lehrsatz 

n^2--« = (mod.i?), 
den wir daher zugleich mit der Eongruenz (67) auf neuem Wege 
bewiesen haben. 

12. Zum Abschlusse der Betrachtung des Wilsonschen 
Satzes seien einige Bemerkungen mitgeteilt, denen ein 
mehr oder weniger grofses Interesse innewohnt. 

Ihm zufolge ist die Summe 

l-2-3...(i,-l) + l 

durch die Primzahl p, moglicherweise sogar durch eine hohere Potenz 
von p teilbar, aber es lafst sich nach Liouville {Jowm. de Math. 
(2) 1, 1856, p. 351) zeigen, dafs die Summe keine Potenz von^^ 
selbst, namlich nicht 

(68) 1.2.3...Cp-l) + l=i>* 

sein kann, sobald > 5 ; fur jp = 2, 3 dagegen findet die Gleichung 
statt, wenn A ~ 1, fiir jp = 6, wenn ft = 2 gewahlt wird. Fande sie 
aber sonst statt, so hatte man 

1 .2.3...(i>-~2)(i)-l)=i>*-l 

folglich 

1.2.3...(p-2)=i?*-i+i>*-« + ...+l)+l. 

Da p > 5 vorausgesetzt wird, finden sich unter den Faktoren des 
Produkts zur Linken die voneinander verschiedenen Faktoren 2 und 

f deren Produkt p — l demnach auch die rechte Seite teilen 

Baohmann, niedere Zahlentheorie. I. 12 
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mtifste; wahrend diese (mod. jp— 1) mit h kongruent ist. Folglich. 
mufste k dorch p — 1 teilbar und also mindesteus gleich p—1 sein; 
dami wfirde aber 1 • 2 • 3 • • • (jp — 1) nach (68) mindestens gleich 
pf*-^ — 1, wahrend es doch kleiner als {p — iy"^ d. i. <,pP'^ — l ist. 

Ganz dasselbe schliefst man unter der gleichen An- 
nahme p>5 ftir die Gleichung 

(69) (l.2.3...^)'+l=l,*; 

denn, schreibt man diese in der Gestalt: 



1.2.3. .^1.3 4 



2 2 jp — 1 ' 

so erschliefst man wieder ebenso, dafs Jc durch p — 1 teilbar, folglich 

sein mtlfste, obwohl es doch < (^-^Y * d. i. <^''-^ — 1 ist. Fur 

^ = 5 dagegen besteht die Gleichung (69), wenn man A = 1 setzt. — 
Wenn man im Wilsonschen Satze 

1.2.3...(i)-l) = -l (mod.p) 

je zwei Faktoren p — h zusammenfafst, deren Produkt = — ist, 
so nimmt er die andere Gestalt an: 

Da im Falle ^ «=• 4jer + 3 die rechte Seite dieser Kongruenz die 
positive Einheit ist, schliefst man sogleich, dafs in diesem Falle 

(70) 12.3.. ~^ = ± 1 (mod.!)) 

ist. Hierauf hat schon Lagrange gelegentlich seines Beweises des 
Wilsonschen Satzes aofmerksam gemacht, aber Lejeune Dirichlet 
hat zuerst (Journ. f. Math. 3, 1828, p. 407) die Frage gestellt, wie 
es zu entscheiden sei, ob das obere oder das untere Yorzeichen gelte. 
Da -f 1 stets ein sogenannter „quadratischer Rest'' von p (s. folgendea 
Kap.), dagegen — 1 fiir Primzahlen der vorausgesetzten Form stets 
ein „quadratischer Nichtrest" imd femer (s. daselbst Nr. 2) das Pro- 
dukt mehrerer Zahlen quadratischer Rest oder Nichtrest ist, jenach- 
dem unter ihnen sich eine gerade oder ungerade Anzahl quadratischer 
Nichtreste befindet^ so lafst sich die Frage leiclit dahin beantworten, 
dafs in (70) das positive oder das negative Vorzeichen ge- 
nommen werden miisse, jenachdem die Anzahl fi der quadra- 

tischen Nichtreste von p, welche < ~ sind, gerade oder un- 
gerade ist, in Zeichen: 

(71) 1.2.3...^ = (-1X (mod.^)). 
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Wie nun aber diese Beschaffenlieit yon festzustellen sei^ dafOr 
sind yerschiedene Regeln gegeben worden^ welche ihren Ausgang 
dayon nelinien; dafs zwischen der gedachten Anzahl und der Theorie 
^^der quadratischen Formen^'^ insbesondere der Anzahl der sogenannten 
^yEJassen solcher Formen'^ ein inniger Zusammenbang bestebt. Hier 
kann aof diese Regeln nur hingewiesen warden; 8. darUber Jacobi 
(Joum. f. Math. 9, 1832, p. 189), Liouyille sowie Kronecker (Joum. 
de Math. (2) 5, 1860, p. 127 und 267). 

Endlich macben wir noch eine Anwendung des Wilsonschen 
Satzes zur Erganzung einer frdheren Untersucbung (Eap. 2, Nr. 11). 
Dort baben wir die bocbste Potenz einer Primzabl p bestimmt, die 
im Produkte 1 • 2 • 3 • • • n als Faktor entbalten ist; ist sie p*, so ist 

— eine zu p prime ganze Zabl; man kann nacb dem Beste fragen, 

den sie (mod.p) lafsi Wenn aber 

n^pn'+r, n'^pn"^-r', n"^pn"'+r% 
gesetzt wird, wobei r, r', r" • • • <|) sind, so war 

Die durcb p teilbaren Faktoren des Produktes nl sind p, 2p, Sjp, . . . n'p^ 
ibr Produkt ist 1.2.3 ..n'!i>^, 

und, setzt man 

(72) n! = «'!i>^.-R, 

d. b. nennt man R das Produkt der tLbrigen Faktoren, so findet sicb 
letzteres mit 

[1.2.3...(p-l)]"'.1.2.3...r 

(mod.|>) kongruent, also nacb dem Wilsonschen Lehrsatze 

(72») B = (-l)»' r! {moA.p), 

Ebenso aber ist 

(73) n'\^W'\r" 

(73») li' = (- i)n" . r'l (mod.i)) 

(74) »"l - n'"l ^" ' K' 

{14?) = (- 1)-"' . r" I (mod. p) 



und durcb Multiplikation der Gleicbungen (72), (73), (74), . . . ergiebt 
sicb unter Berflcksicbtigung der Eongruenzen (72*), (73*), (74*), . . . 
die Eongruenz 

!L! = (_l)..Hr'Ir"l... (mod.i>) 
P 

d. b. der gesuchte Rest von '^l (mod. p). (L. Stickelberger, 
Jlfa^A.^nw.37,1890,p.321;E.Hensel,ilrcA.d.Jtfa^A.u.P%^^ 



12* 

Digitized by Google 



180 



Sechstes Eapitel. 



Sechstes Kapitel. 

Die Theorie der quadratiscben Reste. 

1. Mit dem Fermatschen Satze sind wir fiber die Eongruenzen 
ersten Grades hinans zu solchen hoheren Grades tlbergegangen und 
haben dann in der Folge f&r die Eongraenz zweiten Grades =1 
(mod. n) die Anzahl ihrer Wurzeln bestimmt. Betrachten wir nun 
allgemein die Eongruenzen zweiten Grades^ die in systematischer 
Folge denen des ersten Grades zunachst steben! Ibre allgemeine 
Form ist 

(1) ax^ + bx + c = (mod. w) , 

wo a, b, c ganze Zahlen bedeuten^ deren erstere durcb m nicht auf- 
geht. Diese Eongruenz ist ersichtlich voUig gleicbbedeutend mit der 
anderen: 

4a^x^ + 4abx + Aac = (mod. Aam), 
welcher man die Form geben kann: 

(2) {2ax + by = 6* - 4ac (mod. 4am) . 
Indem man 

(3) 2ax +b = g (mod. 4am) 

setzt^ kommt man auf die ein&cbere quadratische Eongruenz 

(4) js^ = b^ ^ 4ac (mod. 4am) 

zurQck, welche demnacb auflosbar sein muTs^ wenn die gegebene 
Eongruenz (1) es sein soil. Gesetzt^ sie sei auflosbar^ so wtirde man 
fQr jede Losung js derselben versucben mussen, ob die Eongruenz (3) 
auflosbar, ob namlicb z — b durcb den grofsten gemeinsamen Teiler 2 a 
des Eoeffizienten von x und des Modulus teilbar sei; ist dies der 
Fall, so giebt es, und nur in diesem Falle, eine entsprecbende Zahl x, 
welcbe die Eongruenz (1) erfiillt. 

Hiernacb diirfen wir binfort unsere Betracbtung auf 
die quadratiscben Eongruenzen der einfacberen Gestalt: 

(5) x^ = m (mod. n) , 

in welcher n beliebige ganze Zablen sind, bescbranken. Dabei 
darf der Modulus n positiv gedacbt werden. Wir setzen zunacbst 
m^n als relativ prime Zablen voraus. Jenacbdem dann diese 
Eongruenz auflosbar ist oder nicbt, beiCst m quadratiscber Rest 
oder Nicbtrest (Rest oder nicbt Rest einer Quadratzabl) (mod. n), 
Nebmen wir an, das erstere sei der Fall und x = ^ eine Losung 
von (5), so dab 

I* = m (mod. n) 
ist. Ist dann z irgend eine Losung der Eongruenz 



Digitized by 



Die Theorie der quadratiBchen Beste. 



181 



(6) z^ = l (mod.w), 

80 leuchtet ein^ dafs auch x = ^0 erne Losung von (5)^ namlich 
(i^ey = m (mod.n) ist. ITmgekehrt, wenn |' noch eine zweite Losung 
von (5) ist, mithin = w also auch = (mod. n) ist, so sei rj 
der socius von | (mod. n) — ein solcher ist vorhanden, da | nach 
der Annahme fiber m prim gegen n ist — es sei also 1)7 = 1 (mod.n). 
Alsdann findet sich (|'^)^ = (gi^)' = 1, ^'rj ist also eine Losung g 
der Kongruenz (6) und demnach |' = gjsr (mod. n). 

Aus dieser Betrachtung geht hervor, dafs man aus einer Losung 
der Eongruenz (5) ihre samtlichen Losungen erhalt, wenn man jene 
mit den Losungen der Kongruenz (6) multipliziert; und da fur zwei 
solche Losungen z, z die Produkte %z' (mod. n) kongruent oder 
nicht kongruent sind, jenachdem z^z es sind, so ist die Anzahl 
der Wurzeln der Kongruenz (5), falls sie deren iiberhaupt 
hat d. i. auflosbar ist, gleich der Anzahl liri) der Wurzeln 
der Kongruenz (6). 

Es fragt sich also nun, unter welchen Bedingungen die 
Kongruenz (5) auflosbar ist. Sei allgemein 

n = 2*p«g* . . ., 

dann leuchtet zunachst ein, dais fQr die Moglichkeit der Kongruenz (5) 
diejenige der Kongruenzen 

(7) x^=m (mod. 2*), a?* = m (mod. p*), x^^m (mod. g*), . . . 

notwendig und hinreichend ist (die erste derselben fallt fort, sobald 
A; = d. i. n durch 2 nicht teilbar ist). Denn einerseits folgen diese 
aus jener; aber auch umgekehrt: sind sie moglich und 17, g, . . . je 
eine Losung der ersten, zweiten, dritten u. s. f., sodafs 

= w (mod. 2*), I* = w (mod. |)«), 1'* = m (mod. j*), . . ., 

so giebt es eine Zahl Xy welche den Kongruenzen 

x = ri (mod. 2*), x = % (mod. x = %' (mod. g*), . . . 

und demnach jeder der Kongruenzen (7) geniigt; daher erfdllt diese 
Zahl auch die Kongruenz (5). 

Nun ist zunachst, wenn — \ ist, die Kongruenz 

(8) a;« = w (mod.2*), 

in welcher nach der Annahme, dafs m und der Modulus teilerfremd 
seien, m ungerade ist, immer auflosbar, namlich durch jede ungerade 
Zahl erfUUt. 

Ist A; 2, die Kongruenz also diese: 

a;* = w (mod, 4) , 

so kann jede ihrer Losungen nur eine ungerade Zahl 2^9+1 Bein, 
deren Quadrat + 4xf + 1 = 1 (mod. 4) ist; demnach erfordert 
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die Kongruenz (8) in diesem Falle^ dafs m=l (mod. 4) sei, 
ist dann aber auch moglich^ namlich durch jede ungerade Zahl x 
erfiiUt. 

Ist % > 3; soil mithin auch 

x^ = fn (moi 8) 

sein, so muTs wieder x eine ungerade Zahl d. i. von der Form 4^ ± 1 sein, 
deren Quadrat 16jer* ±Sz + 1 = 1 (mod. 8) ist; somit erfordert 
in diesem Falle die Kongruenz (8)^ dafs m=l (mod. 8) sei^ 
ist dann aber auch moglich. Dies leuchtet ein, falls Jc^d, die 
Kongruenz also diese: 

x^ = m (mod. 8) 

ist, denn die letztere wird^ wenn f» = 1 (mod. 8) ist, durch jede un- 
gerade Zahl erfQllt. Gesetzt aber, dasselbe sei schon fiir die Kongruenz 

x^ = m (mod. 2*-*) 

erwiesen, wo nun i — 1 ^ 3, und | sei eine Losung derselben, sodals 

|«~m-2*-i.A 

ist, so w^de, wenn man z durch die Kongruenz 

+ |ir = (mod. 2) 

bestimmt, 

(| + 2*-*.;p)* = m + 2*-^(fc+|^) = m (mod. 2*) 

also auch die Kongpiienz (8) erfQllt. Hierdurch ist die Behauptung 
als allgemein giltig erwiesen. 

Soil ferner eine Kongruenz von der Form 

(9) a?* = w (mod. p«) 

moglich sein, so mufs sie offenbar auch fur jede niedrigere Potenz 
von p als Modulus, zuletzt also auch die Kongruenz 

(10) x^ = m (mod.jp) 

moglich d. h. m quadratischer Best von p sein. Diese not- 
wendige Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn, sobald 
die Kongruenz 

x^ = m (mod. p**-^), 

wo a — 1 ^ 1, eine Losimg a? «= | hat, sodafs |* — w = p*"* • A, so 
ergiebt sich, wenn z durch die Kongruenz h + 21^z = (mod. p) be- 
stimmt wird, 

{!^+p'-^'Zy = m + p<'-^(h + 2lz) = m (mod.p«) 
also ist auch die Kongruenz 

x^ = m (mod.jp*) 

auflosbar; ist mithin m quadratischer Rest von p, h. die Kon- 
gruenz (10) aufl5sbar, so ist sie es auch (mod. p^, dann auch 
(mod. p'), . . . endlich auch (mod. jj*). 
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Diese Resultate, verbunden mit dem^ was iiber die eventuelle 
Anzabl der Wurzeln ausgesi^ worden ist, lassen sich zusammenfasseu 
in folgenden Satz: 

Zur Mdglichkeit der Eongruenz 

(5) x^ = m (mod. n = 2*|)«3* • 

in welcher tn prim ist gegen n, ist notwendig und hin- 
reichend, 

1) wenn A; = oder 1 ist, dafs m quadratischer Rest sei yon 
jeder der Primzahlen jp, g, . . . ; 

2) wenn k^2 ist^ dafs auTserdem m = 1 (mod. 4) sei; 

3) wenn ifc > 3 ist^ dafs aufserdem noch genauer m = 1 (mod. 8) sei. 
Sind diese bezUglichen Bedingungen erfdllt^ so hat die 

Eongruenz (5) x(n) Wurzeln, wo x{n) dieselbe Bedeutung 
bat, wie im Yorigen Eapitel. 

Auf den bisher betracbteten Fall, in welcbem w, n 
relatiy prime Zahlen waren, lafst sicb der andere zuriick- 
fdhren, wo sie einen grofsten gemeinsamen Teiler d baben. 
Setzt man dann namlicb m^^m'd, n^n d und nennt jede in d eni- 
baltene Primzahl so kann man die bocbste in d aufgebende Potenz 
der letzteren mit bezeicbnen, indem man d = oder 1 setzt, 

jenacbdem die Potenz eine gerade oder eine ungerade ist; demnacb 
woUen wir 

d = JT(p"+0 
scbreiben. Soil nun die Eongruenz 

(11) a;* = m (mod. n) 

losbar sein, so muTs aucb durcb d und folglicb x durcb jede der 
Potenzen ^'^^ teilbar sein; wir setzen mitbin 

x^n{tf^^^)'y 

imd erbalten aus (11) die aquivalente Eongruenz 

(12) JT(p«0 • = w' (mod. n) , 

in welcber m\n' relativ prime Zablen sind. Desbalb diirfen aucb 
n(p^ und n' keinen Teiler gemein baben, was also eine 
erste Bedingung fiir die Moglicbkeit der Eongruenz (11) aus- 
macbt. Aus (12) aber folgt, indem man 

z ^ n(p^) . y 

setzt, 

(13) = n{p^ • m' (mod. »') 

und es mufs daber zweitens n{p^)'m' quadratiscber Rest 
von n sein, damit (11) auflosbar sei. Sind aber diese beiden 
Bedingungen erfUlt, so bat die vorstebende Eongruenz eine Losung z 
und zugleicb giebt es eine Zabl P derart, dafs P- n(p^ = l (mod.n') 
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ist; indem man die Eongruenz (13) mit P* multipliziert und P0 = y 
seizt; geht sie uber in die Gestalt 

y^ = Fm' (mod. n'), 

aus der sich sogleich die Form (12) d. h. eine Losimg der Eon- 
gruenz (11) ergiebt. Die vorher gegebenen zwei notwendigen Be- 
dingungen reichen also zur Moglichkeit dieser Eongruenz auch bin 
und die Auflosung der letzteren wird auf die der Eongruenz (13) 
zuriickgefahrfc, in welcher die rechte Seite und der Modulus relatir 
prime Zablen sind. 

2. Nach dem Hauptsatze der vorigen Nr. kommt die Frage, ob 
eine Zabl m in Bezug auf einen gegebenen Modulus n quadratiscber 
Rest oder Nichtrest sei, wesentlich auf die andere zuriick, wie sie 
sicb in dieser Hinsicbt zu einer Potenz von 2, sowie zu den Prim- 
faktoren verhalte, aus denen n zusammengeseizt ist. Da sich nun 
beziiglich einer Potenz von 2 dieses Verhalten sogleich aus dem Um- 
stande, ob m von der Form +\ bezw. von der Form %z + 1 ist 
oder nicht ist, berausstellt, so bleibt uns ferner nur zu untersucben, 
ob m von einer gegebenen ungeraden Primzahl p quadratiscber Rest 
oder Nichtrest sei. 

Nun ist zunachst klar, dafs (mod. p) kongruente Zablen m' 
stets denselben ,,quadratischen Charakter'^ baben^ namlich gleichzeitig 
quadratische Reste oder gleichzeitig quadratische Nichtreste von p 
sind; denn, ist die Eongruenz x^ = m (mod.^) losbar, so ist fur jede 
Losung X derselben auch a;* = w' (moAj)). Femer geben Zablen x^Xy 
welche (mod.j)) kongruent sind, auch kongruente Quadrate. EndUch 
miissen in der Eongruenz x^ = m (mod. p) die Zablen m, x zugleich 
durch p teilbar oder zugleich gegen p prim sein. Um also alle in- 
kongruenten zu p primen quadratischen Reste zu finden, braucht man 
nur die Glieder irgend eines reduzierten Restsystems (mod. p) zu 
quadrieren und die Reste dieser Quadrate zu bilden. Sind aber r, s 
zwei verschiedene solche Glieder, so findet die Eongruenz = 
(mod. I?) oder 

(s — r)(s + r) = (mod. p) 

nur statt, wenn s = --r=|> — r ist und in diesem Falle ist in 
der That 

s* = (p — ry = (mod. p) . 
Folglich geben die p — 1 Glieder des reduzierten Restsystems genau 
^ g inkongruente Quadrate, oder: fiir einen (ungeraden) Prim- 

zahlmodulus p giebt es — inkongruente, durch p nicht 

teilbare, quadratische Reste und daher ebensoviel solche 
quadratische Nichtreste. 
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Man denke sich nun das reduzierte Restsystem und nenne die 
Gesamtheit der qnadratisclien Reste desselben a, die der Nichtreste h, 
Multipliziert man das Restsystem mit einer zu p primen Zahl so 
bilden die Zahlen ma, w6 wieder ein reduziertes Restsystem (mod.|)) 

und daher milssen unter ilmen wieder quadratische Reste und 

quadratische Nichtreste sein. Nun leuchtet ein, dafs das Produkt 
zweier quadratischen Reste m, m' wieder ein quadratischer 
Rest (mod.^) sein mufs, denn aus dem Stattfinden der Eongruenzen 

= w, x'^ = m' (mod. p) 
flielst auch das Stattfinden der folgenden: 

(xx'Y = mm' (mod. p) . 
1st demnach der oben gedachte Multiplikator m ein quadratischer Rest 
von Py so sind die Zahlen ma lauter und folglich die samt- 

lichen quadratischen Reste des neuen Restsystems, mithin die 

Zahlen mh lauter Nichtreste, also ist das Produkt aus einem qua- 
dratischen Reste und einem quadratischen Nichtreste stets 
ein quadratischer Nichtrest (mod. jp). Wird di^egen m als 
quadratischer Nichtrest von p gedacht, so sind dem eben Bewiesenen 

zufolge die ^ ^ Zahlen ma lauter und folglich die samtlichen Nicht- 

reste des neuen Restsystems, mithin die ^ ^ Zahlen mh lauter qua- 
dratische Reste; also ist das Produkt zweier quadratischer 
Nichtreste stets ein quadratischer Rest (mod.|>). 

Sehr bequemen Ausdruck erhalten diese und andere Satze fiber 
quadratische Reste, wenn man sich eines von Legendre eingefUhrten 

Symbols, des Zeichens bedient, welches, jenachdem m qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest ist von p, den Wert + 1 oder 
— 1 bedeuten soil. 

Mittels dieses Legendreschen Symbols sprechen sich die er- 
haltenen Satze in den einfachen Gleichungen aus: 

(1^) (5) = (7) y m = m' (mod. p) , 

(f)(7)-(v^). 

wobei die Zahler stets als prim gegen den Nenner anzunehmen sind. 
Der in der zweiten Gleichung ausgesprochene Satz lafst sich sogleich 
auf ein Produkt von mehr als zwei Faktoren ausdehnen und dann 
folgendermafsen fassen: Ein Produkt von Faktoren ist quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest von j>, jenachdem die Anzahl 
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der Faktoren, welche quadratische Nichtreste sind, gerade 
oder ungerade ist. 

Jacobi hat deiu Legendreschen Sjmbole eine Yerallgemei' 
nerung gegeben, indem er es ftir den Fall definiert, daDs der 
Nenner eine beliebige (positive) ungerade Zahl ist. Sei namlich P 
eine solche und, in seine gleichen oder yerschiedenen Primfaktoren 
zerlegt, 

(16) P = pp'p"..., 

sei ferner m eine Zahl, welche prim gegen P also auch gegen die 
einzelnen Faktoren p,p\p\ . . . von P ist^ so definiert Jacobi das 

Symbol dureh die Gleichung 

(") (?)-(f)(F)(p") ■ ■• 

Ist nun m = m' (mod. P), so besteht diese Kongruenz auch be- 
ziiglich eines jeden der Moduln |>, . . • uiid aus (14) ergiebt 

sich daher mit Riicksicht auf die Definitionsgleichung 

die folgende Gleichung: 

(18) = wenn m = m' (mod. P). 

Desgleichen liefert die Formel (15), wenn auch m' prim gegen P 
vorausgesetzt wird, 

(19) (t) -©($)■ 

Diesen zwei fundamentalen, den Gleichungen (14), (15) ana- 
logen Beziehungen fiigt sich aber hier noch eine dritte an. 
Sei namlich Q eine zweite positive imgerade Zahl und, wenn sie in 
ihre gleichen oder ungleichen Primfaktoren zerlegt wird, 

(20) Q-qq'q"--, 

sei femer die Zahl m nicht nur gegen P, sondem auch gegen Q 
und somit auch gegen deren Produkt PQ prim, so hat man nach 
Jacobis Definition 

©-(?)(f )(?)••■ 

also 

S)(i)-{f)(y)(?)-(?)(7)(?)- 

d. i., da 

PQ=pp'p"...qq'q"... 

ist, 

(22) (^) 
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Es soil endlich aach der Fall eines negatiyen Nenners mitamfaTst 
werden durch die Pestsetzung 

(23) 

Befolgt nun gleich das yerallgemeinerte Legendresche Symbol 
ganz analoge Oesetze, wie das ursprtLngliche^ so mufs doch anch ein 
wesentlicher Unterscliied zwischen beiden angemerkt werden. Jenach- 

dem namlich = + 1 oder — 1 ist, ist der Definition Legendre^i 

gemafs = m (mod. p) moglich oder unmoglich. Nun ist zwar auch, 

falls x^ = m (mod. P) mdglich ist, ^^^ = + 1, da alsdann diese 

Eongpiienz auch nach den einzelnen Primfaktoren von P als Moduln 

besteht, die einzelnen Faktoren des Symbols also samtlich gleich 

+ 1 sind; umgekehrt kann aber a;* = m (mod. P) unmoglich sein, 

ohne daJjs deshalb = — 1 ware, oder aus = + 1 ist nicht 

auch umgekehrt auf die Moglichkeit jener Eongpiienz zu schliefsen; 
in der That wird sie unlosbar sein, sobald sie es auch nur in Bezug 
auf einen einzigen der Primfaktoren p, p\ jp", . . . ist; gleichzeitig 

wtbrde aber dennoch ^ + 1 sein, falls dies in Bezug auf eine 

gerade Anzahl der Primfaktoren der Fall, also eine gerade Anzahl 

Faktoren des Symbols gleich — 1 ist. 

3. Bevor wir auf Gfrund dieser Ergebnisse die Frage, ob eine 
Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl p 
sei, weiter behandeln, lei ten wir ein von Euler angegebenes Erite- 
rium*) her, welches theoretisch darfflber sofort Auskunft erteilt. Es 
sei dabei der Modulus zunachst wieder eine beliebige Zahl n und 

(24) ri,r^yU,^"r^{n) 

irgend ein reduziertes Restsystem (mod. n). Ist nun m eine beliebige 
Zahl, die wir indessen gegen n prim annehmen wollen, so lassen, da 
die Kongruenz r^x = m (mod. n) stets eine Wurzel hat, sich die 
Reste (24), nachdem man aus ihnen diejenigen ausgesondert hat, deren 
Quadrate mit m kongruent sind, in eindeutiger Weise so in Paare 
zusammenfassen, dafs deren Glieder ein mit m kongruentes Produkt 
geben. Die auszuscheidenden Reste sind die Wurzeln der Kongruenz 

(25) a;» = w (mod.n), 

ihre Anzahl also % (n) oder 0, jenachdem m quadratischer Rest oder 

♦) Dies Eriterimn findet sich ansgesprochen in En 1 erg Abhandlnng in 
Opmc. afudyt. I p. 242, 268 oder Comm. Ar. coU. H p. 11. 
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Nichtrest yon n ist. Im letzteren Falle erhalt man also Y9>(n) 
Eongruenzen von der Art: 

(26) r,. • r^ = tn (mod. n) , 

wo r,., je zwei verschiedene der Reste (24) bedeuten, und wenn 
man sie samtlich ineinander multipliziert^ die nacbstehende Beziehang: 

(27) . r, . r, . . . r^^^^ = (mod. n) . 

Im ersteren Falle dagegen lassen sich nur die 9>(») — z(») Grlieder 
des Restsystems (24)^ welche nach Ansscbeidung der Wnrzeln der 

Eongruenz (25) iiberbleiben, in y(9)(») — xW) Paare fassen, deren 

jedem eine Eongruenz von der Form (26) entspricbt; die Wurzeln 
der Eongruenz (25) aber sind zu je zweien einander entgegengesetzt 

(mod. n) und bilden also y % (n) der Reihe (24) angehorige Paare^ 

deren Glieder ein Produkt 

(26') r^r^^ = — m (mod. n) 

geben; durch Multiplikation all' solcher Eongruenzen (26) und (26') 
erhalt man mithin jetzt diese andere Beziehung: 

(27-) r,r,r, . . . r^,,, ^ (- 1)^'"" ■ fJ"'" (mod. «) . 

Dem verallgemeinerten Wilsonschen Lehrsatze zufolge ist aber 

^1^% • • • ^9(n) = (- 1) (^od. n) ; 
mit Riicksicht hierauf ergeben die Eongruenzen (27) und (27*^) das 
folgende Resultat: 

J enachdem die Eongruenz (25) Wurzeln hat oder nicht, d. i. 
jenachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von n ist, ist 

(28) m^^^"^ = 1 Oder = (- 1)^^^"^ (mod. n) . 

Dieser zuerst von E. Sobering {Acta McUh. 1, 1883, p. 159) gegebene 
Satz ist das verallgemeinerte Enlersche Eriterium, welches in 
seiner ursprflnglichen Fassung sich nur auf den Fall beziebt, wo der 
Modulus n eine imgerade Primzahl p ist. In diesem einfachsten Falle 
ist 9> (n) = 9 (p) — p — 1, x{n) = 2; demnach spricht das eigent- 
liche Enlersche Eriterium den spezielleren Satz aus: dafs m 
quadratischer Rest oder Nichtrest einer ungeraden Prim- 
zahl p ist, jenachdem 

(29) w » = + 1 Oder = - 1 (mod. p) 

ist. Man sieht, dafs im Grunde nur dieser spezielle Satz als Eri- 
terium bezeichnet zu werden verdient, indem er mit Sicherheit dar- 
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fiber entscheiden lehrt^ ob eine Zahl quadratischer Rest von p ist, 
oder nicht. Mit Anwendung des Legendreschen Symbols nimrnt 
es die folgende Gestalt an: 

(30) = © 

Ist eine zweite zu p prime Zahl^ so mu& in gleicher Weise 

sowie auch 

(fnmf^^i^) (moip) 
sein^ woraus sicli die Eongrnenz 



(=r)-(f)(f)(»»^-*' 



oder, da beide Seiten den Wert + 1 oder — 1 und folglich nur dann 
eine durch p teilbare Differenz haben, wenn sie dieselbe Einheit dar- 
stellen, die Gleichheit 

(=7^) -(?)•(?) 

d. i. wieder die Formel (15) ergiebt. 

Das Enlersche Eriterium (29) ist, wenn man den Fermat- 
schen Lehrsatz benutzen will, auch folgendermafsen zu er- 
weisen. Wenn m quadratischer Rest yon also eine Zahl x vor- 
handen ist, fiir welche 

= m (mod. p) 

ist und welche, wie m selbst, prim gegen p ist, so folgt durch Er- 
hebung zur Potenz 

x^~^ = m ^ 

also nach dem Fermatschen Satze m ^ =1 (mod.|}). Hiemach hat 
die Eongruenz 

X ^ =1 (mod. p) 
die ^-y-^ inkongruenten qnadratischen Reste (mod.p) und, da sie nicht 

mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad betragt, auch nur sie zu 
Wurzeln. Da aber fiir jede durch p nicht teilbare Zahl m dem Fer- 
matschen Satze zufolge 

wf-i - 1 [m^ - l) {m ^~ + l) = (mod.!)) 
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ist^ so folgt, wenn diese Zahl ein quadratischer Nichtrest ist, die 
Eongruenz 

m * = — 1 (mod, p) . 

Indessen kann man besser umgekehrt das unmittelbar 
hergeleitete Enlersche Eriterium zu einem neuen Beweise 
des Fermatschen Satzes benutzen. Da namlich jenem Eriterium 
zufolge fiir jede durch p nicht teilbare Zahl m 

p— ^ ' p— 1 

entweder m ^ = + 1 oder m * = — 1 (mod. p) 

ist, so wird immer, wie es der Fermatsche Satz aussi^, 

tn^^^ = l (mod.|>) 

sein. 

4. Das Enlersche Eriterium oder die Eongruenz (30) ist von 
Gaufs durch ein anderes ersetzt worden, welches in der Wissenschaft 
den Namen ^^Oanfssches Lemma^' erhalten hat. 

Man yerstehe unter m eine durch die ungerade Primzahl p nicht 
teilbare ganze Zahl und bilde die Produkte 

(31) I m, 2 S m, - w; 

ihre absolut kleinsten, zwischen y und — y liegenden Reste (mod. p) 

werden teils positiv, toils negativ sein; die ersteren mogen ♦"1,^2; -^i? 
die anderen — — r^, — heifsen. Offenbar sind je zwei r, 
so wie je zwei r' untereinander verschieden; aber auch jedes r wird 
von jedem r' verschieden sein, denn sonst muGste die Summe der 
ihnen entsprechenden Yielfachen (31) kongruent sein, wahrend sie 
doch ein Yielfaches von m ware^ kleiner aLs das erste durch p teil- 
bare Vielfache pm. Die I + [i = Zahlen r, r' bilden demnach 

zusammengenommen das ganze System der Zahlen 1, 2, 3, • • 
Daraus geht hervor, dafs 

1 . m . 2w . 3w • . —^m = (- lYr^r^ -Tj^- r^r^' --r^ 

= (-1)^. 1 2.3...^-=^ (mod.i)) 

und folglich, da 1 • 2 • 3 • • • - prim ist gegen p^ dafs 

(32) m « =(-1)^ {moA,p) 

oder, wenn die von den Zahlen m,p bedingte Zahl ft als eine Funk- 
tion derselben durch das Zeichen 

(33) ft = ft (m,i>) 
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dargestellt wird, daTs 

(84) w« = (-l)/* (mod. 1)) 

ist. Yerbindet man diese Kongruenz mit dem Eulerschen Krite- 
rium (30), so ergiebt sich das Oanfssche Lemma: 

Oder der Satz: Die Zahl m ist quadratischer Rest oder Nicht- 
rest der ungeraden Primzahl j), jenachdem die Anzahl fi(fn,p) 
der (mod. J)) genommenen absolut kleinsten Reste der Reihe 
(31), welche negativ sind, gerade oder ungerade ist. 

Auch dies Lemma ist wieder von Sobering auf den Fall eines 
zusammengesetzten Modulus n ausgedehnt worden {Berl, Monaisber. 
1876, p. 330; Ada Math. 1, p. 153). Kronecker (Berl Sitmngsber, 
1884, p. 527; vgl. dazu Bachmann, Elem, d. ZaJdenih. 1892, p. 144 fif.) 
bat die Sober ingschen Betrachtungen mit Yerwendung seines Zeichens 
sgn. R (x) — 8. unten Nr. 10 — in einer anderen Gestalt reprodu- 
ziert, Yon welcher die Scheringschen gewissermafsen nur eine ;4^ga- 
ritbmisebe Umgestaltung'' sind. Wir folgen jedoch bier bei Herleitung 
des verallgemeinerten Lemma's des Letztem Ghmge. 

Ffir einen beliebigen imgeraden Modulus n betrachten wir die 
samtlicben positiven absolut kleinsten Reste d. h. die Zahlen 

(35) 1,2,3,..."7-^ 

Sie lassen sich in verscbiedene Klassen verteilen, indem man immer 
diejenigen von ihnen in eine Klasse zusammenfassen kann, die mit n 
denselben grofsten gemeinsamen Teiler haben. Bedeutet d jeden Teller 

von n, welcher kleiner als y ist, sodafs n = dn\ n' > 2 ist, und ist 

r eine Zabl der Reihe (35), ffir welche d den grofsten mit n gemein- 

samen Teiler vorstellt, so wird r = dr und < y und prim gegen 

n' seln, und umgekehrt. Sind demnach die samtlicben positiven Zahlen, 

welche < y und prim g^en n' sind und deren Anzahl ofifenbar — g> (n) 

betragt, die Zahlen 

so bilden die Zahlen 

(3"^) dr^, dr„ dr„ ... drt 

J9V>) 

die gesamte, dem Teiler d entsprechende Elasse der Zahlen (35) und 
man erhalt die (Jesamtheit der letzteren, wenn man die Zahlen (37) 
fttr jeden der gedachten Teiler d von n aufsteUt. 
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Dies Yoransgeschickt^ sei m eine gegen n und folglich auch 
gegen n prime Zahl. Bildet man fttr sie die Produkte 

(38) wri, mr^y ... wri 

und deren absolut kleinste Reste (mod. n')^ so erhalt man ^fp{n') 
Eongruenzen von folgender Form: 

(39) mr^ = s^r^ (mod. n') , 

1,2,3,... 

WO fi = ±l, aber wieder eine positive Zahl <y und prim 
gegen n'y d. h. eine der Zahlen (36) sein wird. Diese Zahlen 
^i', ... r\ sind, wie leicht zu sehen, zu je zweien ver- 

schieden; denn, ware r/ = r/, so mtifste 

m (e^Ti — €.r^ = (mod. w') 

d. h., jenachdem die Einheiten s^, gleich oder entgegengesetzt sind, 
r.. — oder + teilbar sein durch wahrend doch beide Zahlen 
<n' sind. Sonach stimmen die Zahlen r/, r/, .../i zusammen- 

genommen mit den Zahlen der Beihe (36) uberein, und man er- 
schliefst aus den Eongruenzen (39), indem man sie durch Multipli- 
kation verbindet, die folgende andere: 

(40) w2 * " ~ . . . (mod. nO . 

Bezeichnet man daher mit (Iq (m, n') die Anzahl derjenigen Einheiten 
welche negativ sind^ und beachtet das in der Eongruenz (28) ans- 
gesprochene Scheringsche Eriterium^ so findet sich zunachst der Satz: 
Jenachdem m quadratischer Best oder Nichtrest ist 

von n', ist f*j,()n, n') = oder ^^xi^') (mod. 2). 

Indem man n als ungerade Primzahl p voraussetzt, in welcher 
Voraussetzung x{n')'^2 und iio{n^,n')™fi(fn,p) wird, kommt man 
von hier offenbar auf das Gaufssche Lemma zuriick. 

Indessen lafst sich die Bedeutung des Zeichens {Iq (m, n) noch 
anders fassen und fiihrt dann zur Verallgemeinerung dieses Lemmas. 
Die Eongruenzen (39) sind namlich v6llig gleichbedeutend mit den 
folgenden: 

m - dr^ = dr^ (mod. n) 
(f»l,2,3...|9,(n')) 

und in den letzteren bilden nun sowohl die Faktoren dr^ als auch 
die Reste dr! die gesamte zum Teiler d gehorige Elasse der Zahlen (35); 
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mithin bedeutet ft^^ (n», n') die Anzahl derjenigen Produkte aus m und 
den Zahlen der zu d gehorigen Klasse, deren absolut kleinste Reste 
(mod. n) negativ sind. Da nun die Zahlen (35) sich aus den zu den 
verschiedenen Teilem d gehorigen Elassen zusammensetzen, so wird 
die auf diese Teiler d bezw. auf die zugehorigen Quotienten 

= n' bezogene Summe 

n' 

die Anzahl der Produkte 

(41) 1 ' m, 2 m, 3 • m, • • • ^ ^ • m 

bedeuten, deren absolut kleinste Reste (mod. n) negativ sind. 
Nennen wir also diese Anzahl (i(fnyn), so ist 

(42) ^(m,n)-2f»o(»»,«'). 

So oft aber m quadratischer Rest von n' ist^ ist das entsprechende 

Olied dieser Summe gerade^ im andem Falle kongruent ^^^(n') 
(mod. 2)^ also findet sich 

^(m,n)^^^lin') (mod. 2), 

WO die neue Summation nur noch auf diejenigen Teiler n' > 2 von n 
zu erstrecken ist^ in Bezug auf welche m quadratischer Nichtrest ist. 

Femer ist x{n') stets eine hohere Potenz von 2, mithin 

gerade Zahl, so oft n' aus mehr als einer Primzahl besteht; daher 
braucht man die Summation in voriger Kongruenz nur fiber die- 
jenigen der genannten Teiler n' von n auszudehnen, welche Prim- 
zahlpotenzen, also Potenzen solcher Primfaktoren von n sind, in Be- 
zug auf welche m quadratischer Nichtrest ist; der bezfigliche Wert 
von xi^") ist 2, mithin liefert jede solche Potenz eine Einheit zur 
Summe. Ist daher p jeder Primfaktor von n, far welchen m qua- 
dratischer Nichtrest ist, und geht er genau o-mal in n auf, so giebt 
eg a entsprechende Primzahlpotenzen n', die zusammen a Einheiten 
zur Summe liefem. Man erkennt hieraus, dafs man fi(m,n) = A 
(mod. 2) setzen darf, wenn A die gesamte Anzahl aUer (gleichen oder 
verschiedenen) Primfaktoren p von n bedeutet, in Bezug auf welche m 

qudratischer Nichtrest, 1 ist Der Definition des Jacobi- 

schen Symbols gemafs ist aber ofiFenbar 

und folglich besteht nach der vorigen Kongruenz die Gleichheit 

Bftohmann, niedew Z«hlentiieori«. I. IS 
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(43) (t) = (-1>'^'^"^ 

d.li. dasScheringsche oderdas yerallgemeinerte Gaufssche Lemma: 
1st m relatiy prim gegen die ungerade Zahl n und be- 
deutet ft(m^n) die Anzahl der absolut kleinsten Beste der 
Reihe (41), welche negativ sind, so bestimmt sich der Wert 

des Jacobischen Symbols ^-^^ dureh die Formel (43), ist 

also +1 oder —1, jenachdem /x(m, n) gerade oder un- 
gerade ist. 

5. Nnnmehr wollen wir zeigen, wie die gewonnenen Eriterien 
nutzbar gemacht werden konnen, den quadratischen Charakter einer 
Zahl m in Bezng auf eine dazn relatiy prime Zahl n zn bestimmen. 
Wie bereits bemerkt, darf man dabei die letztere als eine ungerade 
Primzahl voraussetzen; aber dem in (15) ausgesprocbenen Satze zu- 
folge gentlgt es femer, den Fall zu untersuchen, wo auch m eine 
unzerlegbare Zahl ist, und da sie positiv oder negatiy, gerade oder 
ungerade sein kann, kommt aUes darauf hinaus, den Wert der 
folgenden drei Symbole festzustellen: 

(^). (?)- (f). 

in deren letztem q eine yon p yerschiedene ungerade Primzahl be- 
deutet. Den Wert des letztem giebt ein Satz, der seiner eigentfim- 
lichen Natur nach yon Legendre, welchem man auch seinen ele- 
ganten formalen Ausdruck yerdankt, als Reziprozitatsgesetz der 
quadratischen Reste benannt worden ist, weil er zuiulchst nur 

den Wert des Symbols auf denjenigen des „reziproken" Symbols 

zuriickfahren lafst; wie derselbe Wert auf solche Weise dann 

wirklich ermittelt werden kann, wird spater erhellen. Dieser Satz, 
bei weitem einer der schonsten und interessantesten der ganzen Zahlen- 
theorie, wird ausgesprochen durch die Formel 

(45) (f)-(f)-(-l)^ 

Diejenigen Satze, welche den Wert der beiden Symbole , (~") 
angeben, heifsen gewohnlich die Erganzungssatze zum Rezi- 
prozitatsgesetze. Sie sind bereits Fermat bekannt gewesen, wie 
aus einem in J. Wallis' W, 11, p. 857 enthaltenen Briefe yon 
Fermat an Eenelm Digby, sowie aus einem Briefe yon Fr^nicle 
an Fermat (s. des Letztem varia op. tnath., Tolosae 1679, p. 168) 
heryorgeht; auch kannte Fermat bereits einzelne Satze fiber den 
quadratischen Charakter anderer Zahlen. Den ersten der Er^mzungs- 



p-l q-l 
8 8 
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satze bewies aber zuerst L. Euler (Opusc. analyt 1, 1783, p. 64, 121 (135) 
Oder Comm. Jr. coU, 1, p. 477 (§§ 23, 30), 487 (§ 31); s. auch Fetrop. 
Comm. nov. 5, 1754/55, p. 3 oder Comm. Ar. coU. 1, p. 210). Er 
ergiebt sich munittelbar aus dem Enlerschen Eriterium; denn setzt 
man in demselben m = — 1, so nimmt es die Gestalt an: 

ans welcher Kongruenz, wie schon mehrfach bemerkt, die Gleichung 

(46) (:^) = (_l)'^ 

hervorgeht. In Worten: Die Zahl — 1 ist quadratischer Rest 
von jeder Primzahl p von der Form quadratischer 
Nichtrest von jeder Primzahl p von der Form 4;ef + 3. 

Dieser Satz kann auch direkt aus der Quelle, welcher das 
Eulersche Eriterium selbst entquoll, aus der Betrachtung associierter 
Zahlen geschopft vv^erden (s. Gaufs, Bisqu. At. art. 109). Ist namlich 
m ein quadratischer Rest (mod.|>), so wird es die associierte Zahl 
m' ebenfalls sein, da aus mm' =\ (mod.p) nach (14) und (15) 

(T^)-(f)(f)-(i) 

und wegen 1 auch ^—-^ = 1 sich ergiebt. Diese zu m asso- 

ciierte Zahl m' kann aber nur dann mit m kongruent sein, wenn 
1 (mod. p)y d. h., da diese Eongmenz nur die Wurzeln +1,-1 
hat, wenn der quadratische Rest m gleich 1 oder — 1 ist. Sind 
diese Zahlen, deren erste stets quadratischer Rest ist, beide solche 
Reste, so ist, da die fibrigen quadratischen Reste paarweise vor- 

handen sind, die Anzahl ^ aller quadratischen Reste eine gerade 

Zahl; ist aber — 1 quadratischer Nichtrest von jp, so muTs die Anzahl 

aller quadratischen Reste eine ungerade Zahl sein. Daher ist 

p von der Form 4iP + 1 oder 4£r + 3, jenachdem — 1 quadratischer 
Rest oder Nichtrest von p ist. 

Auch aus Fermats Satz erschliefst man dasselbe mittels des 
Begriffs der primitiven Wurzeln, den wir fiir diesen Zweck hier 
wie schon in Nr. 7 des vor. Eap. vorwegnehmen; spater werden wir 
zeigen, daXis es primitive Wurzeln (mod. p) d. h. Zahlen giebt, fOr 
welche die (jp — 1)** Potenz die niedrigste ist mit dem Reste 1 
(mod. J)), wie ihn nach dem Fermatschen Satze die (p — 1)*® Potenz 
jeder zu p primen Zahl giebt. Sei g eine solche primitive Wurzel 
(mod. p). Aus 

IS* 
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pp-i - 1 = l) ( ~+ l) = (mod.p) 

folgt dann 

£-1 

(47) ^~l(mod.|>); 

also muTs g quadratischer Nichtrest von p sein, denn^ ware g = x*, 

so wilrde der Bedeutung von g zuwider g ^ = a;''-* = 1 sein; wegen 

(47) wird daher — 1 quadratischer Rest oder Nichtrest von p sein, 

jenachdem ^-^ — gerade oder ungerade d. h. jenachdem p von der 

Form Az + I oder + S ist. 

6. Den andern der Erganzungssatze bewies zuerst Lagrange 
(Nauv. Mem. de TAc. de Berlin, 1775, p. 349, 351), demnachst Gaufs 
(Disqu. At, art. 112 — 116), indem er sich zu diesem Zwecke der 
allgemeinen Induktion bedient, sowie in seiner Abhandlung theorem, 
ariihmetici demonstraiio nova, W. II, p. 1 mittels seines oben gegebenen 
Lemmas. In der That, setzt man im letztem m = 2 voraus, so werden 
die Zahlen (31) die folgenden: 

(48) 2, 4, 6, (p-l); 

bestimmt man nun die ganze Zahl ft durch die Bedingung, dafs 

(49) p ^ 1 _^ 2fi <|- <p + 1 - 2ft 
sein solle, so werden die ft Zahlen 

p+ 1^2(1, p + 3-2fi, (i)-l) 

die samtlichen Zahlen der Reihe (48) sein, welche > y , deren absolut 

kleinste Reste (raod.i?) mithin negativ sind, und es ergiebt sich nach 
dem Qaufsschen Lemma 

Aus den Ungleichheiten (49) aber folgen diese anderen: 
nach welchen ft = [^"4""] ^ ^^^^ auch, da p ungerade ist, 

ist. Demnach findet sich der zweite Erganzungssatz aus- 
gedrdckt durch die Formel: 



(50) (7) = (-i)^ 
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Nun findet sich 

fiir i)-8;?+l: [t±i]_2;?, ^^-8if»+2«, 
„ p = 8^ + 3: p4i]-2ir+l 

„ p = 8ir + 5: [^]-2ir + l, -PItiI . 8;er»+10* + 3, 
„ p = 8^+7: p±l] = 2« + 2, *l^ = 85»+14;»+6; 

da hiemach p-j— ] ^ ~ ^ immer zugleich gerade bezw. un- 
gerade sind, la&t sich die Formal (50) auch dorch die andere: 

(51) (J) = (-l)'^ 

ersetzen und als Satz folgendemalsen aussprechen: 

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest von jeder Primzahl 
von einer der Formen Sjer+l, 8jer + 7, quadratiscbier Nicht- 
rest Yon jeder Primzahl yon einer der Formen 8/r + 3; 
+ 5. *) 

7. Bevor wir weitergehen^ dehnen wir die erhaltenen 
Formeln auf den Fall zusammengesetzter Moduln aus. Sei 
P = ppp' . . . eine aus beliebig vielen, gleichen oder nngleichen 
Primfaktoren zusammengesetzte, ungerade ZahL Aus den Gleichnngen 

(^) (^)-(-i)'^.-- 

folgfc sogleich f&r das Jacob ische Symbol (-^) der Wert 

(52) (r_l).(_i)-i— . 

Nun kann man scbreiben: 

P='((l>-1) + 1) ((/-1) + 1) ((p"-l)+l) .. .; 
die Teile p — 1^ p — 1 y p' — \ , , , , sind samtlich gerade, Produkte 
Ton zweien oder mehreren von ihnen also teilbar durch 4^ sodafs 
man, die rechte Seite der Gleichung entwickelnd, 

p _ 1 ^ 4 ;^ + (p - 1 ) + - 1 ) + (p" - 1 ) + . . . 

also 



Andere Beweise dieses Satzes gab Gaufs, Disqu, Ar. art 262, anf 
Grand der Theorie der qnadratischen Formen, Lebesgue mit den Hilfsmitteln 
der Lehre von der Ereisteiltmg. S. femer einen Beweis von Petersen nnten 
in Nr. 20. 
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erhalt. Demnach lafst sich die Formel (52) auch schreiben^ wie folgt: 
(53) 

eine Gleichung^ welche die Verallgemeinerang der Formel 
(46) ist 

Desgleichen folgt aus den Gleichnngen 
zun&chst diese andere: 

(54) « ^ » « +•••• 

Nun ist 

P» = ((!>* - 1) + 1) {(p' - 1) + 1) Hp'' - 1) + 1) ... ; 

hier sind die Teile p^ 1, jp'* — 1, |>"* — 1, . . da p,p,p'', . . . 
ungerade sind, samtlich durch 8^ Produkte aus zwei oder mehreren 
Yon ihnen abo durch 64 teilbar^ sodafs man, die rechte Seite ent- 
wickelnd 

- 1 = 64^r + (|,>- 1) + (/«- 1) + (p"«~ 1) + . . . 

also. 

-g- - 8 + + + — g— + . . . 
erhalt und die. Formel (54) durch diese andere: 

8 



(55) 



ersetzen kann, welche die Verallgemeinerung der Formel (51) 
ausmacht. 'Nach der oben gemachten Festsetzung^ nach welcher 

{^) ^^^f darf in der letztern Formel die bisher 
immer positiv gedachte Zahl P auch negativ sein. 

Um den Gbmg spaterer Betrachtungen nicht zu storen, fiigen 
wir hier auch sogleich das verallgemeinerte Reziprozitatsgesetz an. 
Seien 

P^pp'p"..., Q = qq'q"-- 
zwei aus beliebig yielen, gleichen oder ungleichen Primfaktoren zusam- 
mengesetzte, relativ prime, positive ungerade Zahlen. Angenommen, 
das Reziprozitatsgesetz gelte fUr jedes aus einem Prim- 
faktor von P und einem Primfaktor von Q bestehende Paar, 
so gilt es auch fiir Q selbst, d. h. es gilt die Formel: 

©•(t)-(-i)'^'^- 
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Um sich hieryon zu Qberzeugeii; bemerke man zunachst^ dafs 
nach der Definition des Jacobischen Symbols 

(i)-(f)(i)(f) •■ 

folglich wegen (15) 

(l)-ir(f) 

isty wenn man die rechts durch das Zeichen 77 angedeutete Multiplikar 
tion anf jedes der bezeichneten Paare bezieht; in gleicher Weise kommt 

(?■)- 17(f) 

also 

(?)• (4) -/7(f)(1) 

and nach dem Yoraosgesetzten Beziprozilfitsgesetze 

(") (i)-(-i)-(-i)^'^"^. 

wo nun die Summe rechts auf alle gedachten Paare erstreckt werden 
'muTs. Diese Summe ist dann aber nichts anderes als das entwickelte 
Produkt 

f-^i + '-^ + + ■ ■ ■) C-^i + ifi + + ■ • ■) , 

p I 

dessen erster Faktor nach dem Obigen mit — - — , dessen zweiter 

Faktor ebenso mit ^ ~ ^ (mod. 2) kongruent ist; somit darf die 
Formel (57) auch^ wie behauptet; ersetzt werden durch diese andere: 

(i)-(i)-(-iv 

Hiernach darf man die letzte Formel fBr je zwei positive iin- 
gerade Zahlen P, Q ohne gemeinsamen Teiler als giltig betrachten^ 
sobald das Legendresche Reziprozitatsgesetz fftr je zwei nn- 
gerade PrimzaUen bewiesen sein wird. 

Auch kann man das allgemeine Gesetz dann noch umfassender 
aussprechen^ sodafs es sich auch auf negative Zahlen erstreckt. Sind 
namlich N zwei beliebige ungerade Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler^ Py Q ihre resp. Absolutwerte^ so kann man, unter d, a 
positive oder negative Einheiten verstehend^ 

M-^dPy N^bQ 

setzen und findet zunachst 

w (4)(l)-(^(V«) 
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also auch gleich 



Nun ist offenbar mit Riicksicht anf (53) 

p -1 «-i p- 1 




weodet man zudem die Formel (56) an, so findet man folgende 
allgemeinste Reziprozitatsgl'eichung: 



P-l Q-l «-l P-l 6-1 Q-l 

(59) (§) ■ (5) = (-1)-^^— , 



wofiir man; wie leicht zu ubersehen^ auch die Formel 



schreiben darf^ die zugleich mit dem Legendreschen Rezi- 



Man sieht hieraus^ dafs^ wenn die Formel (56) fiir je zwei po- 
sitive imgerade Zahlen ohne gemeinsamen Teiler besteht^ sie auch 
far zwei derartige Zahlen^ deren wenigstens eine positiv ist^ be- 
stehen bleibt. 

Man darf aber der diesen letzten Resultaten voraufgeschickten 
Bemerkung gemafs — und wir werden bald in diesem Sinne 
Yon ihr Gebrauch machen — auch si^en: dalB^ wenn das 
Legendresche Gesetz giltig gedacht wird fiir je zwei Primzahlen 
unterhalb einer gegebenen Grrenze^ auch die Formel (56) giltig 
sein mdsse fiir je zwei^ nicht gleichzeitig negative; Zahlen 
Py Qy welche nur aus solchen Primzahlen zusammengesetzt 
sind. 

8. Indem wir uns nun dazu wenden^ die Beweise zu betrachten^ 
welche man fiir das Reziprozitatsgesetz gegeben hat, beginnen wir 
mit einigen beziiglichen geschichtlichen Bemerkungen (s. dazu Kro- 
necker, Bemerhmgen zur Geschichte des R, G., BerL Monaisher, 1875, 
p. 267). Das Gesetz ist in der eleganten Form, wie es die Gleichung (45) 
ausspricht, zuerst von Legendre gegeben worden in seinem essai 
sur la th^orie des nombreSj 1798, p. 186, nachdem er es in seinem 

wesentlichen Inhalte ohne Anwendung des Sjnnbols ^-^^ bereits in 

einer Abhandlung; recherches d'ancdyse indStertninee, in Hist de 7 Acad, 
de Paris, 1785, p. 465 (516, 517) aufgestellt und auch zu beweisen 
versucht hatte. Dieser, auf die Betrachtung quadratischer Formen 




M-l N-1 ,6-1 « - 1 



(60) 



prozitatsgesetze bewiesen ist. 
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gegrundete Beweis lafst aber in einem wesentlichen Punkte zu 
wftoscheii; indem er die Existenz von Primzahlen roraussetzt; die in 
gewissen ariihmetischen Progressionen enthalten sind^ ein Umstand^ 
dessen thatsachliche Richtigkeit erst viel spater dorch Lejeune 
Dirichlet (s. Eap. 2, Nr. 7) anf Grmnd eben des Reziprozitatsgesetzes 
selbst festgestellt worden ist; und zwar hafbet dieser Mangel auch der 
Legendreschen Darstellong seines Beweises an der spateren Stelle 
an^ wo nur die Yoraussetznngen ilber jene Existenz in etwas be- 
schrankt, doch nicht voUig beseitigt sind. Wenn somit Legendre 
sich nicht als Denjenigen betrachten dnrfte^ dem der erste Beweis 
des interessanten Satzes gelungen war, so sah er sich doch wenigstens 
als seinen Entdecker an nnd beklagte sich in einem an Jacob i ge- 
richteten Briefe aber Gaufs, dafs dieser im Jahre 1801 die Ent- 
deckung des Gesetzes sich habe zuschreiben wollen. Letzteres hat 
nun Gaufs eigentlich nicht gethan; spricht er sich in seinen Disqu, 
arithm, art, 151, wo er tlber die das Beziprozitatsgesetz betreffenden 
Arbeiten seiner Yor^nger berichtet, auch weniger entschieden dber 
Legendre's Yerdienste aus, wie in der spateren Stelle: Pro primo 
hnjns elegantissimi theorematis inventore ill. Legendre absque dubio 
habendus est (W. II, p. 4, s. auch p. 152), so erkennt er doch mit 
den Worten: Post Eulerum clar. Legendre eidem argumento operam 
navayit in egregia tractatione Bech. d'anal. indet. etc., ubi pervenit 
ad theorema, quod si rem ipsam spectas, cum theoremate funda- 
mentali idem est, durchaus die Entdeckung Legendres an und 
vindiziert sich selbst nur einen einfacheren Ausdruck desselben, wenn 
er schreibt: theorema fundamentale ... in eadem forma simplici, in 
qua supra propositum est, a nemine hucusque fuit prolatum. 

"Dbrigens kann Legendre auch nicht als Entdecker des Rezi- 
prozitatsgesetzes anerkannt werden, eine Ehre, welche vielmehr 
L. Euler zukommt. Schon Gaufs und auch Legendre haben be- 
merkt, dafs vor ihnen bereits Euler spezielle Falle des umfassenden 
Gesetzes gekannt, wenngleich nur auf induktivem Wege erhalten 
hat, wahrend seine Bemtihungen, sie zu beweisen, nicht von Erfolg 
gekront worden sind; Gaufs zitiert zwei solcher Abhandlungen 
Eulers: Novae demomtr, circa dimsores imnerorum forrme x^ + ny^j 
N,Act. Petrop. 1,1775, p. 47, und de criteriis aequationis fx^+gy^^hz^etc. 
in Opusc, anal. 1, 1783. Aber viel fraher schon hat derselbe Forscher 
in seiner Abhandlung theoremata circa dwisores n/wmerorum in hoc 
forma pa^ ± qV confmtorumy Comm. Ac. Petrop. 1744/46, p. 151 
oder Comm. Ar. coU. 1, p. 35, induktorische Satze fiber die Prim- 
teiler der Formen a' ± Nb^ und ihre Yerteilung in gewisse Linear- 
formen 4iNm ± a angegeben, welche im Grunde das Reziprozi<»ts- 
gesetz in sich enthalten; ganz deutlich aber und in einer Form, die 
sich leicht in die von Gaufs gegebene umsetzen lafst, sprach er 
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dasselbe am Schlusse einer andem Abhandlung aus: Observaiiones 
circa divisionem quadratorum per numeros primoSy Opusc. anal. 1, 
1783, p. 64 Oder Comm. Ar. cdl 1, p. 477 (486), welche merk- 
wiirdiger Weise sowohl von Gaufe wie von Legendre flbersehen 
worden ist, obwohl beide Forscher andere Abschnitte dieses Sammel- 
werkes zitieren. Die bezfigliche Stelle lantet folgendermalAen: 

Existente s numero quocunque primo, dividantur tantom quadrata 
imparia 1, 9, 25, 49 etc. per divisorem 45, notenturque residua, quae 
omnia erunt formae 4q + ly quorum quodvis litiera a indicetur, reli- 
quomm autem numerorum formae 4g+l, qui inter residua non 
occurrunt, quilibet littera % indicetur; quo facto si fuerit 
divisor numerus primus, tum est 

formae 4ns + a +s residuum, et — 5 residuum, 
„ 4ns — a +s residuum, et — 5 non-residuum, 
„ 4:ns + % +s non-residuum, et — 5 non-residuum, 
„ 4ns — % +s non-residuum, et — s residuum. 
Bezeichnet man hier den gedachten Primteiler mit p und beschrankt 
sich nur auf den quadratiscben Gharakier von + s, so besagt dieser 

Ausspruch Euler's nichts Anderes als dies: jenachdem (—1) * 'P 
quadratischer Rest oder Nichtrest ist von s, sei s quadratischer Rest 
oder Nicbtrest von p, und stimmt also genau mit Gaufs' Fassung 
des Reziprozitatsgesetzes (Disqu. Ar. art. 131) tlberein, welche lautet: 

Si p est numerus primus 4n + 1, erit +2>, si vero p formae 
4n + 3, erit —p residuum vel non -residuum cujusvis numeri primi, 
qui positive acceptus ipsius p est residuum vel non -residuum. 

Gebdhrt hiemach Euler die Ehrc; den Inhalt des Reziprozitats- 
gesetzes zuerst vollstandig erkannt zu haben, so bat Gaufs das sehr 
viel hohere Verdienst, es zuerst voUig streng erwiesen zu haben 
{Disqu. Ar. art. 130 — 151). Nachdem er bereits im Marz 1795 ganz 
unabhangig von den Arbeiten seiner Vorganger, die ibm unbekannt 
waren, auf dem Wege der Induktion zu dem Reziprozitatsgesetze 
gekommen war, bedurfte es der angestrengtesten, wiederholten Be- 
miihungen eines ganzen Jahres (s. dazu Gaufs' W. 2, p. 4), bis 
jener Beweis desselben ihm endlich im April 1796 gelang, nachdem 
er einen spater anzumerkenden Satz, der den eigentlichen Nerv des 
Beweises ausmacht, am 8. April dieses Jahres festgestellt hatte 
(Gaufs' TF". 1, p. 475). Doch hat es bei diesem einen Beweise des 
Reziprozitatsgesetzes nicht sein Bewenden gehabt. Dies Gesetz ist 
nicht nur einer der schonsten Satze der ganzen Zahlentheorie, sondem 
er ist auch einer der wichtigsten; er ist dies und ist es mehr und 
mehr ge worden. Er ist es, weil er nicht nur fiir die Lehre- von 
den quadratiscben Resten das theoremia fundamentale bedeutet, wie 
Gaufs ihn genannt hat, sondem weil er in den verschiedensten Ge- 
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bieten der hoheren Arithmetik eine wesentlich grundlegende Rolle 
behauptet; nnd er ist es geworden, weil die Bemiihungen der 
Forscber^ ibn zu beweisen^ nacb mehreren Richtungen bin fdr die 
Entwicklung und tiefere Erfassung der Wissenscbafi; zum Ausgangs- 
pnnkte geworden sind. Es findet bier selbst eine gewisse Rezipro- 
zitat statt: boten die Fortscbritte der Zablentbeorie^ wie sie scbon 
durcb Gaufs mit der Lebre von der Exeisteilung^ mit der Tbeorie 
der boberen Eongmenzen, der boberen Poienzreste u. a. erzielt 
warden y immer neue Beweismittel dar^ jenen interessanten Hauptsatz 
zu begrtbiden^ so eroiBheten die neuen Gesicbtspunkte; von welcben 
aus dies gescbab, stets tiefere Blicke in die Gnmdlagen des Gesetzes 
oder in die Yerkettung der verscbiedenen Zweige der Zablentbeorie, 
oder aucb Wege, auf denen abnlicbe Probleme boberer Art, die Be- 
weise der Reziprozitatsgesetze der boberen Potenzreste u. a. m. er- 
reicbt werden konnten, und forderten somit immer aufs neue die 
Wissenscbaft. Solcbe Erwagungen waren es wesentlicb (s. darilber 
Gaufs' W. 2, p. 49, 50 und 159), welcbe scbon Gaufs selbst zu 
stets emeuten Yersucben, das Reziprozitatsgesetz zu beweisen, gef&brt 
und uns im Ganzen sieben (oder acbt) ganz yerscbiedene Beweise 
desselben gescbenkt baben. Aber bis auf die neueste Zeit sind andere 
Forscber ibm darin nacbgefolgt, und so kennt man gegenwartig 
nacbgerade eine grofse Menge von Beweisen des Gesetzes, von denen 
nacb dem Gesagten nicbt obne einige Berecbtigung geaufsert werden 
darf , dafs ibre Folge „die gleicbzeitige Gescbicbte unserer gesamten 
Mathematik im Eleinen wiederspiegelt'^ (s. Baumgart, uber das 
quddratische Beziproaitatsgesetgy Ztschr. f. Math. u. Phys. 1885, bist.- 
liter. Abi p. 169, in der Einleitung). Die nacbstebende Zusammen- 
stellung giebt die ganze Reibe der bisber gegebenen Beweise, soweit 
sie dem Yerfasser bekannt geworden sind, in cbronologiscber An- 
ordnung an: 



Chronologische Tabelle der Beweise des ReziprozitStsgesetzes. 



1. Ganfs, 1. Beweis, Disqu, Ar, aH. 135 ff., 1801 (1796). 

2. „ ,2. „ , „ „ „ 257 flF, 1801. 
8. „ , 7. u. 8. Beweis, TT. 2, p. 288 (1801) 

4. „ , 8. Beweia, Comm. Gott. 16, 1808; W. 2, p. 1, 

5. „ ,4. „ , Comm. GoU. rec. 1, 1809; W. 2, p. 9. 

6. „ ,5. „ , abend, 4. 1818; W. 2, p. 47. 

7. ,, ,6. „ , an derselben Stelle. 

8. Canchy, BuU. de Firusaac 12, 1829, p. 206. 

9. Jacobi, Joum. f. Math. 80, p. 172, vgl. 85, p. 278. 

10. Eisenstein, Jonm. f Math. 27, 1844, p. 322. 

11. „ , „ „ „ 28, 1844, p. 41. 

12. „ , „ „ „ 28, 1844, p. 246. 



18. 



29, 1845, p. 257. 



Indnktion. 
Qnadr. Formen. 
h5h. Eongraenzen. 
Gaufs. Lemma. 
Kreisteilung. 
Gaufs. Lemma. 
Kreisteilung. 

desgl. 

desgl. 

desgl. (arithm.) 



G. Lemma, (geom.) 

Kreist. (M). 
\ sm V / 
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14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
28. 
24. 
26. 

26. 

27. 
28. 
29. 
80. 
81. 
82. 
33. 
84. 
35. 
86. 
87. 

38. 
39. 
40. 
41. 



42. 
48. 
44. 
45. 



Liouville, Joum. de Math. 12, 1847, p. 95. 

Lebesgne, ebendas. p. 457. 

Schaar, BuUetin Belgique, 14 I, 1847, p. 79. 

Genocchi, ulc. i2. Bdg., mim. couronnes, 25, 1858 (52). 

Lebesgue, Par. Comptes B. 51, 1860, p. 9. 

Eummer, zwei Beweise, Abh. Berl. Ak. 1861. 

Stem, Gott. Naehr. 1870, p. 287. 

Zeller, Berl Monatsber. 1872, p. 846. 

Zolotareff, Nauv. Ann. de Math. (2) 11, 1872, p. 854. 

Kronecker, Berl, Monatsher. I876, p. 801. 

Bouniakoweky, BulL St Pit. 22, 1876. 

Schering, GoU. Naehr. 1879, p. 217. 
P. a B. 88, p. 1078. 

Petersen, ultner. Jowm. 2, 1879, p. 217, 
Zeuthen, Tidakr, 1879, p. 86. 

Voigt, ZUchr. f. Math. u. Phys. 26, 1881, p. 184. 

Busche, Dissertation, Gdttingen 1883. 

Kronecker, Berl. Sitegsher. 1884, p. 645. 

Gegenbauer, TTtewer jBcr. 1884, p. 1026; 1885, p. 876. 

Kronecker, Berl. Sitzgsber. 1885, p. 117. 

,f , „ „ 1885, p. 388, 1045. 

Hermes, Arch. f. Math. u. Phys. (2) 5, 1887, p. 190. 

Lerch, Teixeira Journ. 8, 1887, p. 187. 

Busche, J. f. Math. 103, 1888, p. 118. 
„ , „ „ „ 106, 1890, p. 65. 

Lucas, Bull. St. Pet., nouv. sir. 1, 1890. 

Assoc. frang., Limoges, 19, 1890, p. 147. 

Franklin, Mess, of Math. (2) 19, 1890, p. 176. 

Fields, Amer. Journ. 18, 1891, p. 189. 

Gegenbauer, Wiener Ber. 100, 1891, p. 855. 

Schmidt, J. f. Math. Ill, 1898, p. 107, drei Beweise, 

erster Beweis: 
zweiterBeweis: 
dritter Beweis: 

Gegenbauer, Wiener Ber. 103, 1894, p. 285. 

A. S. Bang, N. Tidsskr. for Math. 5B, 1894, p. 92. 

Busche, Hamburger Mitt. Ill, 6, 1896, p. 288. 

Lange, drei Beweise, Leipe. Ber. 48, 1896, p. 629. 

„ 49, 1897, p. 607. 



Kreist. 

desgl. (arithm.) 
G. Lemma. 

desgl. 
h6h. Eongr. 
Quadr. Formen. 
G. Lemma. 

desgl. 
Permutationen. 
Induktion. 
variirtes G. L. 

G. Lemma. 

var. G. L. 

G. Lemma, 
desgl., Hilfssatz. 
G. Lemma. 

desgl. 

desgl. 

desgl. 
Liduktion. 
G. Lemma, 
yar. G. Lemma. 
G. Lemma. 

desgl. 

desgl. 
desgl. 
desgl. 

desgl. 
desgl. (versteckt). 
Induktion. 
G. Lemma. 
Induktion. 
var. G. L. (geom.). 

G. Lemma. 



Was die angegebene Ghronolgie der Graufsischen Beweise be- 
trifiPb, welche wir in gewohnter Weise nach der Reibenfolge ihrer 
Publikation als ersten, zweiten Beweis u. s. f. bezeichnet haben^ so 
berubt sie anf folgender Erwagung. Dem ersten Beweise fiigt Gaufs 
(D. A. art. 151) die Zusage bei: cetemm infra duas alias demon- 
strationes ejnsdem gravissimi theorematis trademus etc.; einer yon 
diesen Beweisen findet sich in der That in art. 262 desselben Werkes. 
Nach Kronecker's, wie mir scheint, irriger Meinung ware nun der 
zweite jener Beweise sein „vierter^', der in der summatio qmr. serier. 
singul, enthaltene; der Ereisteilung zugehorige Beweis^ weil nach 
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Dedekinds Aussage im Gaufsschen Nachlasse ein Fragment „8edio 
octava^^ vorhanden sei; dessen wesentlicher Inhalt spater in jene Ab- 
handlnng ubergegangen ist. Dem ist aber eni^egenzubalten^ dafs 
nach desselben Forschers Aussage sich dort ein anderes Fragment 
Yorfindet mit dem Titel: Disquis. genercUes de congruentiis j Analysis 
Besiduorum, caput octamm^ welches einem mnfangreichen, durch eine 
^nzliche IJmarbeitnng in die Disquisitiones arUhmeticae liberge- 
gangenen Manuskripte entnommen sei; in ihm sind der ^^siebente^^ 
und ^^achte^' Beweis enthalten mit der ausdrficklichen Zablung: haec 
igitnr est tertia theorematis fiindamen talis completa demonstratio . . . 
At ex eodem fonte sed via opposita quartam deducamus. So dtirffce 
eher wobl dieser Doppelbeweis der andere der von Gaufs im art 151 
gemeinten beiden Beweise sein. Es scheint mir daher anch zweifel- 
haft, ob Kronecker Becbt hat, wenn er meint, Gaufs' „vierter 
Beweis" geh5re zu den „drei anderen Beweisen", welche W> 2, p. 153 
als Tor dem ^^dritten" Beweise gefanden erwabnt werden; ohne Zweifel 
hat hier yielmehr Gaufs jenen Doppelbeweis eben als dritten und 
vierten gezahlt. Ware es an sich auch wohl moglich, dafs jener 
jjvierte^' Beweis, aus Gaufs' Beschaftigung mit der Kreisteilung ent- 
sprungen, vor dem „dritten" von ihm gefdnden worden ist, so liegt 
doch daftir in seinen Aussagen nicht der geringste Anhaltepunkt vor, 
und man wird daher wohl die Chronologic dieser folgenden Beweise 
ganz nach den Daten ihrer Yerdffentlichung zu bestimmen haben. 

In der letzten Eolonne der voraufgehenden Tabelle ist kurz die 
Grundlage bezeichnet, auf welcher die einzelnen Beweise sich erbauen. 
Man sieht, dafs sie sich samtlich etwa in ftinf Eategorieen verteilen, 
die bereits durch die Gaufs ischen Beweise vorgezeichnet sind. Die 
erste Eategorie wird durch den ersten Gaufsischen Beweis be- 
zeichnet, der der einzige ist, welcher ganz innerhalb der elementaren 
Theorie der qnadratischen Keste verbleibt, indem er nur mit dem 
Begriffe des qnadratischen Restes selbst operiert; dabei ist seine 
Methode die der allgemeinen Induktion. Durch diese Methode, der 
sie gleichfalls folgen, treten dem genannten Gaufsischen Beweise 
diejenigen von Eronecker (23), Hermes (33) und Schmidt (41, 
Nr. 3) an die Seite; doch sind im iibrigen ihre Wege wesentlich 
andere; enger oder loser schlieCsen sie sich an diejenige Eategorie 
an, dievrir als fOnfte charakterisieren werden; femer der von Bang (43). 

Eine zweite Eategorie ist diejenige, in welcher die Beweise, 
wie der zweite Gaufsische und wie auch bereits Legendre's er- 
wahnter Beweis versuch, auf die Theorie der qnadratischen Formen 
begrtlndet sindj hierin gehoren noch die Beweise von Eummer (19). 

Zur dritten Eategorie rechnen die Beweise 3 und 18, welche 
sich der Theorie der hSheren Eongruenzen bedienen. 

Die Beweise der vierten Eategorie grtlnden sich auf die 
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Lehre von der Ereisteilung; ihrer ist eine ziemliche Anzahl^ die 
Beweise 5^ 7; 8^ 9, 10^ 11^ 13^ 14^ 15; am zahlreichsten aber ist die 

fiinfte Eategorie, der wir die tlbrigen znzahlen^ namlich 
die Reihe derjenigen Beweise^ welche das Gaufsische Lemma zum 
Ausgangspmikte nehmen oder doch wenigstens mit ihm sich yerkn^pfen. 

lu einer bereits erwahnten ausfuhrlichen Abhandlnng yfJiher Aas 
qtuuiratische BeziprozUaisgesetf^^^ die spater auch als besondere Schrift 
(Leipzig, Teubner, 1885) erschienen ist, hat 0. Baumgart sich 
der Anfgabe unterzogen, die Beweise dieses Gesetzes, soweit sie da- 
mals bekamit waren, darzustellen und in systematischem Zusammen- 
hange zu beleuchten. Dieser interessante und wichtige Versuch, der 
auch uns mannigfachen Nutzen gewahrt hat, bedarf , abgesehen Yon 
einigen Richtigstellungen, gegenwartig, wo die Anzahl der Beweise 
sich noch betrachtlich gemehrt und die Einsicht vertieft hat, einer 
wesentlichen Erganzung. Im Folgenden werden wir bemdht sein, 
nach Ausscheidung derjenigen Beweise; welche der zweiten, dritten 
und vierten Kategorie*) angehoren und also nicht der „Niederen 
Zahlentheorie'^ zugerechnet werden konnen, die gesamte Reihe der 
tlbrigen vergleichend darzustellen, indem wir sowohl ihre gemein- 
samen Gh-undlagen, als ihre wesentlichen Unterschiede und damit ihr 
inneres Yerhaltnis zu einander in ein mogUchst helles Licht zn 
setzen yersuchen, dabei &eilich dayon absehen miissen, alle jene 
Beweise in ihren Einzelheiten zu reproduzieren; in dieser Hinsicht 
mufs auf die Origiualarbeiten selbst yerwiesen werden. — 

9. Wir beginnen nun mit der Wiedergabe des ersten Gaufsischen 
Beweises. Die sehr umstandliche Form desselben, bei welcher acht 
yerschiedene Falle einzeln zu behandeln waren, ist auf geistyolle 
Weise yon Lejeune Dirichlet**) mit Hilfe des Legendreschen 
Symbols wesentlich yereinfacht und die acht Falle auf zwei yer- 
schiedene zusammengezogen worden; wir schliefsen uns abo des 
Letzteren Darstellung an. 

Das Reziprozitatsgesetz, wie es die Formel (45) . zum 
Ausdrucke bringt, besagt offenbar, dafs der quadratische 
Gharakter einer ungeraden Primzahl q zu einer anderen 
ungeraden Primzahl p derselbe ist, wie derjenige yon p zu 

g, in Zeichen: = wenn nicht beide Primzahlen yon 

der Form 4jBr + 3 sind; dafs aber im letzteren Falle der 
quadratische jCharakter yon q zxjl p der entgegengesetzte ist. 



•) Bezuglich der Beweise der dritten Kategorie b. Kap. 7, Nr. 29. 

Dirichlet, fiber den ersten der von Gaufs gegebenen Beweise des 
Beziprozit&tsgesetzes, J. f. McUh. 47, 1864, p. 189, oder anch: Vorleswngen ilber 
ZahUfUheorie^ heransg. von Dedekind, 4. Anfl., 1894, p. 112. 
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wie der von p zu in Zeichen: = — - Femer wissen 

wir, dafs, wenn dies richtig ist fiir alle Primzahlen unterhalb irgend 
einer gegebenen Grenze, aucb. das allgemeinere Reziprozitatsgesetz (56) 
statthat fur alle relativ prime Zahlen P, die nur aus solcben 
Primfaktoren znsammengesetzt und nicht beide negativ sind. Wir 
nebmen nnn an^ das Gesetz (45) gelte f&r je zwei ongerade Prim- 
zahlen^ welche kleiner sind als die Primzahl 9; beweisen wir dann^ 
dafs es aucb richtig ist fiir jede Eombination aus q und einer jeden 
jener Primzahlen^ so gilt es allgemein^ denn in der That besteht es 
fUr das Paar 3^ 5^ da die Zahl 3 (mod. 5) und wegen 5 = 2 (mod. 3) 

aucb 5 (mod. 3) quadratischer Nicbtrest, somit « ist. 

Sei p irgend eine ungerade Primzahl < q, Entweder ist dann q 
von der Form 4jef + 3. Da — 1 in Bezug auf eine solche Primzahl 
quadratischer Nichtrest ist, mufs +p oder ^p quadratischer Best 
(mod. q) sein; bei passender Wahl des Yorzeicbens in der Formel 
7C^ ±p ist also 

Diese Formel besteht im anderen Falle, wo q von der Form 4jef + 1 
ist^ Bogar fQr beide Yorzeicben^ falls p quadratischer Rest ist von 
dagegen fiir keins derselben, falls p quadratischer Nichtrest von q ist. 
Demnach unterscheiden wir zwei Falle: 

1) im ersten bestebe fQr die Primzahlen Py q und eins der Yor- 
zeichen in der Formel » ± die Gleichung 

(61) (f) = i; 

2) im zweiten sei q von der Form 4jer + 1 und = — 1 . 

Im erstgenannten Falle ist die Eongruenz a?' = »(mod. 9) 
m5glich und hat zwei Wurzeln; wahlt man diese positiv und kleiner 
als qy so ist eine von ibnen, da sie (mod. q) entgegengesetzt also 
von der Form %y q — % sind^ gerade; sie belCse sodafs 

(62) e'-TC^q^f 

gesetzt werden kann^ wo fj wie einfeush zu erkennen^ eine ungerade 
und wegen p <.q positive Zahl < q sein mufs. 

Ist nun zuerst f nicht teilbar durch iCy so folgt aus (62) 

(7)-!. 

mithin, da far die beiden Zahlen %, f, welche < g, xelativ prim 
und nicht beide negativ sind^ das allgemeine Reziprozitatsgesetz an- 
genommen werden darf^ 
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TT-l /-I 

2 2 



(63) (i) = (-l) 

wahrend femer aus (62), da e gerade ist, 

— 3r = g/'(mod. 4) 



also 



2 — 2 2 

« — 1 « + l 2 — ^ ''^ — ^ _L — 

"2 2~ ^ "~2 2 ' 2~ 



1 



2 



(mod. 2), 



mithin^ da das Produkt zweier successiyer Zahlen gerade ist^ 



2 



2 



(mod. 2), 



statt (63) also 
(64) 



2*2 



erschlossen wird, wie es der Formel (45) bezw. (56) gemafs ist. 

Ware dagegen f teilbar dnrch ar, = nf, so mUfste wegen (62) 
anch e durch n teilbar sein^ e^7ce\ sodafs (62) fibergebt in die 
Gleicbnng 

(65) ne'^-l=qf\ 

Aus der letztem aber folgt zunacbst^ dafs jetzt f und 7ty ebenso wie 
f und e relative Primzahlen sind, femer folgen die Gleicbungen 



(T-")-(r)-(^)-'' 



wo fiir die Zablen jr, — f\ welche nicht beide negativ^ relativ prim 
und < 2 sindy das allgemeine Beziprozitatsgesetz angenonunen werden 
darf; aus ihrer Eombination ergiebt sicb demnach die andere: 



n-i /'+! 
2 2 



(66) = 
welche, da wegen (65) 

-1 = 3/" (mod. 4) also = ^ (mod. 2) 

ist, wieder durch die Gleichung (64) ersetzt werden kann. Mithin 
besteht in dem ersten der beiden unterschiedenen Falle das Rezi- 
prozitatsgesetz auch noch fUr die Eombination der beiden Prim- 
zahlen py g,. w. z. b. w. 

Im zweitgenannten Falle bietet sich von Yomherein nicht 
die Moglichkeit dar, eine Gleichung anzusetzen, wie die Gleichnng (62), 
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aus der man weitere Folgerungen ableiien kann, man mofs daher 
darauf bedacht sein, zu einer solchen zn gelangen. Hierzu dient 
der Nachweis, dafs wenigstens eine Primzahl l>'<ff vor- 
handen ist, fiir welcbe 

(67) (7)--!' 

Oder dafs q nicht in Bezug auf alle Primzahlen <g quadratischer 
Rest ist. Wir werden diesen Nachweis, welcher den eigenUichsten 
Grundstein des ersten Gaufsschen Beweises ausmacht, nachher er- 
bringen; setzen wir eine seiche Primzahl p' als vorhanden Yoraos, so 
folgt das Reziprozitatsgesetz aus ganz ahnlichen Schlussen wie zuvor. 

Zunachst leuchtet ein, dafs = — 1 sein, fBr das Paar p', q 

also das Reziprozitatsgesetz Giltigkeit haben- mufs; denn, ware im 

Gegenteil + 1, so befanden vrir uns im erstgenannten Falle 

und batten folglich 

gegen die Voraussetzung. Zum Beweise des Reziprozitats- 
gesetzes bleibt also nur nocb zu zeigen, dafs, wenn es noch 
eine von p' verschiedene Primzabl p<q giebt, filr welche 

(^) ~ ^ ^^^y auch ^-—^ = — 1^ oder, was wegen (67) auf das- 
selbe hinauskommt, dafs 

ist. 

Da umgekehrt = 1 also pp' quadratischer Rest von p ist, 
so erhalt man eine Gleichung von der Form 
(69) ^-pp'^-qf, 

in welcher e<Zq eine gerade, f aber eine ungerade Zahl ist, die eben- 
falls < q sein mufs. Nun ist % 

entweder f relativ prim zu pp'\ dann folgt aus (69) (^j-^ = 1 

und, da qf nach derselben Gleichung quadratischer Rest von pp also 

auf die Zahlen f und pp' aber ersichtlich das allgemeine 

Reziprozitatsgesetz anwendbar ist, findet sich sogleich 

wahrend sich aus (69) 

—pp' = qf (mod. 4) 

mithin 

Baohmann, ni«d«Te ZAlil«nUi«orle. L 
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2~" = ~2~ + "~2~' ~2 2~~ = ~2 2~ (mod. 2) 

and deshalb , , , 

C^)=(-i)^ ^ -1 

ergiebt. 

Oder aber f ist durch jp' teilbar, nicht teUbar durch d. i. 
f^P'fj wo zu p prim ist. Dann mufs auch e^p'e' sein and 
die Gleichong (69) nimmt die Gestalt an: 

(70) P'e"-p^qr, 

weshalb f aach prim ist gegen p' and e, wie die letztere Zahl 
gegen p. Hieraas fliefsen die Gleichangen 

(^)-(f) (f)-'. 

folglich 

(p?) ' (^) (t^) (i) ' ("?^)' 
oder, da auf die Zahlen pp\ f das allgemeine Reziprozitatsgesetz an- 
gewandt werden darf, einfacher 

t7) = (-l) » * + » • « . 

Nun ist wegen (70) 

-p^qf (mod. 4) also = ^ (mod. 2) , 

der Torige Exponent ist daher (mod. 2) kongruent mit 

2\,2 ■^2/~"2'2~ 
und folgUch + 

Man bemerke, dafs bei diesem Rasonnement nirgends von der 
besonderen Beschafflnheit der Primzahl p\ nach welcher == — 1 

sein soUy Gebraach gemacht worden ist; da im iibrigen die Rolle der 
Primzahlen p^p' genau die gleiche ist, so wird man durch das ana- 
loge Rasonnement zu eben demselben Schlusse kommen, wenn man 
umgekehrt f durch p teilbar^ nicht teilbar durch p' voraussetzt. 

Sei endlich noch f teilbar durch pp\ f^pp-fj abo auch 
e == pp' ' e' und demnach 

(71) pp'.e'^-l^qf. 

Man schliefst zunachst = 1, (-^^■) = 1; da auf die Zahlen 
pp\ —f das allgemeine Reziprozitatsgesetz anwendbar ist^ 
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Da aber wegen (71) 

- 1 = 2^ (mod. 4), also = (mod. 2) 

d. i. gerade ist, so ergiebt sich auch jetzt wieder^ was zu zeigen war, 

Zur Giltigkeit des Reziprozitatsgesetzes ist jetzt nur noch die 
Lticke zu erganzen, welche im Vorigen verblieb, namlich das Vor- 
handensein einer ungeraden Primzahl p <iq nachzuweiseii; fQr welche 

(*)=-•• 

Dies ist sehr einfetch^ falls q Ton der Form Sjer + 5; denn als- 

dann ist ^"^ von der Form 4jef + 3 iind diese Zahl deshalb durcb 

mindestens einen Primfaktor derselben Form teilbar, da Primfaktoren 
der Form 4£f + 1 allein auch nur Produkte dieser letzteren Form 

hervorbringen kfinnen. Ist also p' ein Primfaktor von von der 

Form 4jBr + 3, so ist auch + 1 durch p' teilbar also q = —\ (mod.|)') 

Ist dagegen q von der Form ^z+\y so liegt die Sache viel 
schwieriger^ und es bedurfte des ai^estrengtesten Nachdenkens^ bis 
es Gaufs gelang, diesen Punkt durch einen Gedankengang festzustellen^ 
der, wie Kronecker {Berl, Monatsber. 1876, p. 341) mit Recht ge- 
sagt hat, „als eine Eraftprobe Gaufsschen Geistes^^ angesehen werden 
kann. Ware namlich in diesem Falle q quadratischer Rest von jeder 
Primzahl, welche eine ungerade Zahl 2m + 1 < g nicht dbertriflPl, 
so ware q, da es voji der Form 8z + 1 also auch fur jede Potenz 
von 2 quadratischer Rest ist, auch in Bezug auf jeden Modulus, der 
nur auB Zahlen ^ 2m + 1 zusammengesetzt ist, quadratischer Rest, 
und demnach ware, wenn 

Jlf = 1 .2-3...2m(2w + l) 

gesetzt wird, die Kongruenz 

x^~q (mod. M) 

auflosbar. Sei x eine ihrer Losungen, dann ist k wie q relativ 
prim zu M und 

ft.(ff~l«)(g-2«)...(g-w>) = *(ft«-P)(i«-2«)...(Jk«-m«) 

= (* + wt)(ft + w~l)...(* + l)*(A-l)...(A-m + l)(A-w) 

und folglich = (mod. Jkf ), da das Produkt der 2m + 1 aufeinander- 
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folgenden Zahlen zur Rechten teUbar ist durcli M (Kap. 2 Nr. 12); 
68 wtlrde daher der Quotient 

1 g — 1* g — 2* ?_ir !?! 

f» + 1 * (w + !)• — 1« * iy*^=Y« ' * * (irr+T)«~=^' 

dessen Nenner mit Jf gleich ist^ eine gauze Zahl sein. Wahlt man 
indessen m < YqK w + 1, was mit der Bedingung 2m + 1 < g ver- 
traglich ist, da die kleinste Primzahl von der Form 8£r + 1 die Zahl 
q=Vl ist, so ist ersichttich jeder Faktor des obigen Ansdrucks ein 
echter Brach. Demnach kann q nicht qnadratischer Best yon jeder 
Primzahl ^ 2w + 1 also anch nicht von jeder Primzahl < q sein, 
w. z. b. w. — 

10. Wendet man sich nun dazu, die Reihe von Beweisen, welehe 
das Gaufssche Lemma zur Grundlage nehmen, nach ihrem inneren 
Zusammenhange zu entwickehi, so wird man vor allem sich klar zu 
machen haben, welche Handhabe jenes Lemma zu dem gewoUten Be- 
weise darbietet. 

Sind aber P, Q zwei positive, ungerade, relativ prime Zahlen, so 
besagt das verallgemeinerte Gaufssche Lemma, dafs 

(72) (|)=.(_i)/.(e.p) 

sei, wenn fi{Q, P) die Anzahl der negativen absolut kleinsten Beste 
in der Reihe 

(73) 1 2^ Q,S Q, P' - Q (mod. P) 

bedeutet, in welcher P' zur Abkilrzung fQr — - — gesetzt ist. Des- 
gleichen ist 

(74) (!) = (_!).(.,«, 

wenn ft (P, Q) die Anzahl der negativen absoljit kleinsten Reste in 
der Reihe 

(75) 1 . P, 2 . P, 3 . P, ... ^. P (mod. Q) 

bezeichnet, wo statt ^ ~ ^ gesetzt ist. Da aus (72) und (74) sich 

C^^) (|)(|) = (-i>'<'''^>+^(«'''> 

ergiebt, so ist zum Beweise des Reziprozitatsgesetzes nur zu 
zeigen, dafs 

(77) (i (P, G) + ,» (C, P) = ^ . ^ (mod. 2) 

ist. 

In der besonderen Art und Weise, diesen Nachweis zu erbringen, 
unterscheiden sich nun jene Beweise voneinander und konnen nach 
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ihr grnppiert werden. So gehen die einen mehr darauf ans^ einen 
der Teile ii(P,Q), ^(Q^P) fQr sich zu bestimmen, um dann ilm 
mit dem andem in Beziehnng zn setzen, andere ftihren diese Teile 
auf andere Zahlen znrUck, ^^welche die Eigenschaft; der Beziprozii»,t 
in einer leicht erkennbaren Form enthalten'^ (Schering, GoU. Nachr. 
1879, p. 21), nnd bestimmen symmetrischer die Summe /* (P, Q) + fi{Q, P) 
selbst. Dies und ahnliches sind aber mehr nur formelle als prinzi- 
pielle TJnterscliiede, welch* letztere vielmehr in der verschiedenen 
Quelle oder Grundlage zu suchen sein werden, welcher in den ein- 
zelnen Beweisen die Bestimmung der sogenannten „charakteri6ti6chen 
Zahlen^' (P, Q\ (Q^ P) entnommen wird. In dieser ffinsicht wird 
man dnrch die Definition der Zahl ii{Q,P) wesentlich auf die Be- 
trachtung der Bedingungen gef&hrt, unter welchen in der Eon- 
grnenz 

(78) hQ = ±h' (mod.P), 

wo Bowohl h dis h' eine der Zahlen 1, 2, 3, • ^ — bedeutet, oder 

auch in der gleichbedeutenden Gleichung 

(79) hQ-kP=±K 

das positive oder das negative Vorzeichen einfareten muTs, und in 
der verschiedenen Erfassung oder Ausbeutung der Verhalt- 
nisse, welche hieriiber entscheiden, beruht die prinzipielle 
Verschiedenheit der einzelnen Beweise. Es ist wesentlich 
Kroneckers Verdienst, durch immer emeutes und tieferes Eindringen 
in jene Verhaltnisse oder in die einfachsten Voraussetzungen, welche 
den verschiedenen Beweisen zu Grunde liegen, fiir die grofsere Mehr- 
heit derselben ihr inneres Verhaltnis zu einander klargelegt (s. dar- 
Uber namentlich seine Abhandlung „die absolut kleinsten Reste reeller 
GrSfsen", Bed. Siimmgsher, 1885, p. 383, 1045), und somit eine syste- 
matische Darstellung derselben, wie wir sie nun versuchen werden, 
ermoglicht zu haben; mehrere andere, namentlich neuere Beweise 
ftigen sich dann in etwas loserem Zusammenhange ihnen an. 

Hierbei macht man in vorteilhafber Weise von gewissen Bezeich- 
nungen Gebrauch, welche gleich hier eingefQhrt werden sollen und 
gleichfalls Eronecker zu verdanken sind. Indem wir nach wie vor 
mit [a;] die grofste ganze Zahl (nach Schering @®{x)) be- 
zeichnen, welche in dem reellen Werte x enthalten, namlich durch 
die Ungleichheiten 

(80) M^a:<M + 1 

definiert ist, nennen wir g{x) (nach Schering 91® (a:)) die nachst 
an X gelegene ganze Zahl, von welcher sich daher x in plus oder 

minus um weniger als ^ unterscheidet; wir definieren mithin 
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9{x)-=[x]y wenn [x]^x<[x] + Y' 

(81) 1 ^ 

g{x) = [x]+ 1, wenn M + < a? < [a;] + 1 ; 

lage a; gerade in der Mitte zwischen zwei ganzen Zahlen^ sodafs 

a; = [a?] + Y? so haben wir g{x), da es seiner Bedeutnng nach dann 

zweideutig wtirde^ um es auch fUr diesen Fall zu fizieren, gleich 
[x] + 1 gewahlt. Man erkennt so unverzuglich, dafs immer 

(82) g(x) = [x + :^] 

gesetzt werden darf. 

Versteht man nun unter B(x) den Unterschied 

(83) Rix)=^x-[x + ^] 

zwischen x und der nachstgelegenen ganzen Zahl^ so ist dieser 

Unterschied stets absolut kleiner als zudem aber positiv resp. 
negatiy^ jenachdem 

a;-[a;]<Y oder x-[x]Sy 

ist. 

Endlich wollen wir mit sgn. x die positive oder nega- 
tive Einbeit bezeichnen, jenachdem a; > oder x<iO ist^ 
sodafs auch 

(84) sgn. X = jj| 

gesetzt werden kann, wenn, wie (iblich, durch \x\ der Ab- 
solutwert von x ausgedriickt wird. Fdr den singularen 
Wert a; = soil auch unter dem Zeichen sgn. a? die Null ver- 
standen werden. Dieser Definition zufolge besteht offenbar die 
Beziehung 

(85) sgn. xy = sgn. x • sgn. y , 

von der sehr vielfacher Gebrauch gemacht werden wird. In An- 
wendung solcher Bezeichnungen diirfen wir dann fUr ein von Null 
verschiedenes x s^en: 

es sei sgn. JB(a:) = ± 1, jenachdem a;—- [a;] <y oder ist. 

Nun gilt in der Eongruenz (78) das obere oder das untere Vor- 

zeichen^ jenachdem der kleinste positive Rest von hQ (mod. P) 

P 

kleiner oder grofser ist alsy, oder, was dasselbe sagt^ jenachdem 
^-p|]<oder>l, aUo 

8giLJ?(^- + l resp. -1 
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ist. Da femer das Letztere, wenn h die Werte 1, 2, 3, • • • — ^-r- 
durchlauft, fi{Q, P)-mBl geschieht, so wird 

(86) |Y8gn.Jj(^-(-iy(*') 

nnd folglich nach dem Ganfssclieii Lemma 

sein. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich 

demnach lafst sich das zu beweisende Beziprozitatsgesetz 
auch in folgender Formel aussprechen: 

(88) fjsga • JT»gn-B(^) = (- 1)^^' 

und besagt nichts anderes als den Satz: dafs unter den Werten 
JJ(^) fllr A-1,2,3,...^ 

jB(^^) far ft=l,2,3,...«=:i 

die Anzahl fi(Qy P) + /*(P, Q) derjenigen, welche negativ 
sind; nur dann nngerade sei^ wenn P, Q beide von der Form 
+ S Bind, andernfalls immer gerade. Wir filgen sogleich 
noch einen dritten gleichbedeutenden Ausdruck des Gesetzes hier an. 
Offenbar ist 

y(1 — sgn.a:) = oder 1, 
jenaehdem sgn. a; = 1 oder — 1 ist. Demnach wird 

(89) 24- (i 

und ebenso 

Q' 

die eben ausgesprocbene Deutung des Reziprozitatsgesetzes 
findet daher ihren aquivalenten Ausdruck auch in der 
Kongruenz 



-«gn.Jj(^)-^((2,P) 
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(90) ii(i-.gB.iif^)+ii(i-^.ii0 

Wir werden Ton all' diesen Formulierongen in der Folge Gebranch 
zu machen haben. 

11. Wahrend die znnachst zu besprechenden Beweise 
des Reziprozitatsgesetzes darin fibereinkommen, sich samt- 
licb auf die Eigenschaften der Funktion zu grfindeiiy 

unterscheiden sie sich von einander durch den Umfang^ in 
welchem sie diese Eigenschaften in Anspruch nehmen. Die 
fiindamentalste dieser letzteren ist die^ dafs 

(91) B(a;+l) = B(a;) 

ist; in der That^ da ftir jeden reellen, positiren oder negativen Wert 
von X 

(92) [a;+l] = [x] + 1 

and daher allgemeiner^ wenn z eine beliebige ganze Zahl bedeutet^ 

(93) \_x\z\^\_x\^z 
isty so besteht auch die Gleichung 

nnd folglich auch 

(^+1)_[^+1 + |]«^^[^ + |] 

d. i. die Gleichung (91). 
Da femer stets 

(94) \-x\ M-1 

ist — eine Gleichung, aus welcher in Verbindung mit (93) far jede 
ganze Zahl z giltig die andere hervorgeht: 

(95) \x\j^\z-x\^z-\ 

— so folgt, wenn a? + y statt x und 1 gesetzt wird, die Be- 
ziehung: 

[-» + t] — + 

also 

(96) JJ(a?) + JJ(-a;)-0. 

Mit Benutzung dieser Bezeichnungen und der angefdhrten Eigen- 
schaften der Funktion B,{x) stellt sich nun zunachst der ftinfte 
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Cfanfssche Beweis, von welchem wir unsern Ausgangspiuikt nehmen^ 
folgendenDafsen dar: 

Seien immer Q zwei posiiiye nngerade relatiy prime Zafalen^ 
so betracbte man die Reihe der Zahlen: 

(97) 1,2,3,...^^ 

imd teile sie in achi Elassen nach folgendem Prinzip: 

1) in die erste Elasse nehme man alle Zablen g der Beihe^ fUr 
welche 

8gn.Ji(f)-l, SglLjj(A)-l 

iflt; ihre Anzahl sei a; 

2) in die zweite diejenigen^ fQr welche 

sgn.Jj(|-)-l, 8gn.2?(|^)--l 

ist^ ilire Anzahl sei /3; 

3) ftlr die Zahlen der dritten Elasse mit der Anzahl y sei 

sgiLii(|-) = -l, 8gn.Jj(|-) = l; 

4) f&r die der yierten Elasse mit der Anzahl d sei 

sgn.ij(|)--l, 8gn.B(^) 1; 

5) f&r die der fOnften Elasse sei 

8giLJj(|)-0, Bgn.ij(|^)-1; 

6) f&r die der sechsten Elasse sei 

sgn.B(f)-.0, '>gn.B(f) 1; 

die Zahlen dieser beiden Elassen znsammengenommen sind die Yiel- 
fachen 

I P, 2 . P, 3 . P, . . ^ • P 

und folglich ist die Anzahl derjenigen der letzten Elasse fi(P, 
somit die Anzahl derjenigen der vorletzten Elasse gleich ft(P, Q)] 

7) f&r die siebente Elasse sei 

0gn.B(f)-l, sgn.ij(^-0; 

8) fOr die achte Elasse endlich sei 

8gii.JZ(f)=-l, Bgii.B(^)-0; 
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die Anzahl der Zahlen in dieser und der yoraufgehenden Slasse sind 

ofiFenbar i^iQ^P) und — li(Q,P) resp. 

Die Zahlen der vier ersten Elassen sind zusammen die weder 
durch P noch durch Q teilbaren Zahlen (97)^ ihre Anzahl also gleich 



2 2 2 



und somit besteht die Beziehung 



(98) „ + ^ + y + a = (Z^Mzii). 

Betrachtet man aber die Summe 

PQ-l 

(99) ^sgn.B(^).sga.B(^), 

welche mit Biicksicht auf die Eigenschafb (96) der Funktion It{x) 
auch durch die folgende: 



8 



ersetzt werden kann^ welche auf ein vollstandiges Bestsystem (mod. PQ) 
erstreckt ist^ so dcu-f man hier wegen der fundamentalen Eigenschaft 

(91) der Funktion R{x\ der zufolge -R(|-) sich nicht andem, 

wenn g durch eine ihm (mod. PQ) kongruente Zahl ersetzt wird, 
statt dieses speziellen Restsjstems auch ein anderes^ z. B. dasjenige 
wahlen, das aus den Zahlen g =-hQ + TcP f^r A = 0, ±1, ± 2, • • • 

± ; Jk = 0, ± 1 , ± 2, • • ± besteht; dann aber lafst sich 

die Summe als das Produkt zweier anderen schreiben^ wie folgt: 

* = 0, ±1,.±2, •■• IP', * = 0, +1, ±«, ±Q' 

deren jede aber wegen (96) den Wert Null hat. Demnach ist auch 
die Summe (99) gleich Null. Denkt man jedoch in ihr die Zahlen g 
in die angegebenen acht Klassen zerlegt, so leuchtet ein^ dafs sie 
mit dem Ausdrucke 

a — /J — y + d 

identisch ist^ und man gewinnt zwischen den Anzahlen fi, d 
die zweite Beziehung 

(100) a-/J-y + d = 0, 

aus deren Yerbindung mit der ersten (98) sich noch femer: 
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(101) „ + d-/J + y = ^.«^ 
ergiebt. 

Wir betrachten welter die Summe 

(102) 2'«^^iiy 

Fflr die ersten Werte Ton (7 ist -^<y, mithin sgn. JS (-^^ « 1 ; 

Yon den nnn folgenden konnen immer zwei von einander yerschiedene: 
~^ ^ ^^2^^ "~ ^> zusammengefafst werden; diese Zahlen 
konnen in der That einander nur gleich sein ftir den einzigen Wert 
2r + 1 = — ^; was voraussetzt, dafs Q von der Form 4^? + 3, 

also gaiizzahlig ist; f(ir diesen Wert von r ware aber 

ein Vielfaches von P und das entsprecbende Glied der Summe ver- 
schwande fiir sich; im fibrigen aber verschwindet stets die Summe 
der gedachten zwei Glieder^ da 

" (^-0 + H^^^ -Hi+'-m 

gesetzt werden kann, nach (96) also gleich Null ist. Somit findet sich 

P— 1 



PQ-l 
S 



PQ-l 

1-1 



(103) 

I 

und auf gleiche Weise 

Unterscheidet man nun in der letztem Summe die g nach den ver- 
schiedenen Elassen, in die wir sie verteilt haben, so verschwinden 
die Glieder der Summe^ welche den beiden letzten Elassen entsprechen, 
und nach der angegebenen Anzahl der in den einzelnen iibrigen 
Elassen enthaltenen Zahlen giebt die letzte Formel folgende neue 



(«=i - ^ (P, <?)) - KP, + « - /J + y - * - ^ 

A h. 

2.it{P,Q)~a-p + y-d 
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Oder wegen (98) 

(104) ^(P,0 + ^ + d = :^.«=i, 

der sicli ans ahnlicher Betrachtung der Gleichting (103) die andere: 

(105) i,^Q,P) + y + 8 = E:zl.9^ 

an die Seite stellen lalst. Durch eiue einfache Eombination der 
gefiindenen Beziehtmgen aber erschliefst man nunmehr die nach- 
siehenden yier Gleichungen: 

2«-^.«--i + ^(P,0 + ^(^,P), 



(106) 



2^ = ^ . - p(P, (?) + ^(^, P), 



2 


2 


P-1 




2 


2 


P-1 




2 


2 



2y . 

denen man noch die anderen hinzufQgen kann: 

QQ^N (^iQ> P) = a- y«/J-*, 

^ ^ ^(P,(2) = a-^«y-d. 

Unmittelbar aber giebt jede der Gleichungen (106), als Kon- 
gruenz (mod. 2) genommen, die Beziehung 

KP, Q) + liiQ,P)^^-^ (mod. 2) 

d. i. die Eongrnenz (77), welche das Reziprozitatsgesetz 
ansspricht (s. hierzu Kronecker, Berl Sitzgsher, 1885, p. 383).— 

12. Beyor nun der dritte Gaufsische Beweis angeschlossen 
werde, mufs eine fernere einfache Eigenschaft der Fnnktion 
R{x) yorangestellt werden. 

Jenachdem JB(a;) > oder < d. h. jenachdem in der Gleichung 

^ = M + 9 

der Rest 9 < y oder ^ y ist, findet man aus 

2x^2\x'\ + 2(> 

offenbar 

[2a;]-2[a;] = oder 1. 
Demnach ist fiir jedes nicht ganzzahlige x 
(108) sgn. R(x) = (- 1)[8»3-2 w = (- 1)[2«]^ 

eine Formel, welcher auch wegen (95), so oft z eine nn- 
gerade Zahl ist, der Ansdruck 
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(109) 8gn. JJ(a:)-(-l>-«'3 

gegeben werden kann. 

Hieraus ergiebt sich; wenn wieder Q zwei positive^ rmgerade; 

relativ prime Zahlen imd h jede der Zahlen 1, 2, 3, — bedeutet, 

(110) Bgn. R (^«) « (~ 1)L i> J = (- 1)1-^ I 
tind folglicli nach (87) 

(111) (D-(-i)^^'^ 

oder auch 

(112) a-c-iy-^ ' ■'. 



Diesen beiden Formein aber lafst sich noch eine dritte an die Seite 
stellen. Da man namlichy wie Formel (110) aussagt; nach Belieben 



sgn.. 

oder 

.(-i)L " J 



p 1 

Betzen kann^ so darf man, wenn h die Reihe 1; 2^ 3^ ^ dnrch- 

P 

lanft^ solange ^ < j ist, die erste Formel wahlen, wo dann 2h jede 

P P P 

gerade 2iahl <— ist, wenn aber A> j also 2A> - wird, die zweite 

• p 

Formel; in welcher dann P — 2h jede ungerade Zahl <— ist. 

Hierbei werden also die gedachten geraden und nngeraden Zahlen 

p J 

zusammen die ganze Reihe 1^ 2^ 3, • • — - — erfiiUen^ nnd man er- 
halt das gesamte Produkt 

d. i. die Formel 

(113) (D_(_l)'- . 
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Dieser Fonnel und dem yerallgemeinerten Gaufssclieii Lemma ge- 
mafs wird also 

P--1 

2 

(114) (.(Q,P)^^\^-^imod.2). 

Der dritte Gaiif»isclie Beweis stiitzt sich nun auf die letztere 
Eongruenz und besteht wesentlich in der Anwendung einer allgemeinen 
Formel zur Umformung der darin auftretenden Summe. Die ge- 
meinte Formel ist die folgende: far positive Werte von x, f&r 
welche 2Xy ^x,,.,nx gebrochene Werte sind, sodafs^ wenn \nx\ = m 

gesetzt wird, " ' * ebenfalls solche Werte sind, be- 

steht die Beziehung: 

(115) ^[hx-\^mn-^[^]. 

An spaterer Stelle gedenken wir auf diese und ahnlicbe Trans- 
formationsformeln zurUckzukommen. Statt sie hier zu beweisen und 
dann auf die in (114) entbaltene Summe anzuwenden, ist es vorzu- 
Ziehen, unmittelbar auf die letztere die Methode in Anwendung zu 
bringen, durch welche jene gewonnen wird. Wir setzen dabei der 
Elarheit wegen P > Q voraus. Das erste Glied der Summe 

8 

2* [¥] [S ^ ^> ^"^^ 

L 2P J"" 2 ^ 2 ' 

wir wollen immer diejenigen 61ieder« vereinigen, welche gleichen 
Wert haben. Sei dazu [^] das letzte, welches den Wert n — 1 

hat, sodafs "^^^ ^ = » ist, und sei dann ^ letzte 

mit dem Werte w. Aus 

-p- < w < p 

folgt m = ; auf dieselbe Weise m + w' = [^~^^^~]; 

folglich ist die Anzahl m' derjenigen Glieder der Summe, welche den 
Wert n haben, 

ft, „_1,2,...«=1; 
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f&r n » ^T"^ dagegen jBndet sicli die entsprechende Anzahl, da das 



2 

letzte dieser Glieder das 



Demnach erhalt man 

9 



P— 1 

2 
2 



*• Glied der Summe ist, gleich 



2[¥]->([V^-[|])+^([V^-lV1)+'-([f]-[V1) 



Q-1 
8 



— 1 P— 1 



oder die Gleicliiing 

8 



Q-1 
8 



P-1 



(116) ^LPj^-^Lej"" 2 2 ' 

welche in der That aus (115) hervorgeht, wenn dort ^ nnd 

n — K®*6*2t wird, da alsdann m «» [na:] * p] ^ 

wird. Mit Biicksicht auf die Eongruenz (114) und die ihr analoge: 

a 



gehtaber ans der Gleichnng 
(116) die Eongruenz ^ 

(•(*,«)+(•(«.?) <^ 

d.k das yerallgemeinerte 
Beziprozitatsgesetz her- 
vor. — 

Was in diesem Beweise 
durch die Transformation der 

a 

Summe 2 [¥] ^ 

A = l 

wird^ das liefert unmittelbar auf anschaulichem Wege Eisenstein's 
geometrischer Beweis (J. /: Math. 28, 1844, p. 246). Sei OA, OB 
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P Q 

ein rechtwinkligefl AxensyBtem^ auf welchem die Strecken y resp. 

P 1 

abgetragen sind; auf letzteren konstruiere man die Punkte 1, 2, 3, — 

resp. 1, 2, 3, • • • nnd ziehe die Paralleleii zu den Axen^ deren 

in der Figur durch Stemchen gezeichnete Durchschnittspunkte ^^etz- 
punkte^^ heifsen mogen. Zieht man nun die Gerade OD mit der 
Gleichung 

y = -|a; oder a; = ^y, 

so ist augenscheinlich 

h = i 

die Anzahl der Netzpunkte^ welche im Rechtecke mit den Ecken 
0,^^, C, unterhalb; ebenso 

die Anzahl der Netzpunkte^ welche darin oberhalb OD liegen. 
Die Gesamtheit aller Netzpunkte in jenem Rechtecke betragt aber 

mithin ergiebt sich die Gleichung (116) und damit 

wieder das Reziprozitatsgesetz. — 

Achtet man genau auf das Prinzip der Umformung, der wir die 
Summe in (114) unterworfen haben^ so sieht man der Reihe der 
Vielfachen 

(117) 1«, 2 G, 3.«, ... Q 
diejenige der Vielfachen 

(118) I P, 2 . P, 3 . P, . . . . P 

gegenubergestellt und die erstere in Gruppen geteilt^ deren Glieder 
zwischen je zwei aufeinanderfolgende Glieder der letzteren fallen. 
Statt nun zuerst die Formel (113) oder (114) herzuleiten und durch 
die auf dieser GegenHbersteUung beruhende Transformation derselben 
zur Reziprozitatsformel zu gelangen, kann man die letztere^ wie Yoigt 
(Ztschr. fur Math, u, Phys, 26, 1881, p. 134) und J. C. Fields {Amer, J. 13, 
1891, p. 189) im Wesentlichen iibereinstimmend gezeigt haben, auch in 
der Weise gewinnen, dafs man unmittelbar ermittelt, wieviel Glieder 
in jeder jener Gruppen von Vielfachen (117), durch P geteilt, einen 
absolut kleinsten negativen, oder, was dasselbe sagt, einen kleinsten 
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positiven Rest > y ergeben; im weiteren kommen dann ilbrigens 

nur Eigenschaften der Funktion [x] oder R(x), wie beim fiinften 
Oaursschen Beweise, in Betracht. 

Zwischen die Vielfachen kP und (fc + l)P fallen die Vielfachen 

wenn hQ<hP<{h+l) Q nnd (h + K) Q<{k + 1) P<(h + h'+l)Q 

gedacht wird; der kleinsie positive Rest eines jener Vielfachen 
(h + i) Q (mod. P) ist aber > y , wenn 

(A + i)G-*P>Y 
d. i. i > (2k + 1) ^ — l^^j ist. Die Anzahl derartiger Vielfachen 
zwischen kP nnd {k + l)P betragt also, da 

die gesamte Anzahl der Vielfachen zwischen diesen Grenzen ist, 

Dies gilt, wenn wieder, wie zuvor, P>Q vorausgesetzt wird, sodaTs 
--p''Q>^'P ist, far 1, 2, . . . dann liegen 

freilich auch noch einige Vielfache der Reihe (117) zwischen 'P 

p J p Q 

und — — Q] da aber der TJnterschied dieser Grenzen gleich — ^- 
p 

also < y ist, so kann auch der Rest eines jeden der gedachten Viel- 

p 

fachen (mod. P) nur < y sein, diesem letzten Intervalle entsprechen 

also keine Vielfachen der Reihe (117), wie sie hier in Frage kommen. 
HierauB folgt, dafs die Gesamtzahl aller derartiger Viel£Etchen in 
der Reihe (117) d. h. die charakteristische Zahl fi(Q,P) gleich der 
Summe 

2 



oder auch 



9 



k^l 

Bachmann, niedere Zahltntheori*. I. ]6 
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d. i., da man 2k — 1 bei der Summation auch durch Q — 2k er- 
setzen darf, 

iri 
* = i 

oder^ wenn diese Gleicliung als Eongruenz (mod. 2) aufgefafst wird, 

,(«,i>)=i([f]+[i-f])(»«^.2). 

Aber wegen (93) ist 
folglich 

izi 

.(«,p)=^fi-«-?i+i(['^+[i-vi. 

wo nun das allgemeine Glied der Summe gleich oder — 1 ist, 

kP . 1 
jenachdem der Rest von -g kleiner oder grofser als d. h. jenach- 

dem der Rest von kP (mod. Q) kleiner oder grofser als y ist; die 

Summe reduziert sich also, da der letztere Fall in der Reibe (118) 
so oft eintritt, als die charakteristische Zabl ii (P^ Q) angiebt, auf 
— /*(P, Q) und man erhalt so die zu erweisende Beziehung: 

(119) t,(Q, P) + i,{P, Q)^^- (mod. 2). 

Anmerkung. Wenn man bei dieser Betrachtung die bisber 
als teiler&emd vorausgesetzten Zahlen F, Q im Gegenteil als mit 
einem grofsten gemeinsamen Teiler d bebaftet denkt, sodafs P^dP^, 
Q^dQi gesetzt werden kann, so mufs man bedenken, dafs dann 

bei der Zahlung der Vielfachen hQ, deren Reste > — (mod.P) sind, 

aucb solche mit einbegrifiFen werden, welche Vielfache von P sind, 
deren Rest also in Wahrheit Null ist; dies sind die Vielfachen hQ, 

bei denen h^iP^, * i^*; ibre Anzahl also gleich ^ ^ ^ - Will 

man mitbin dem Zeichen fi(Q,P) die frdhere Bedeutung wabren, 
so mufs man in der voraufgehenden Betrachtung dann ii{Qj P) durch 

Il{Q,P) + ersetzen, wahrend bei der Berechnung der letzten 

Summe diejenigen Vielfachen kP, welche Vielfache von Q sind, ein 
Glied Null geben, die Bedeutung von fi(P; Q) also die friihere bleibt. 
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Demnach yerwandeli sich fiir diesen allgemeineren Fall die Eon- 
gnienz (119) in die folgende: 

(120) ,t(P, Q) + -P) = ^ • ^ + (moA 2). 

13. Noch mehrere andere Beweise eind, wie die letztbetrachteten, 
nor als eine Umformung des dritten Gaufsschen anzusehen, stehen 
demselben aber noch imher, insofem sie, wie in der Formel (108) 

Oder (109) er selbst^ yon einem algebraischen Ansdrucke fiir sgn.22^^^ 

ausgehen. Wir schicken ihnen eine einleitende Betrachtnng vorans. 
Die Koi^ruenz hQ = sK (mod.P), in welcher e«=±l, h nnd h' 

aber Zahlen der Reihe 1,2,3, — bedeuten, lantet, als Qleichung 

geschrieben, wie folgt: 

wo k eine ganze Zahl ist, und diese Gleiehung ergiebt, wenn onter 
(o ein beliebiger reeller Wert verstanden wird, die andere: 

Ist demnach ^{x) irgend eine periodiscbe Funktion mit der Periode 
(D, sodafs 

(121) ^ix + a>)^<^(x), 
und besteht zudem die Beziebung 

(122) ^(^) + ^(-x) = 0, 
so erhalt man unmittelbar die Beziehnng 

?(^«»)--*f7) 

oder 



(123) 



Den Gleichungen (91) und (96) znfolge ist R(x) eine periodiscbe 
Funktion der gedachten Art und ibre Periode o = 1 ; dasselbe gilt 
Ton sgn. 22(rr); da aus jenen Gleichungen offenbar auch diese: 

sgn. ii(a:+ 1) = sgn. li(ir) 
sgn. R(x) + sgn. a;) = 
hervorgehen. Wahlt man also ^ (x) = sgn. R (x) und b^denkt, dafs 
^ ^ < Y ' ^8^- (^) ^ ^^^K* (123) 

6 = sgn.i?(*^ 
d. i. die friihere Bestimmungsweise von £. 

16* 
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Statt dessen wahlte Eisenstein (J. f. Math. 29, 1845, p. 177) 
?P (a?) sin a; also co = 2;r, sodafs 



8111—^ 



wnrde, und erhielt mittels der Bemerkung, dafs h, K gleichzeitig, 

wenn auch in anderer Anordnung, die Reihe 1, 2, 3, • • — ~ durch- 
laufen, gemafs (87) die Forniel: 



p— 1 



Indem er nun auf diese Formel die Darstellung der Funktion 
"l^n^ ^ ganze Funktion von sin x und deren Zerlegung in 

Linearfaktoren zur Anwendung brachte, gab er dem Zeicben 

einen Ausdruck, dessen Vergleichung mit dem entsprechenden Aus- 

drucke fiir sofort das Beziprozitatsgesetz erkennen liefs. Ahnlich 

verfuhr Liouville {Joum, de Math. 12, p. 95; vgL Bachmann, 
Kreisieilung, p. 118 ff.). Aus des Letztem Formeln erschlofs dann 
Qenocchi (Ac. R. Bdgique^ mem, couronnes 25, 1853 (1852), note 
sur la theorie des r^sidus qmdratiqueSy Chap. 13) eine Formel, aus 
welcher durch Spezialisierung 



(l24)-^-2«-.(-l) « JJ 



hervorgeht. Beachtet man hier, dafs, wenn h eine der Zahlen 
1, 2, 3, . . . ^ und h eine der Zahlen 1, 2, 3, • • • ^ ist, 

positiv und kleiner als 1, ^^^q^ a^^r zwischen — — und +y 
gelegen ist, und bedenkt, dafs deshalb nach den bekannten Eigen- 
schaften der Sinnsfunktion sin ^^(^Q^^Q^ ^ ^ycQiQ-^-kP) 

negativ sind, wenn ^^^g^ > y, resp. wenn -^p^— <0 ist; be- 
achtet man weiter, dafs sin > 0, sin aber positiv oder 
negativ ist, jenachdem der Rest von ^ < oder > jenachdem 
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also sgn. R gleich + 1 oder gleich — 1 ist, so liest man aus 
der Gleichung (124) ohne weiteres die folgende ab: 

(125) Bgn. B(^-f) - (_l)— ^^'* (-^-t)-^'* (-^)^ 

in welcher wir^ im Anschlufs an eine Bezeichnnngsweise; deren sich 
Sobering in seinen beziiglicben Arbeiten bedient, onter den Zeichen 

die Anzahl verstanden baben, wie oft die in Klammem stebenden 
Ausdrdcke ftlr die in Frage kommenden Werte von k, d. i. bier fiir 

die Werte A; = 1, 2, 3, • • positiv werden. Oflfenbar ist, da 

fiir jeden der Werte des k entweder — ^tt^ oder 

positiv werden mufs, 

man kann daber der Formel (125) ancb die einfacbere Gestalt 

A„ /ii±*£ i\w^„ /*iz*f\ 

(126) Bgn. R - (- 1) ^-^^ 

« (_ i)^"*' (^-■'I-t) (y-i) ^ 

oder aucb^ da das Yorzeicben eines Ansdrucks sicb nicbt andert; 
wenn er durcb einen positiven Wert multipliziert oder dividiert wird, 
die folgende: 

(127) sgn.Ji(^==(-l) ^ 
erteilen. 

Diese^ aus einer nicbt aritbmetiscben Quelle erscblossene 
Formel bat nun a. a. 0. Genocchi aucb aritbmetiscb begriindet. 

In der Tbat wird hQ-kF>Oy solange k<^^ d. i. ^ ist, 
mitbin bestebt die Gleicbung 

(128) Ap, .{hQ-kP) = Ap, • (4 - 1) = pp^]- 
Desgleichen wird hQ + lcP - ^>0, sobald ^>^~^-p d. i. 
>^' + T-¥ ist, also, falls 2j(^)>0 ist, ftlr *> «--^-p^, 
fallB aber Jj(^<0 ist, flir *^^^-p^; demnach ist die 
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Anzahl der znlassigen Ic je nach diesen beiden Fallen gleich |^^J 
reap, gleich \ + 1 y ™d somit besteht die Qleichimg 

(129) 

Der Exponent von — 1 in der Formel (126), d. i. der tJber- 
schufs der Anzahl positiver Werte von + tt — t 



A; = 1, 2, 3, • • • ^y-^ ilber die Anzahl positiver Werte von 
'p—-Q die gleichen Werte des A; betragt demnach 

d. i. Null oder Eins, jenachdem R(^p^>0 oder <0 ist; da 

entsprechend 8gn.iJ^^^ = + l oder —1 ist, so ist also die 

Formel (126) oder (127) bewiesen. 

Ehe wir weitergehen, woUen wir beilaufig an die Formeln (128), 

(129) eine bemerkenswerte Folgerung kniipfen. Setzt man in 

der Formel (129) fiir h die Werte 1, 2, 3, - • • und summiert, 

so erhalt man 

WO nun links diejenige Anzahl steht, wie oft der Ausdruck ^ + ^ — ^ 
bei alien Eombinationen der Werte 

A= 1,2,3,... ^7-^ /c = l,2,3,...-«-7-^ 

positiv wird. Aus der Symmetrie des Ausdrucks in Bezug auf die 
Elemente P, Q und entsprechend in Bezug auf A, k ergiebt sich aber 
ebenso 

Q-l 
i 

k^l 

und folglich die interessante Beziehung: 

(130) 2'[-;+y]-i[f+T]- 
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Ahnlicherweise liefert die Formel (128) die Summationsgleichung 

p-i 

*=i 

der man die analoge andere: 

Q-l 
2 



an die Seite stellen kann. Addiert man beide und bedenkt, dafs fUr 
jede der — 2'~" ^2 " Kombinationen der Werte von h und k einer 
der entgegengesetzten Ausdrticke ^ y ^ notwendig positiv, 
der andere negativ werden und somit 



sein mufs, so folgt eine zweite^ der yorigen korrespondierende 
Formel: 

P-J Q-l 

Eehren wir nun zu unserm Gegenstande zuriick, so ersehen wir 
aus (126)^ dafs die Formel (87) sich folgendermafsen schreiben lafst: 

ebenso aber findet sich 

und aus der Multiplikation dieser beiden Gleichungen; wenn man 
den Exponenten von — 1 durcb seinen Best (mod. 2) ersetzt; 

. = (- 1)^''*'*' (>"l)"'^'*'* (l">) 
d. i. nacb einer eben gemacbten Bemerkung 

*) S. zu diesen Formeln, auf welche wir sp&ter zurflckkominen wollen, 
Hacks, Acta Math, 12, p. 109 ff., Bom^ Kronecker, Berl SUegsber, 1886, 
p. 888. 
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Mit diesem Beweise yon fienocchi, beztiglich dessen noch 
auf seine Bemerkungen in Par. C. R. 90, 1880, p. 300 und 101, 
1885, p. 425 verwiesen sei, stimmt derjenige von Schering 
{GoU, Nachr. 1879) im Weeentlichen vollig tlberein, nnr dafs 
sein Ansgangspnnkt ein wenig allgemeiner ist. Schering 
hat in einer grofseren Arbeit ,yuber die BesUmmung des qmdrcUischen 
Bestcha/raktersf^ (Ahh. der GSUinger Ges. 24, 1879) fBr einen beliebigen 
reellen Wert x folgende Formeln aufgestellt: 

/ Sd{x)=^x- Ap'{x-'k) + An'{x-l+'k)-Ao'{x-'k)y 

(132) %^{x)^x^ Ap'{x+\^l)+An^{x-\-^k)+Ao'{x^^^^ 
%'Sd{x)^x- Ap'{x-h)'\'An'{x-l + Tc)-Ao'{x-Tc)--a, 

(far A:-l,2,3,4,...). 

Hier bedeutet, wie vorher, Ap'(x — Jc) die Anzahl positiver Werte 
von x — k ftlr die angegebenen Werte von Jc, ebenso An'{x—l+k) 
die Anzahl negativer Werte von x — l + k, und Ao'(x — k) die 
Anzahl der Werte x — k, welche Null sind, u. s. w.; 83 (a;) ist der 
sogenannte „Bruchrest'' von x, d. h. 

(133) a3(rc) = ir-M, 

wahrend %^6(x) dasselbe bedeutet, wie das Kroneckersche B{x), 
namlich 

(134) m(x)^x^[x + ^}, 

endlich ist a = oder 1, jenachdem Sl83(a:) = jB(ic) > oder <0 
ist. Beschrankt man in diesen Formeln, an welche wir bald wieder 
erinnem mtissen, x auf positive, nicht ganzzahlige Werte, so besagen 
sie ganz einfach, wenn man auf (133), (1*^4) achtet, dafs 

Ap'{x-k)^ [x], . (a; + Y - ft) « [a: + y] 
ist, was man aach unmittelbar als richtig anerkennt. Da nun aber 

gleich Null oder Eins ist, jenachdem R(x)>0 oder < d. h. je- 
nachdem sgn. R(x) ^ + 1 oder — 1 ist, ergiebt sich sogleich die 
Scheringsche Bestimmung: 

(135) sgn. R, (x) = (- 

welche an Stelle der urspriinglichen Gaufsschen in (108) 
oder (109) tritt. Filr den Beweis des Reziprozitatsgesetzes gentigt 

es, den Wert a? = ^ zu betrachten, wodurch man zu der Formel 
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(136) sgn. R(^ = (-ir (T*H-"'iT-'') 

gelangt^ in welcher man die unendliche Beihe der Jc auch auf die 

Werte 1, 2, 3, • • • + ^*rf) indem wir fiir h 

die Werte 1, 2, 3, • • • — zu betrachten haben, erstrecken wir sie 
auf die langste der entsprechenden Beihen^ welche h = — 2~ zugehort 

und hochstens 1, 2, 3, • • • • — iet. Da jedoch, wenn k = — h' 

gesetzt wird^ k' zngleich mit k, nur in umgekehrter Folge^ diese 
Werte durchlauft, und wegen 

jedem ky welches dem Ausdruck zur Linken ein bestimmtes Vorzeichen 

h k' 1 

giebt, ein k' entspricht, fllr welches der Ausdruck p + ^ " y 

selbe Vorzeichen erhalt; und umgekehrt, so darf man die Gleichung 
(136) auch durch die andere: 

sgn.lif-|) = (-ir(A.|-i)-.,(H) 

ersetzen. Aus ihr, die mit der Formel (126) identisch ist, schliefst 
man dann, ganz wie Oenocchi, das verallgemeinerte Reziprozitats- 
bz. 

14. Bedenkt man^ dafs, jenachdem x positiy oder negativ ist^ 
Y (1 + sgn. x)^l oder 0, 



dagegen 



( I — sgn. 0?) = oder 1 



ist, so lassen sich die Formeln (128), (129), sowie der die Formel 
(126) aussprechende Satz der vorigen Nummer in der uns bereits 
vertrauteren Eroneckerschen Schreibweise folgendermafsen fiissen: 



(137) 



und 



Q-l 
2 



Q 

irri 

8 



■2(i + .g.(»-i))-[V«] 

* = 1 
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(.38) + (M - -;■)) - T^(' + -i^- a - «)) 

2 (l - sgn. iJ 



/hi 



Aus der letzten dieser Pormeln geht dann durch Summation iiber 
SVerte A = 1, 2, 3, • • • — die weitere hervor: 

+ ^. - ^j)) - ^2(1 + ^ (M)) 



2 



in welcher die Doppelsummen sich ilber alle Eombinationen der 

Werte 7i = 1, 2, 3, • - • /c = 1, 2, 3, • • • erstrecken; 

gleicherweise aber ist 

-;^(i+.g..(^+^-l))-i^(i + ^.(^-j)) 

and nun ergiebt sich aus der Addition der beiden letzten Gleichungen 
die (mod. 2) geltende Kongruenz: 

P-l Q^-l 
A s: 1 At s= 1 

d. h., da far jede der ^-^-'^^-^ Eombinationen h,k je eine der 
beiden Qrofsen 

gleich 1, die andere gleich ist, die Kongruenz 

p-£ Q -1 

(mod. 2), 



P-l 
2 
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welche nach SchloTs von Nr. 10 dem Reziprozitatsgesetze aquivalent 
ist (s. Kronecker, Berl Sitzungsber. 1885, p. 383). 

Neben dieser, nnr in der Ausdrucksweise von Genocchi's 
und Schering's verschiedenen Eroneckerschen Herleitung des 
Reziprozitatsgesetzes hat Eronecker noch andere Varianten 
jener Beweise gegeben. Wie leicht einzusehen, ist die 
Scheringsche Bestimmung (135) des Zeichens sgn. R (x) mit 
der folgenden identisch: 

(139) sgn, JB (a;) = sgn. JJ (x-k) {x + \-k). 

In der That wird ffir ein positives nicht gan^zahliges x der aU- 
gemeine Faktor des Produktes, 

{X'-k){x + ~-Jc), 

positiv sein, sobald und sobald > + ^ J ist; ist demnach 

+ = [x], was der Fall ist, wenn sgn. li (x) = + 1 ist, so sind 
alle Faktoren des Produktes positiv und daher die rechte Seite von 

(139) gleich + 1; wenn dagegen + y ] M + 1 i^*; geschieht, 
wenn sgn. R{x) ^ — 1 ist, so ist ein einziger Faktor des Produktes 
negativ, namlich derjenige, welcher = [^a; + yj entspricht, und die 
rechte Seite von (139) ist gleich — 1; die Formel (139) ist also be- 
grfindet. — Im besonderen geht aus ihr far a; ^ die andere hervor: 

«8-«fp^--8-]7(T*-»)(V*+i-*)- 

Es geniigt dabei wieder, bei der Multiplikation die Werte k 
1, 2, 3, • • • [^ + yJ 2^ umfassen, und wir erstrecken dieselbe daher, 
um dies filr jeden der in betracht kommenden Werte des h zu er- 
reichen, auf die Reihe i; = 1, 2, 3, • • • Dann gewinnt man 

durch dieselbe Betrachtung wie bei Sobering die folgende Gleichung 

(140) ^.ie(«)-.g..i7a-|) (1+1-9 

daher femer 

(141, + 
desgleichen 



Q-is^IJ{^-i)ij'->--«-r) 
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(s. Kronecker, Berl Siteungsher. 1884, p. 519, oder J. f. McUh. 96, 
1884, p. 348). 

Kronecker hat a. a. 0. auch gezeigt, dafs die Formel (141) 
durch eine wesentlich einfachere ersetzt warden kann. In 
dem Produkte 

sind Yon den Faktoren, die einem bestimmten h entsprecheD, alle die- 
jenigen negativ, in denen ^^[•^~"^] ^^t; jener Zahl h gehoren 

also [y — "^ negative Faktoren zu, und demnach ist 
Hier ist nun 



2 P 2 \P 2/ 

also 

andererseits folgt aus a; — [^rc + yj = B (a;) die Beziehung 

welche, mit der Eongruenz 

A<2 = A'. sgn. (mod.P) 

verglichen, weil R • P absolut kleiner ist als y, in 

(144) AC = P.[^ + |] + A'.8gn.Jj(^ 
iibergeht und die Kongruenz liefert: 

(145) h^\^-§ + ^] + h'(mod.2). 

Da nun, wenn h die Werte 1, 2, 3, • — durchlauft, auch h' diese 

Werte, wenn auch in einer anderen Reihenfolge, durchlauft, so findet 
sich aus (145) sogleich die beachtenswerte Eongruenz 



a 



(146) + 



und ihr zufolge aus (143) diese andere: 
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Dadurch aber nimmt die Gleichung (142) die Gestalt an: 

weshalb es gestattet ist^ die Oleichung (141) durch die nachstehende 
zu ersetzen: 

oder noch einfacher zu schreiben^ wie folgt: 
(U7, © - ^,J7(|-|), 

Zur Herleitung dieser Formeln bedarf es aber garnicht der 
Oleichung (139)^ welche der ScheringBchen Bestimmung des Zeichens 
sgn. B (x) entspricbt; sondem man kann sie aus der ursprUnglichen 
Ganfsschen Bestimmungsweise des letzteren d. i. aus der Formel 
(108) dnrch die einfache Bemerkiing finden, dafs offenbar ftir jedes 
positiye, nicbt ganzzahlige Xy fdr welches auch 2 x nicht ganzzahlig ist, 

(148) (-l)^»'^ = sgn.]7(i-2fl;) 

gesetzt werden darf; dabei braucht man die Multiplikation sogar uur 
soweit zu erstrecken, dais die Werte 1, 2, 3, • • • [2 x] umfafst werden. 
Demgemafs ist nach (110) 

(149) ■ 8gn.Ji(*^«) = 8gn.|7(i-*^; 

werden aber die geraden Werte i^2k von den ungeraden, welche 
i =: Q — 2k genannt werden k5nnen7 wenn man beiderseits k yon 

1 bis laufen lalst, unterschieden, so findet sich sogleich 

d. i. die Formel, aus welcher (141) und weiterhin (147) geschlossen 
worden ist. — 

15. Schon lange Tor Eronecker hat Schaar (BuU. de VAc, R. 
de Bdgique, 14 I, 1847, p. 79) genau die gleiche Beziehung (149) 
benutzt, um in ganz ahnlicher Weise das Reziprozitatsgesetz zu be- 
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weisen. In der That bemerkt er, dafs das Yorzeichen in der fonda- 
mentalen Kongruenz (78): 

hQ = ±K (mod. P), 

worin h, K Zahlen der Reihe 1, 2, 3, • • • — sind, ganz wie die 

Formel (149) aussagt^ stets dasselbe sei; wie dasjenige des Produkies 

fl{iP-2hQ) 

und dafs somit das Vorzeichen von mit dem des Produktes 

]J{iP-2hQ) 

t =I, A=:l 

ilbereinstimme. Gleicherweise mufs dasjenige von mit dem Vor- 
zeichen des Prodnktes 

identisch sein. Trennt man nan in dem letzteren die geraden Werte 
(7 = 2A von den ungeraden, welche ^ = P— 2A genannt werden 
konnen, so zerfallt das Produkt, da filr die Zahlen Q — 2k die un- 
geraden Zahlen < Q gesetzt werden dfirfen, in die beiden Faktoren 

P~l Q-l P-l Q-l 

JJi2hQ-2kF), ]J((2h-l)P-2hQ), 
deren erster gleich 

P-l Q-l 

JJ(2*p-2/ig).(-i) * ' 

gesetzt werden darf, und ist demnach, da die Zahlen 2k— -1 und 2 k 
zusammen die ganze Reihe 1,2,3,-— Q — ^ erschopfen, nichts 
anderes, als 

p-i Q-l ^~*'-Y" 
(-1)'* ■ JJiiP-2hQ). 

t = l, A=sl 

Daraus folgt oflFenbar, dafs das Vorzeichen von ^ mit demjenigen von 



(-1) 



P-l Q-t 
2 * 2" 
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iibereinstimmt; dafs also 

Q-(§=(-.r'-^ 

ist. — 

Mit diesen Betrachtungen yon Schaar komiuen in der Haupt- 
sache diejenigen dberein, welche L. Gegenbauer % einer Arbeit in 
den Wiener Ber, 103, 1894, p. 285, gegeben hat. Da namlich dem 
Gesagten zufolge 

(150) ^--^m-f) 

1 = 1, A»l 

ist, die rechte Seite aber durch 

•8»"/7a'-¥)C-^-?) 

Oder durch 

,■=1, A=l t = l, A = l 

ersetzt und des ungeraden P wegen der allgemeine Faktor des ersten 
Produktes mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen werden darf, 
so geht aus (150) die Beziehnng 

t=l, A = l 

heryor, welche das Reziprozitatsgesetz in sich enthalt; denn 
durch die Substitution 

2i = Q - {2 1- 1), 2fc-l = P - 2A', 

bei welcher i', h' dieselben Werte durchlaufen, wie i, h resp., ver- 
wandelt sich der erste Faktor des allgemeinen Gliedes unter dem 
JJzeichen in 2K -i 

daher sind die • ^ ^ ersten Faktoren in gewisser Reihenfolge 
den zweiten Faktoren entgegengesetzt gleich, also 

Q-l P~l 

(162) ,g.."/7 - '-i-pi) f-iTLl. ») _ (- "r. 

, = 1, A = l 
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Da Q ungerade^ die Anzahl der Faktoren, ans welchen das Produkt 
ID (150) besteht^ also gerade ist^ darf man diese Formel auch schreiben 
wie folgt: 



==8gn./7(y-y. 

f = l, A = l 



Hieraus geht ein neuer Ausdruck fflr als Potenz von — 1 hervor, 

wenn man bedenkt, dafs -p ~q Werte h = 1, 2, 3, • • • [g-^ 

negatiy ist; man schliefst so in der That 

(163) (g-C-D'-L-'J. 

Anch auf Grand dieser Formel kann in ein&cher Weise das Rezi- 
prozitatsgesetz bewiesen werden^ wie Lucas, der iibrigens die Torige 
Formel unmittelbarer aus dem Gaufsschen Lemma entnimmt^ gezeigt 
hat {Bull, de VAc. de St. Pet:, nouv. serie 1, 1890, p. 495; s. auch Assoc, 
Frang,, Limoges y XIX^, 1890, p. 147; ebend. auch Matrot). 

Femer ist auf Gnmd von (128) und (129) die Formel (126) 
mit der folgenden: 

identisch, und aus dieser folgt mit Riicksicht auf (87) 

p-i p-i 

(IM) *- , 

aus welcher Formel, eben wie noch aus einer ahnlichen anderen, 
Gegenbauer (Wiener Ber. 90, 1884, p. 1026; 92, 1885, p. 876) aufs 
Neue das Beziprozitatsgesetz erschlossen hat. Die Vergleichung dieser 

Formel mit dem frfiheren Ausdrucke (113) fiir bestatigt iibrigens 
die schon bemerkte Thatsache, dafs 

p-i 

(155) ^[^ + l] = 0(mod.2) 

ist. Hiermit verbinden wir eine Folgerung, welche aus (162) durch 
ahnliche "Oberlegung, wie sie zur Formel (153) gefiihrt hat, gezogen 
werden kann. Da namlich die Ausdnicke 

2t 2^ — 1 _ Ih- 
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negatiy sind, solange i < ^^^^^ ^ resp. * < ^ + y ist, ergiebt 
sich ans jener Formel die Kongruenz 

p-i p-i 

welche wegen (155) durch die einfachere: 
(166) 

A = l 

ersetzt werden kann (s. Stern, J. f, Mafh. 106, 1892, p. 337; Kro- 
necker, ebendas. p. 346). 

Endlich hat Gegenbaner, statt einen Ausdruck ftir daa Symbol 

zu benutzen, das Reziprozitatsgesetz auch darcb Yerbindnng 

zweier solcber Ausdrticke, namlich der Formeln (153) nnd (154) 
erhalten (Wien. Ber. 100, 1891, p. 855); statt der letztem Formel 
benutzen wir einfacher die Formel (113) und setzen demgemafs sowohl 

p-i 

(157) ^(e,P)^2'[^ 
ab auch 

(158) f^C^'^-^LiS 
Der erstere Ausdruck lafst sich schreiben, wie folgt: 

Wird hier in der zweiten Summe rechts h durch — y V ersetzt, 

wo h' dieselben Werte durchlauft wie so geht sie yermoge der 
aus (95) fliefsenden Beziehung 

- [^- r-?+T)] -^-&+\] 

in den Ausdruck 

p-i 



(mod. 2). 



2 2 

Bftohmftnn, aiedeie Zahlentheorie. I. 16 



16 

Digitized by Google 



242 Sechstes Eapitel. 

und somit (157) in die folgende Gestalt: 



p-i 



.(«,P)=2g-a-5=i.«=i+_2[¥+i] (Mod.2) 

d. h. mit Rtlckaicht auf (155) und (158) in die Beziehung 

^(«, P) ^ p(P, - ^ . «=:i (mod. 2) 

fiber; welche dem Beziprozitatsgesetze gleichbedeutend ist. 

Noch liefert die Formel (158) einen neuen Ausdrnck fiir 
wenn man die Summe znr Bechten in die zwei anderen: 



zerlegi Da durch die Substitution von § — i an Stelle von i mit 
Beachtung der Beziehung 

L 2C J""L 2 \2Q^ 2/] 2 126"^ 2 J 

die erstere Summe ubergebt in 

2 ' 2 ^ L2C 2j' 

die andere in 



2*2 ^ 12^"^ 2j' 
» = 1 



so findet sich im Ganzen 



f=l 
Oder 

(169) 

16. Alle im Vorigen skizzierten Beweise sind, wie bemerkt, 
ebenso wie auch der von Lerch (Teixeira J. 8, 1887, p. 137) ge- 
gebene, nur als Umformungen oder Abarten des dritten Oaufsschen 
Beweises zu betrachten. Die allereinfachste Gestalt aber er- 
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halt dieser Beweis^ wenn man mit Eronecker die Formel 
(147) unmittelbar aus der Gaufsschen Bestimmung des 

Zeichens sgn. i2^^^ entnimmt. Aus dieser Bestimmung flofs 

namlich bereits ganz einfach die Formel (113): 

andererseits laTst die Formel (128) oder die leichteste unmittelbare 
TTberlegung erkennen, dafs 

(160) (_l)[T] = Bg„.JJ(|_^) 

ist^ wenn die Multiplikation sicli mindestens auf alle %<^; also 

etwa auf die Werte A == 1, 2, 3, • • • erstreckt; somit folgt obne 
weiteres 

A si, ftsl 

d. i. die Formel (147). Diese aber lehrt sofort das Reziprozitats- 
gesetz^ wenn sie mit der entsprechenden Formel 

P-l Q-l 

(|) = Bgn 7J (A-*) 

verglichen wird (s. hierzu auch Kronecker, Berh SUggsber. 1884, 
p. 645; 1885, p. 117). — 

Hieran ftigen sich passend noch ein paar erj^Lnzende Bemerkungen 
von Schering (Berl. Sitegsber. 1885, p. 113). Aus der Gleichung 

schliefst man, wenn, wie bisher immer, Q ungerade gedacht wird, 
wie in Nr. 14 die Kongruenz 

h=Jc + K (mod. 2), 

und da die Gesamtheit der h' mit der Gesamtheit der h liberein- 
stimmt, die andere, welche mit (155) identisch ist, 

^k^O (mod. 2); 

wird df^egen die Zahl Q als gerade vorausgesetzt, so erhalt man 
aus jener Gleichung die Kongruenz 

16* 
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= Jc + h' {mod. 2) 

und folglich 

^k=^h' d.1 1 + 2 + 3 + .. + 
mithin 

^*=^^(mod.2). 

Femer ist, da A - oder = + 1 ist, jenacMem 

Bgn. JJ(^ = 1 Oder -1 ist, 

(-l)*.8gn.ii(^ = (-l)[^] 

Oder nach (160) 

(-iy..g.,ii(V«)-^j7(i-i) 

folglich 

(-i)^*.2j.g.B(»,«)-^n(f-$)- 

Mit RUchsicht auf die yorausgeschickten Eongraenzen ist daher 
fQr ungerade Q: 

P-l P-l Q-l 

J7.g.Ji(y)-.g."jj"(|-A), 

was nichts anderes ist als die Formel (147); 
dagegen fiir gerade Q: 

p-i p-i q-i 

J7.g.B(^«)-(-l)'^..g.."7j'(A-A).- 

A = l A = l, * = 1 

Wir diirfen diese Betrachtungen nicht abschlielseii; ohne nocli 
Eronecker's scharfsiimige Bemerkung mitzuteilen (s. Eronecker, 
Berl. Sitzgsher, 1885, p. 1045) uber das Verhaltnis, in welchem der 
ftinfbe und dritte Gaufssche Beweis und die hier skizzierten Abarten 
des letztem zu einander stehen. Indem die Gesamtheit der letzteren 
Yon der Formel (87) Gebraucb machen, fassen sie das Reziprozitats- 
gesetz unter der ersten der in Nr. 10 angegebenen drei Formen, und 
es sind namentlicli die Eroneckerschen Darstellungen, in denen die 

Produktfonn fiir die Symbole (^) deutlich zum Ausdrucke 

kommt. Dagegen sehen wir in den Beweisen yon Genoccbi und 
Yon Sobering statt der Produkte Potenzen yon —1, in deren Expo- 
nenten gewisse Funktionen ebenderselben Ausdrilcke additiy auffareten^ 
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aus denen als Faktoren jene Prodnkte zusammengesetzt gind, und 
wir sehen so^ namentlich in der Darstellung am Anfange von Nr. 14^ 
diese Beweise auf die dritte^ in (90) aasgedriickte Form des Rezi- 
prozitatsgesetzes hingeleitet; unter welcher es auch im ftinften Gaufs- 
schen Beweise erwiesen wird. Hierdurch erscheinen jene beiden, wie 
anch der letztgenannte Gaufssche Beweis als eine Art ^^logarith- 
mischer Umgestaltung'^ des dritten Ganfsschen Beweises 
oder besser der Eroneekerschen Darstellungen desselben. 

Und in der That besteht nacb Eronecker's Bemerkung fiir 
jedes reelle x die Gleichung 

loga? — log|ir| ^zniy 

wo e eine gerade oder ungerade Zahl ist^ jenachdem a; > oder < 
ist, also die Eongruenz 

^. • log • sgn. X = Y (1 — sgn. x) (mod. 2). 

Infolge dieser Beziehnng findet sich 

JP--2 Q-l 

mithin ist die Eongruenz (90) nnr die logarithmische 
Fassnng der Gleichung (88), und dadurch nicht nur jenes Yer- 
haltnis der Beweise zu einander, sondem auch der Umstand klar- 
gelegt, weshalb der fQnfte Gaufssche Beweis eine einfachere Ghnind- 
lage hat, als der dritte. 

17. Hier wird am Besten noch ein Beweis von Eronecker 
{Berl, Monatsher. 1876, p. 331) angeschlossen, den man mit 
Hermes als einen Beweis des Reziprozitatsgesetzes „durch 
Umkehrung^^ bezeichnen kann. Auch Hermes gab einen 
solchen auf gleichem Grundgedanken beruhenden Beweis 
(Hermes, Beweis des quadratischen Beeiprozitatsgesetzes dwrck Urn- 
hehrung, Archiv f. Math, u. Phys., 2. Reihe, 5, 1887, p. 190), der 
jedoch wesentlich umstandlicher ist, als der yon Eronecker, und 
daher hier nur angeftihrt werden soil, um im iibrigen den Leser 
auf ihn zu verweisen. Was diesen beiden Beweisen auiser ihrer 
eigentUmlichen Methode besonderes Interesse yerleiht, ist der Um^ 
stand, der sie dem ersten Gaufsschen Beweise nahe die Seite 
stellt, dafs sie nicht nur auf das Prinzip der allgemeinen Induktion 
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zurdckgreifen^ sondem ancli gerade wieder desjenigen Hilfssatzes be- 
dtLrfeiL; der jenem zum Erfolge verhilft, des Satzes namlich, dais 
unterhalb jeder Primzahl^ von der Form 8e + l eine nngerade Prim- 
zahl Yorhanden ist^ yon welcher p quadratischer Nichtrest ist 

FCLr zwei positive ungerade, relativ prime Zahlen Q definiere 
man das Symbol (Q, P) durch die Gleichung 

(161) (e,p).8gn.JJ(^_*), 

WO die Multiplikation sich auf alle Werte 

A=l,2,3,...^; k = l,2,3,.-^ 
erstreckt. Aus dieser Definitionsgleichung folgt sogleich die Beziehnng 

(162) (P,C)-(«,P)-(-l)^'^ 

zwischen zwei ,p-eciproken'' Symbolen (P, Q), {Q, P). Desgleichen 
ersieht man unmittelbar, dafs 

(163) {Q,P)^{^1Y-^^"^ 

ist. Bedeutet nun Qf eine zweite positive, ungerade, zu P prime 
Zahl, imd ist, wenn « = ± 1 ist, die Kongruenz 

(164) Q' = sQ (mod.P) 

erfQllt, so besteht auch eine Gleichung von der Form 

nnd da nach (94) leicht sich 

lex]^[x] + ^-^ (mod. 2) 
herausstellt, findet man 

Da nun analog mit (163) f&r positive nngerade, zu P prime 

(165) (Q',P) = (-1)»=^'-''^ 

ist, geht unter Voraussetzung von (164) die Formel hervor: 

(166) (<2',P) = «?,P).(-1)^-^. 
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Femer ist naeh (144) 

*« = P-[y + |] + *'.sgn.ii(^^, 

wShrend [^+-1J_[^ gleichO oder 1 ist, jenachdem Bgn.B(^-+l 
Oder — 1 ist. Aas diesen Yerhaltaissen folgt im ersteren Falle: 

m-«-p/)+e--i-[¥], 

in beiden Fallen also: 

Bedenkt man nnn, dafs K gleichzeitig mit h die Werte 1, 2, 3, — 

in gewisser Reihenfolge dnrchlauft; so folgt mit Rdcksicht auf die 
Formeln (163), (165), sowie auf die ihnen analoge: 

jp-i 

W,P) = (-i)*=^ 

die neue Beziehung: 

(167) {Qqf,F)-{Q,P)-{<jf,F). 

Da neben der Beziprozitatsgleicliung (162) die beiden analogen: 

erftlllt sind, so fliefst hieraus mit Beachtung der Eongraenz 
die femere Oleichung 

(168) (P,e^-(P,0.(P,^. 

Diese fUr das Symbol (§, P) ermittelten Beziehungen, welche voUig 

denjenigen entsprechen, die fiir das Jacobische Symbol be- 

stehen, lassen nun auch obne Miihe die Identitat beider Symbole er- 
kennen und liefem so dann in der Gleichung (162) einen neuen 
Beweis des Reziprozitatsgesetzes. 

In der That lehrt zunachst die letzte Gleichung, dafs die ge- 
dachte tTbereinstimmung allgemein statthaben wird, sobaid man sie 
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fdr Primzahlwerte des zweiten Argumentes nachweisen kazm. Dies 
alflo nur bleibt zu leisten. 

Nun folgt aber aus (167), weil das Symbol (Q, F) eine Einheit 
bedeutet, durch Gleichsetzung von mit Q nnd wenn man P als 
eine positiye ungerade Primzahl p voraussetzt, durch welche Q nicht 
aufgehty die Gleicbung 

(169) iQ*,p) = l. 

Ist also R em quadratischer Rest yon p, sodafs eine Eongruenz 
Q^ = R (mod.|>) stattfindet, so folgt in Anbetracht von (164), (166) 

(R,p)-1, Ak (B,|)) = (|). 

Denmach kann (JIf, p) nur dann gleich — 1 sein, wenn M ein 
quadratischer Nichtrest von p ist; wenn aber fOr einen solcben 

Nichtrest {M,p) 1 also (Jlf,i>) = (— ) ist; so besteht derselbe 

Wert d. h. die Gleichbeit {N,p)^(^yj fiir jeden Nichtrest N-, 

denn, ware im Gegenteil flir einen solchen (jV,jp)«= + 1, so wurde 
nach (167) (MN, l?) = — 1 sein, wahrend doch MN ein quadratischer 
Best yon p ware. Hiemach genfigt es ofiFenbar zu zeigen, dafs as 
eine Zahl M giebt (die dann ein quadratischer Nichtrest yon p sein 
mufs), far welche {M,p) = — 1 ist. 

Da wegen (169) stets (1,|)) + 1 ist, schliefst man fur Prim- 
zahlen p^4:0 aus (166), wenn man § = 1, Qf ==2p — \ wahlt 

(2i,-l,i,)--l, 

also ist in dfesem Falle M=^2p — 1 eine Zahl, wie sie nachgewiesen 
werden soil. 

Par eine Primzahl » = 8^ + 6 hat die Form 4jer + 3; 

setzt man mithin so ist p = — 1 (mod. Jf) und dieselbe 

Formel (166) giebt, wenn darin P^M, Q^l, Q =J> gewahlt wird, 

{p,M) 1, 

wegen der Beziprozitatsformel (162) also auch 

{M,p) = -1, 

mithin ist in diesem Falle Jf =^^tl eine Zahl, wie sie nachgewiesen 
werden soil. 

Ist endlich p eine Primzahl von der Form 8^9+1, so wollen 
wir annehmen, fiir jede kleinere Primzahl yon dieser Form sei die 
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Existenz einer solchen Zahl M bereits erwiesen. Dem Yorigen zu- 
folge giebt es dann also ftir jede Primzahl py welche kleiner als p, 
eine Zahl yon der gedachten Art; und folglich sind ftir jede solche 

Primzahl p' die Symbole und (C, p') identisch. Nun sei aber 

p' eine solche unterhalb p liegende Primzahl, von welcher p quadra- 
tischer Nichtrest also 

(i',jp')-(f) = -i 

ist, wie es sie nach dem eben in Eruinenmg gebrachten Gaufsschen 
Hilfssatze stets giebt*, dann folgt unmitielbar aus der Beziprozii»ts- 
fonnel (162) 

{P',P) 1, 

also ware M^p' eine Zahl, wie sie nachzuweisen war, und man 
hatte demnach die Existenz einer solchen Zahl auch noch fQr die 
Primzahl p von der Form 84?+ 1, und, da dieser Schlufe immer 
wiederholt werden kann, f&r jede solche Primzahl bewiesen. 

Hierdurch ist dann aber dem Gesagten zufolge auch das Rezi- 
prozitatsgesetz implicite mitbewiesen. — 

18. Auf derselben Grundlage, wie der dritte Ganfssche 

Beweis, aber mit anderen Hilfsmitteln operieren die Be- 

weise des Beziprozitatsgesetzes, welche E. Bnscbe gegeben 

hat. Der erste von ihnen findet sich in des genannten Ver- 

fassers Inauguraldissertation „t«&er' eine Beweismethode in der 

ZcMen&ieorief^, Gottingen 1883, ist aber auch in einer Abhand- 

9-1 
a 

lung desselben „w6cr die Funktion eT". f. Math. 106, 1890, 

x = l 

p. 65 begrfindet, auf deren Betrachtung und kurze Darstellung wir 
hier uns beschranken mUssen. Das besondere Hil&mittel, dessen sich 
Busche darin bedient, ist ein bemerkenswerter allgemeiner 
Satz, den wir hier nur in der Form und dem Umfange aussprechen 
wollen, in denen wir seiner bedtlrfen. So lautet er folgendermafsen: 
Eine Relation R(x,y) zwischen zwei Grofsen x, y be- 
steht fflr jedes Paar teilerfremder ungerader Zahlen x^M, 
y ^ N, wenn 

1) aus. ihrem Bestehen ftlr ein solches Paar Jf, N auch 
ihr Bestehen fiir die Paare N\mdM,N+2lM folgt, 
wobei A ganzzahlig gedacht ist, und wenn 

2) sie fiir die Werte a: -= y — « besteht, wo a = ± 1. 
Zum Beweise dieses allgemeinen Satzes bilde man, wenn M, N zwei 
teilerfremde ungerade Zahlen bedeuten, einen Euclidischen Algo- 
rithmus mit geraden Quotienten: 
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(170) Jf' = 2A"Jf" + Jf" 



j[f(.'-i)_2il« j|f(0 + Jif(0^ 

sodafs die Zahlen M, N, M', M'\ • • • abnehmende, positive oder 
negative, ungerade Zahlen sind, bis zu J(f W == Gilt nun, wie unter 
2) angenommen, die Relation fur = y = Jlf« d. i. fur das 

Paar teilerfremder ungerader Zahlen Jf«^ j[f(0^ so gUt sie nach der 
Annahme 1) auch ffir die Paare 

JfC-i) = JfW + 2 X« JfW JfW 

und 

folglich nach derselben Annahme auch fllr die Paare 

u. s. w., endlich auch fiir die Paare Jf , JV und JS^, Jf, w. z. b. w. 

Sind demnach y), jF\ (a:, y) zwei beliebige Funktionen von 
Xy y, so besteht die Gleichheit 

(171) F{M,N)^F^{M,K) 

far jedes Paar teilerfremder ungerader Zahlen Jf, iV, wenn 

1) far solche Paare die sogenannten Veranderungen beider 
Funktionen gleich sind d. h. wenn die Gleichungen bestehen 

2^(Jlf +2A JV, JV) ^F{M,N) = {M+2XN,JS) - F^ {M,N) 

F{M,N+21M)^F(M,N)^ F,{M,N+2X]if)^F^(M,N), 

wobei A ganzzahlig gedacht ist, und wenn 

2) F(e,a)~F,(B,s) 

isi In der That folgt wegen der ersten Annahme aus dem Bestehen 
der Qleichung (171) far ein solches Paar Zahlen Jf, N auch das 
Bestehen der Gleichungen 

F{M+21N,N)^F^{M+21N,N) - 
F{M,N+2XM)^F^ {M,N+2XM) 

und somit nach dem Hilfssatze die Gleichung (171) far jedes Paar 
Zahlen der gedachten Art. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir mit Busche den Summeu- 
ausdruck 
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(172) ^(M,ir)^^[^, 

worin zunachst die teiler&emden nngeraden Zahlen M, N positiy 
gedacht sind. Um sodann die Funktion auch fdr negative Argumenir 
werte zu definieren^ setzen wir fest^ dafs 

(172a) ,i,(^M,N)^^^^i;{M,N) 
(172 b) i,(±M,-N) tl>(±M,N) 

sein soli. Dann ergiebt sicb fiir positive M, N und positive ganz- 
zablige A obne weiteres 

2 

2V-1\ 



mithin die erste Veranderung der Funktion: 

(173) t {M+ 2kN,N)-t (Jf, N) = X' 
Femer ist der Definition znfolge 

(174) i>iM,N+2XM) ^-^yfwni]- 

Nun zeigten wir bereits beim dritten Gaufsschen Beweise^ dafs 
in der Summe (172) die Anzahl deijenigen Glieder, welche einer 

ganzen Zahl n der Reihe 0, 1, 2, • • • — ^ — gleich sind, gleich 

ist; aus derselben Erwagung wird die Anzahl solcher Glieder in der 
Summe (174) gleich 

j- (n+l)(JV+2X3f) -j _ j -n(JV+2X Jf)- j 

sein und demnach jene Anzahl um 2 k UbertrefiFen. Desgleichen 
wird die Anzahl der Glieder der ersteren Summe, welche den grofsten 

Wert haben, gleich 



12 'ma 



2 

sein, und wird fQr die letztere Summe 
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N+21M—1 r Jf-1 N + 

also am X grosser sein^ als jene Auzahl. Aus all' diesem geht her- 
Yor^ dafs die letztere Summe die erstere am 

2,(, + 2 + ...+ «^) + ,.«_z._j.(£pi)' 

UbertrifPi;^ and man findet somit als zweite Veranderung der 
Panktion if(M,N): 

(175) i,{M,N+2lM)-t(M,N)^X' (^^)'. 
Aaf ahnliche Weise ergeben sich die beiden Formeln 

Aas den so gewonnenen vier Grundformeln (173), (175), (176), in 
denen zanachst My N and X positiv gedacht sind, lassen sich nnn 
die Veranderangen bei beliebigen Vorzeichen dieser Grofsen gemals 
den Definitionsgleicbangen (172), (172a, b) ermitteln. Indem wir der 
Eiirze wegen in dieser Hinsicht den Leser aaf die Abhandlang yon 
Basclie verweisen, teilen wir nar das allgemeine Endergebnis mit, 
za welcbem er gelangt. Setzt man 

so ist ftlr beliebige Vorzeiclieii der Zahlen M, N, A 

worin ri eine Grofse ist, deren Wert darch die Formel 

/17Q\ 8gn. JV - 1 /Bgn. {M+2XN)- 1 sgn. M-l \ 

(179) rj ^ [ 2 2 ) 

bestimmt wird; die zweiten Veranderangen der Panktionen F{M,N)f 
f {My N) ergeben sich aas (178) mittels der Definitionsgleichangen (177). 
Man beachte nan, dafs die Panktion 

(180) _ _ ^ , 
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wie sogleich zn libersehen^ genau dieselben Verandenrngen hat; wie 
die Funktion F(M,N)] fOr M^N=s ist sie Null; diesen Wert 
hat aber auch 

wie far « = + 1 immittelbar aus der Pormel (172), fOr 6 = — 1 mit 
Hilfe der Definitionsgleiehungen (172a; b) ohne Schwierigkeit er- 
kannt wird. Dem yoraasgeschickten Hilfssatze zufolge ist demnach 
far jedes Paar teilerfremder ungerader Zahlen My N 

(181) F(jf,iy)-^.j^- 'g°f-^ ggH4=ii. 

Sind im Besonderen M=Py Q positive imgerade, relativ prime 
Zahlen, so bestehen nach (114) die Kongruenzen 

,,iQ,P)^tiQ,P), ^(P,«)^^(P,0(mod.2) 
und folglich 

IV iQ, P) + iv (P, Q) ^ F(P, Q) (mod. 2), 
wahrend ans (181) 

r(P,e)_£r^.«=l 

hervorgeht. Demnach findet sich in der Formel 

,t(«,P) + p(P,C) = ^.«=i(mod.2) 

das Beziprozitatsgesetz anfs neue bewiesen. 

Anch die Fnnktion f {M, N) lafst sich auf Grand der aufge- 
stellten Formeln berechnen. Aus dem Euclidischen Algorithmus 
(170) findet sich namlich bei Beachtnng der zweiten der Gleichnngen 
(178) folgende Reihe von Gleichnngen: 

f{M,N) = -/^(Jf', M)-X'-^- n" 
-f{M',M)=f (M", M") + r . + f]'" 

; 

in welchen rf, ri\ • . . • entsprechende GrSfsen sind, die nach 
dem Vorbilde der Grofse vi nach der Pormel (179) gebildet sind, 
und aus ihnen geht schliefslich 

f{M,N)^x-^-i:-^+x"-^^-+n-'n"+n"—- 

hervor. Nun ist aber 
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^{xN^X'M + rM" )=-i.(2AiV^-2A'Jfcr + 2A"Jfcr ) 

4 

und Bomit darf man die vorige Formel einfacher schreiben^ wie folgt : 

(182) /•(jif,j^)=^^_i-(A-i'+r-...)+ij'-ij" + V"— ••• 

Hat man aber durch die Pormeln (181), (182) die Funktionen 
F{M^N)j f{MyN) beredmet, so ergiebt sicli nach (177) auch der 
Wert von ^ {My N) durch die Pormel 

(183) tiM,N)'Y W ^) + f(^' 

auf welche wir spater noch zxiriickkommen werden. 

19. Der andere Beweis Bnscbe's ist in seiner Arbeit „ilber 
groJfete Ganze", (J. f. Mafh. 103, 1888, p. 118) enthalten imd be- 
dient sich des Gaufsschen Lemma in einer neuen, modi- 
fizierten Gestalt. Wir haben letzteres in Nr. 12 in der Formel (113): 

(184) (l)-(-ir 

ausgesprochen; im Exponenten diirfen wir aber diejenigen Glieder 

["^^ welche gerade sind, unterdriicken, nnd diejenigen, welche un- 

gerade sind, durch Eins ersetzen, sodafs der Exponent dann die An- 
zahl der letzteren Glieder, d. i. die Anzahl der Vielfachen 

(185) i.Q^2.Q,i.Q,..-^.Q 

angiebt, die zwischen einem ungeraden und dem darauf folgenden 
geraden Vielfachen von P enthalten sind. Man erhalt also fol- 
gende Formulierung des verallgemeinerten Gaufsschen 

Lemma: Das Symbol ist + 1 oder — 1, jenachdem die 

Anzahl der Vielfachen (185), welche je zwischen einem un- 
geraden und dem darauf folgenden geraden Vielfachen von 
P enthalten sind, gerade oder ungerade ist*). 

•) Bei Bub oh e sind die Vielfachen der Zahlen P, Q dnrch die ihrer 

H&lften — , — ersetzt, was indessen weder an dem Satze noch an dem darauf 
2 ' 2 ' 

gegrOndeten Beweise etwas 9.ndert; mit Hinsicht auf den folgenden Beweis von 
Lange sind wir darin von Jenem abgewichen. 
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Indem Busche diesen Satz direkt begriindet iind mngekehrt 
au8 ihin die Formel (113) herleitet, gelangt er znerst durch An- 
wendung einer allgemeinen in seiner Arbeit entwickelten Trans- 
formationsformel auf die in jener Formel enthaltene Summe oder 
anf das in der gleichbedeutenden Formel 




enthaltene Produkt znm Beziprozitatsgesetze, beweist dies sodann 
aber auch ohne jenes Bilfsmittel durch folgende einfache Erwagungen: 
Wie bei den Beweisen von Fields und von Voigt stellen wir 
der Reihe von Vielfachen (185) von Q die Reihe 

(186) 1 . P, 2 . P, 3 . P, . . . ^ . P 

der Vielfachen von P gegeniiber. 1st nun zunachst wenigstens eine 
der Zahlen P, Q von der Form 4jer-f 1, so sei dies Q. Die Viel- 
fachen (186) zerfallen dann in Paare (2i — 1)P, 2iP aus 

einem ungeraden und dem darauf folgenden geraden Vielfachen von 
P. Liegt zwischen den Gliedem eines solchen Paares kein Vielfaches 
von Q, so sind umgekehrt jene Glieder zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Vielfachen von Q enthalten und liegen also entweder beide 
oder keins von ihnen zwischen einem ungeraden und dem darauf 
folgenden geraden Vielfachen von Q. Liegen dagegen zwischen 
(2i- 1) P und 2 i P die Vielfachen 

(*+l) Q,(k + 2) Q,'"(Jc + Jc')Q 

und ist die Anzahl dieser Vielfachen gerade^ sodafs h und k + k' 
gleichartig sind, so liegen, jenachdem Jc ungerade oder gerade ist, 
wieder beide Glieder des gedachten Paares oder keins von ihnen 
zwischen einem ungeraden und dem darauf folgenden geraden Viel- 
fachen von Q. Wenn dagegen k' ungerade und folgUch k, k + k' 
ungleichartig sind, so liegt ein Glied jenes Paares zwischen einem 
ungeraden und dem darauf folgenden geraden Vielfachen von Q. 
Aus diesem gegenseitigen Verhalten der Beihen (185), (186) ist 
ofiFenbar zu entnehmen, dafs in dem gegenwartig betrachteten Falle 
die Anzahl der Vielfachen (186), welche zwischen einem ungeraden 
und dem darauf folgenden geraden Vielfiskchen von Q enthalten sind, 
immer zugleich mit der Anzahl der Vielfachen (185), die zwischen 
einem ungeraden und dem darauf folgenden geraden Vielfachen von 
P liegen, gerade oder zugleich mit ihr ungerade sein muTs. Des- 
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wegen ist aber dem modifizierten Gaufsschen Lemma zafolge in 
diesem Falle 

Sind dagegen P, Q beide von der Form 4jer + 3, wo wir dann 

P < Q annehmen wollen, so zerfallen die Vielfachen (186) in 

Paare (2 ♦ — 1) P, 2 i P aus einem ungeraden und dem darauf fol- 
genden geraden Vielfachen yon P, zn denen noch ein letztes, isoliert 

stehendes Vielfaches • P hinzutritt. Beziiglich der gedachten 

Paare bleiben die vorigen Betracbtungen unverandert dieselben; das 
letztgenannte Yielfache yon P aber liegt zwiscben dem ungeraden 

Vielfachen . Q und — , wahrend zwiscben dem ungeraden Viel- 
fachen • P und kein Vielfaches yon Q mebr liegen kann. 

Demnach mufs jetzt umgekehrt die Anzahl der Vielfachen (186)^ die 
zwiscben einem ungeraden und dem darauf folgenden geraden Viel- 
fachen yon Q entbalten sind^ gerade oder ungerade sein^ jenacbdem 
die Anzabl der Vielfachen (185)^ welcbe zwiscben einem ungeraden 
und dem darauf folgenden geraden Vielfachen yon P liegen, ungerade 
resp. gerade ist. Dem modifizierten Gaufsschen Lemma gemaCs ist 
also im jetzigen Falle 

(§-©■ 

Beide Falle yereinigen sich in der Formel des Beziprozitatsgesetzes: 

P-l Q-l 

Wie Busche in einer weiteren Notiz {Mitt, der math. Ges. in 
Hamburg, HI, Heft 6, 1896, p. 233), auf welcbe wir den Leser yer- 
weisen, gezeigt bat, kann sowohl das neue Gaufssche Lemma, als 
auch der darauf gegrtodete Beweis in sebr einfacber und gefalliger 
Weise geometrisch yeranscbaulicht werden. 

20. Li nachster Beziebung zu dem eben dargestellten Beweise 
yon Busche stebt derjenige Beweis, welcben Lange gegeben hat 
(Lange, Ein dementarer Beweis des Beisiproeitatsgesetsses, Ber. der K. 
Sachs, Qes. 48, 1896, p. 629; 49, 1897, p. 607). Es sind eigentlich 
ibrer drei Beweise, doch ist der erste derselben im Grande nur eine 
geometrisch anschauliche Darstellung des zweiten, der seinerseits im 
dritten eine sebr gliickliche einfachere Fassung erbalten hat. Die 
beiden letzteren woUen wir bier entwickeln. 

Auch sie beruhen auf einer besonderen Deutung des Gaufsschen 
Lemma, die sich leicht als identisch mit derjenigen yon Busche er- 
kennen lafst. 
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Die kleinsien positiven Beste (mod. F) der Beihe 
(187) I- g,2.0,fi-e,- ■ -^e, 

in welcher e eine beliebige positive^ zu P prime Zahl bezeichne^ 

P P / . . 

sind teils kleiner als teils grofser als y; w', S'' seien die im- 

geraden imd die geraden Beste der ersten^ u'\ g" bezw. die der 
zweiten Eategorie^ und A^,y A^y • • • bezeiehne die beziigliche Anzahl 
der Beste dieser einzelnen Eategorien. Der Definition der charak- 
teristischen Zahl ft (Q^ P) gemaTs ist dann 

da femer, wie leicht zu flbersehen ist, die w', P— w", P—g" zusammen 
die ganze Beibe der Zahlen 1, 2, 3, • • . — ^ — ausmachen, so sind 

die uiy P — flr" znsammen die ungeraden Zahlen ^ — ^ — , mithin ist, 
P— 1 

jenachdem ^ gerade oder ungerade ist, 

+ ^1^' ^ ^^^^ 

Bezeichnet man daher -|- d. h. die Anzahl aller ungeraden 
Beste der Zahlen (187) (mod. P) mit so findet sich 



d. h. 
und folglich 



(188) (J) = (-l) 



Setzen wir nun jer = 2 wo ^ eine positive ungerade zu P prime 
Zahl bedeute, so folgt zunachst 



(189) (I) = 

wenn u die Anzahl der ungeraden kleinsten positiven Beste 
in der Beihe 

(190) 2 C, 4 6 • • • C (mod. P) 

bedeute t. Unterscheidet man in dieser Beihe die Yielfachen von Q, 

P IP Q 

welche < sind, von denjenigen, die > sind, so sind die 

ersteren die geraden Yielfachen der Beihe 

(191) I Q, 2 Q,3 Q,' '^ Q, 

Bachmann, nledere Zahlentheorie. I. 17 
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wahrend die anderen^ wenn sie in der Gestalt 

geschrieben werden^ aus welcher 

(2i-l)Q-P{Q-y-l) + (P-E) 

folgt, erkennen lassen, dafs jedem yon ihnen^ dem ein ungerader 
kleinster positiver Best R (mod. P) zugehort, ein ungerades Viel- 
faches der Reihe (191) entspricht; dem ein gerader Rest zugehdrt, 
und nmgekehrt. Nennt man also v die Anzahl ungerader 
Reste auf den geraden Stellen, und w die Anzahl gerader 
Reste auf den ungeraden Stellen der Reihe (191), so ist 
v + w gleich der Anzahl ungerader Reste in der Reihe (190) 
d. h. gleich u, und somit wegen (189) auch 

(192) (D =.(_!).+-. 
Nun setze man 

A g = a» .P + (>, 

(193) (*«1,2,3,...^), 

WO 9^ den positiven kleinsten Rest (mod. P) bedeutet; offenbar 
giebt u = 1? + «; die Anzahl der Falle oder der Werte h an, 
fUr welche h und Qj^ ungleichartig und folglich aj^ ein ungerader 
Quotient ist, mit anderen Worten, die Anzahl der Falle, wo das 
Yielfache h Q zwischen einem ungeraden und dem darauf folgenden 
geraden Yielfachen von P enthalten ist, und demnach besagen die 
Formeln (189), (192) niehts anderes, als die dem Gaufsschen Lemma 
von Busche gegebene Deutung. So gestaltet sich denn auch der 
Langesche Beweis dem seinigen ganz analog. 

Nimmt man dabei P< Q an, sodafs - Q = • P — 

— 1 



< • P iflt, so sind die Quotienten samtlich Ueiner als — 



2 ^ „ ^^^^^^^^ . 2 f 

und sind zudem unter einander yerschieden, da der auf folgende 
Quotient a^^^^ wegen der Gleichung 

(A + 1) g = P + = a, P + (C + 9 J 

mindestens um 1 groiser sein mufs als a^. SteUen wir nun der 
Zahlenreihe (191) die andere: 

(194) 1 . P, 2 . P, 3 . P, . . . ^ . P 

und den jener Reihe entsprechenden Gleichungen (193) die folgenden: 

W («ar*-i,2,8,...S=!), 



Digitized by 



Google 



Die Theorie der qnadratiflchen Beste. 



259 



in denen wieder den kleinsten positiven Best (mod. Q) bedeutet, 
gegeniiber. Bedeuten t?', w' fUr P, Q dasselbe, wie w fiir P, 
so besteht die mit (192) analoge Gleichung 

(196) (D «(_!).'+-'. 

Hier nehmen die Quotienten Gj^, da ^ — P = - - • Q + ^-^ — und 

Q p p J 

der Rest -^-^ — positiy und < Q, mithin a^.j = ^ ist, und 

2 

da sie wegen 

(197) ik+l)P = a,^,Q + r,^,^a,Q+ (P+ r,) 

hochstens immer um eine Einheit wachsen konnen, samtliehe 
p I 

Werte 1, 2, 3, • • • ^ an. Die Reste lassen sich aber in zwei 

Arten R, unterscheiden: die erste Art umfaGBt diejenigen yon 
ihnen^ welche sich yon dem daranf folgenden Reste nm eine un- 
gerade, die zweite Art diejenigen^ die sich yon dem darauf fol- 
genden Reste um eine gerade Zahl unterscheiden. Der letztere Fall 
wird sich ereignen, so oft r^^y r^^^^ gleichartige Zahlen^ also^ weil kP, 

(A: -f 1) P ungleichartig sind; so oft a^, a^,^ ungleichartige Zahlen 

p 1 

sind d. h. = 1 + o* ist; er ereignet sich also -g— Mai. 

Sei nun zuerst Q yon der Form 4^r + 1, also g^^®- 

Alsdann lassen sich die Reste rj^ yom ersten an gerechnet in 

Paare teilen. Steht an der ersten Stelle eines solchen Paares d. h. 
an einer ungeraden Stelle der Reihe (194) ein Rest der Art R', 
so steht an der folgenden geraden Stelle ein mit ungleichartiger 
Rest, denmach liefert dieses Paar zur Summe v' + w' den Beitrag 
Null oder Zwei, jenachden ungerade oder gerade ist; da es aber 
in der Formel (196) nur auf den Rest yon v + w' (mod. 2) ankommt, 
kann jenes Paar yemachlassigt werden. Steht dagegen an erster 
Stelle des Paares d. i. an ungerader Stelle der Reihe (194) ein Rest 
der zweiten Art R\ so steht an der folgenden geraden SteUe ein 
mit gleichartiger Rest, und somit liefert der erste oder der zweite 
dieser Reste zur Summe v + w' den Beitrag Eins, jenachdem sie 
gerade resp. ungerade sind. Hieraus folgt, dais + w' (mod. 2) mit 
der Anzahl dieser letzteren Falle kongruent sein muTs. 

Um sie zu ermitteln, schreibe man die Formel (193), wie folgt: 

(198) «,p=.(A-i)g + (g-p;0, 

wo der Rest C — positiy und < § ist. Da^ wie gezeigt, a^^ < 
ist, so ist diese Gleichung eine der Formelri (195) und es treten also 
samtliehe Gleichungen (193), wenn man sie in der angegebenen Weise 

17* 
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umschreibt, unier den Gleichungen (195) anf. Die folgende der 
letzteren Gleichungen lautet dann 

(199) (a,+ l)P~hQ + iP-(f,) 

und giebt also einen mit dem yorigen gleichartigen Best Da die 

Anzahl der Gleichungen (193) gleich ^ d. i. gleich der Anzahl 

der Beste der zweiten Art ist, so liefem also die Gleichun^n 
(198) die samtlichen Reste dieser Art, und ein solcher steht folg- 
Uch in der Reihe (194) an gerader oder an ungerader Stelle, jenachdem 
gerade oder ungerade ist. Die zu ermittelnde Anzahl betragt da- 
her u und folglich ist 

+ w = tt (mod. 2) 

und 



(0 



r«;-(-i)-(5)- 

1st aber zweitens Q yon der Form 4e + S also ^ ^ un- 
gerade y so lassen sich die samtlichen Beste Tj^, yom ersten an ge- 
rechnet^ in ^ ^ Paare teilen^ zu denen noch ein einzelner letzter Best 

Q p 

— hinzutritt. Beztlglich jener Paare bleiben die bisherigen Be- 

trachtungen ungeandert, und es wird daher v' + w' = u oder v + w 
= w + 1 (mod. 2) sein, jenachdem der letzte Best, welcher an un- 
gerader Stelle der Beihe (194) steht, ungerade oder gerade d. h. 
jenachdem P yon der Form 4 jer -f- 1 oder von der Form 4 -|- 3 ist. 
Im erstem Falle ist folglich 



VP/' 

im letztem Falle 



(0-©. 



(D=- 



Alle diese Falle vereinigen sich in der Formel des Beziprozitats- 



Der hiermit gelieferte neue Beweis des letztem ver- 
einfacht sich erheblich, wenn man statt der Beste in den 
Gleichungen (193), (195) die Quotient en a^, in Betracht zieht. 
Es ist schon bemerkt, dafs 



ist, wenn u die Anzahl der ungeraden Quotienten bedeutet; 
ebenso wird 



wenn u die Anzahl der ungeraden Quotienten bezeichnet. Nun 
ist (198) die der Gleichungen (195) und ihr Quotient ist A — 1, 
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wahrend in (199) d. i. in der folgenden dieser Gleiclinngen der 
Quotient schon h ist; die a^^^ der Gleichungen (195) ist also die 
letzte mit dem Quotienten h—1, ebenso die a^^+j** die letzte mit 
dem Quotienten h, und somit tritt in diesen Gleichungen der Quo- 
tient h genau a^+i — Mai auf. Da hiemacli die ap-i*® Gleichung 

jP— 8 ^ 
noch den Quotienten — von der folgenden an aber his zur letzten 

Gleichung, deren Nummer ist, jede den Quotienten 

mufs, welcher dieser entspricht, so wird der letztere genau ^ ^ ^ — a p^i 

Mai auftreten. Beschrankt man sich nur auf die ungeraden Quo- 
tienten aj^y BO findet sich hieraus fdr deren AnzaM u folgende 
Bestimmung: 

wenn gerade ist: 

W — + — «5 H 1- «^ — 

8 8 

^' ^' w' = + «a + • • • ttp-i (mod. 2) 

~8~ 

oder^ indem man hier die geraden unterdriickt und die ungeraden 
durch Eins ersetzl^ 

u' = u (mod. 2) ; 
wenn dagegen ungerade ist: 

u = — ai + «4 — flfjH h tf /»~s — ap-5 + ^ ap-i 

2 8 8 

d. i. 

w' = + a, + • • • + + ^ (mod. 2) 

und daher 

u = u oder w' = t4 + 1 (mod. 2), 

jenachdem gerade oder ungerade ist. 

Aus diesen Besultaten ergiebt sich aber wieder sogleich das Be- 
ziprozitatsgesetz. 

Unter alien auf das Gaufssche Lemma gegriindeten Beweisen 
will mir dieser Langesche Beweis^ namentlich in seiner letzten ein- 
facheren Gestalt, als der ursprUnglicbste oder nattirlichste erscheinen, 
insofem er, in den Gleichungen (193), (195) auf die Grundformel der 
Zahlentheorie zurfickgreifend, die reziproke Beziehung zwischen den 
beiden Zahlenreihen (191) und (194) lediglich aus dem TJmstande 
entwickelt, dafs die A*® der Gleichungen (193) als die a^** der 
Gleichungen (195) auftreten mufs. — 

21. Wir wenden uns nunmehr zu den beiden Beweisen von 
Chr. Zeller und von Petersen (Zeller, Berl, Monatsher. 1872, 
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p. 846; Petersen, Americ, Joum. of math. 2, 1879, p. 285 oder 
Zeuthen, Tidshr, 1879, p. 86), welehe auch auf dem Gaufsschen 
Lemma^ jedoch bei dessen Anwendung auf einem neuen Gnmdgedanken 
berohen, der, wie Eroneckers tiefere Deutung dieser Beweise (Berl. 
Sitmmgsher. 1885, p. 383) gelehrt hat, auf die Benutznng zweier 
weiteren Eigenschaften der Funktion 22 {x) zorUckkommi Diese 
sollen daher zuvorderst augemerkt werden. 

Siiid a, hy c drei beliebige reelle Werte, so folgt aus den 
Qleichungen 

R(a) = a-[a + ^] 

B(c) = c-[c+4-], 

dafs, so oft die Summe a + b + c ganzzahlig ist, dasselbe aucb von 
der Summe R{a) + R (6) + R (c) gilt. Da aber R (x) stets numerisch 

kleiner als y ist, so liegt diese Summe, wenn alle drei Beste R (a), 
Jt (6), 22 (c) negativ sind, zwischen und — y> wenn sie alle drei 

3 

positiv sind, zwischen und + andemfalls zwischen + 1 und — 1, 

und somit hat man den Satz: 

Ist die Summe a + b + c ganzzahlig, so ist 

f 1 

(200) 22(a) + 22(6) + 22(c) « 0, 

jenachdem die drei Reste zugleich positiv, verschiedenen 
Vorzeichens, oder zugleich negativ sind. 

Sind andererseits v, w zwei positive Werte, deren Pro- 
dukt vto=l ist, so giebt es unendlich viel Paare ganzer 
Zahlen h, k von der Art, dafs 

(201) «^ + «^^0 

ist, wo unter den Quadratwurzeln ihre absoluten Werte ver- 
standen sind. 

In der That, setzt man i; ^ 1 voraus und fiir die beliebige ganze 
Zahl h die Gleichung an: 

hw=^k + R(hw\ 
sodafs A? = [^A m; + yJ ist, so wird 

hv — vR Qhw) 
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d. h., da V R (h w) absolut < y ist, A = J^ife i; + yj und R (k v) 
^ — vRQhw)y aus welcher Gleichung die behauptete Beziehung (201) 
iinmittelbar hervorgebt, wenn sie mit vYw^Yv dividiert wird. 

Nun seien wieder P, Q zwei positive, ungerade, relativ prime 
Zahlen imd Q> P. Die absolut kleinsten Beste der Yielfachen 

(202) 1-Q, 2.Q, S.Q,. ~ Q {mod.P), 

welche positiy sind, seien p^, P2 - - - Pif diejenigen, welche negativ 
sind, seien — cfj, %f sodafs A + = ^ ist und, wie 

schon frtlher bemerkt, die Zahlen cc und zusammengenommen die 
ganze Reihe der Zahlen 1, 2, 3, • • • ^ erschopfen. Ebenso seien 
die absolut kleinsten positiven resp. negatiyen Beste der Yielfachen 

(203) 1 . P, 2 . P, 3 . P, . . ^ . P (mod Q) 

die Zahlen d^, tfj, • • • resp. — ^i, — * ' > sodafs v + o 

» — o— ist und die Gesamtheit der Zahlen y und 6 mit der Beihe 

1, 2, 3, • • • identisch ist. Da § > P vorausgesetzt und jede 

Zahl y < Y ist, so lassen sich diese Zahlen in zwei Arten y', unter- 

p P o 

scheiden, von denen die ersteren < y, die anderen zwischen y und — 

enthalten sind. 

Nun zeigt die fundamentale Eongruenz (78), wenn sie in Form 
einer Gleichung: 

(204) hQ = kP + r 

^ P 
geschrieben wird, wo r « ± A' absolut kleiner als y ist, weil dann 

aus ihr die andere Gleichung 

(205) kP^hQ-r 

hervorgeht, dais jeder negative Best (mod. P) ein positiver Best 
(mod. Q), d. h. jede der Zahlen a eine der Zahlen d, und ebenso, 
dais jede der Zahlen /) eine der Zahlen y, genauer, da r absolut 

kleiner als — ist, eine der Zahlen ist. Das letztere gilt offenbar 

auch umgekehrt, und da die Zahlen a, /) zusammengenommen die 

Beihe 1, 2, 3, • * • -y- ausmachen, so gilt daher das Gleiche fQr die 

Gesamtheit der Zahlen a und /. 

Den Gleichungen (204) und (205) entsprechen die beiden, welche 
folgen: 




Digitized by 



264 Sechstes EapiieL 

nnd aus ilmen geht die andere 

(206) P.R (^^-) + ^ . B (^) - 

hervor^ die nichts anderes ist als die Gleichang (201) fOr v -g, 

w = . Durcli diese Beziehimg, die jeder der Gleichuogen (204), 

(205) substituierfc werden kann, wird jeder der Zahlen A 1, 2, 3, ^ 

eine bestimmte der Zahlen i =» 1, 2, 3, • • • arageordnet in der 
Weise, dafs die Reste R , R (^^^ entgegengesetzte Vorzeichen 
haben und der letztere von ihnen absolut kleiner ist als Demnach 
betragt die Anzahl der ne^tiven Reste R tind die Anzahl der- 
j^igen ..g.«v» wdohe ^o.u. U.in» .U 

d. i. die Anzahl der Zahlen a und y', dbereinstimmend mit dem 
zuvor Bewiesenen^ ' 

Sei nun ab^r J? ^-^^ ein negativer Rest, der absolut grofser ist 

als sodafs man setzen darf 
^ V 



kP 
Q 



= m — p 



P 1 , 

wo m eine ganze Zahl und q > < y ist, so bestimme man 

die Zahl k' durch die Bedingung 

(207) jfc + ;fc'«C=l; 

dann wird 

k'P P P 
k'P 1 P+l ^ , / P\ 

p . . 1 
worin q — —q ^ui positiver Wert < y ist; mithin iindet sich 

folglich 



rATP , 1-1 P+i 

I -I — I — 



«f^)-(^-('-4)) 

P /kP\ 

d. h. negativ und absolut > wie J? y-g-j' bemerken, dafs 

man die letzte Gleichung folgendermafsen schreiben kann: 
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setzt man hier 

wo dann a + b + c = 8*^2*^8 ™^ ^ ~ Y wird, so 

nimmt sie die Gestalt 

ganz ubereinstimmend mit dem in (200) ausgesprochenen Satze. 
Aus dem Gesagten geht nun hervor, dafs jedem Werte von Jc, 

g-j von grofserem Absolutwerie als 

P 

Yq zugehort, durch die Formel (207) ein zweiter Wert Ic zugeordnet 

/k' P\ 

ist, dem gleichfalls ein negativer Wert R y-Q-j grofserem Ab- 

Bolutwerte als --7^ entspricht. Die Anzahl derartiger negativer Werte 

d. i. offenbar die Anzahl der Zahlen y' wird also gerade sein^ wenn 
die zwei sich entsprechenden Zahlen V immer verschieden von 
einander sind. Der Fail^ dais sie gleich sind^ kann sich nur ereignen, 

wenn gerade ist, und er ereignet sich dann fiir Ic = y 

(kP\ P 
-^j negativ und absolut grofser als y^- 

ist; nun ist aber den Gleichungen 

4 4 • Vi- 4 , 

4 4 ' 4 

zufolge JR^^^-^ positiv, wenn P von der Form Az+ly dar 

gegen negativ und absolut grofser ah wenn P von der Form 
4jgr + 3 ist; in diesem letztem Falle also, und nur in ihm^ wfirde 
die Anzahl jener negativen Werte oder die der Zahlen y" 

ungerade sein. Nennt man diese Anzahl al^emein Cy so ist die 
gesamte Anzahl aller negativen Werte li^^^und U^^^ gleich 

— h G und wird also 

gerade sein: wenn ~2~ g©rade, oder wenn ungerade, 
zugleich aber gerade ist, dagegen 

ungerade: wenn ^y^, zugleich ungerade sind. Dies 

ist aber genau, was das Reziprozitatsgesetz aussagt, wenn es in der 
zweiten der in Nr. 10 angegebenen Formulierungen gefafst wird. 
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22. Den gleiclien Grundgedanken; wie dieser Zellersche Beweis, 
der zuerst aus alien negativen Resien diejenigen heraushebt, 

welche mit Resten durch die Gleichung (206) verboDden 

sind^ und dann die Hbrigen paarweise verknupft^ fOhrt auch der- 
jenige yon Petersen dorcb und er ist daher ebenfalls im tiefsten 
Grunde, wie man bei Eronecker a. a. 0. nachsehen mag^ aof die 
beiden Eigenschaften (200), (201) der Punktion R(x) begriindet. 
Aber er nimmt wieder das Gaufsscbe Lemma in einer besonderen 
Fassong zum Ausgangspunkte, und wir woUen, wahrend wir dem 
Leser tlberlassen, die Durcbfiihrung des Beweises im Einzebien in 
Petersen's Arbeit zu verfolgen, wenigstens diese neue AufFassnng 
des Gaufsscben Lemma sowie den Zusammenbang, in welchem der 
Beweis von Petersen mit demjenigen von Zeller steht, bier kuiz 
nocb erorteru. 

Nach (189) ist 

(208) (-p-) = (-l)^ 

wenn u die Anzahl der ungeraden kleinsten positiven Reste in der 
Reihe der Zahlen 

bedeutet. Da diese Zahlen, negativ genommen, in umgekehrter 
Reihenfolge den ungeraden Yielfacben 

(209) IQ, 3C, 5C, . . . (P-2) Q (mod. P) 

kongruent sind, so bedeutet u offenbar aucb die Anzahl der- 
jenigen dieser Vielfachen, deren Rest, wenn er < P und 
ungerade gewahlt wird, negativ ist. Wir nehmen bier die 
Gelegenheit wahr, zunachst zu zeigen, dafs u ^ ii(Q, P) ist 
Ist namlich 

(210) (2i-l)C = ±(2i'-l) (mod.P), 
so folgt 

(P- 2i + 1) e = ± (P- + 1) (mod. P) 
also, wenn man P — 2i + 1 = 2A, P — 2i' + 1 = 2A' setzt, wo 
dann h, K positiv und kleiner als y sein werden, auch die Eongruenz 

(211) hQ^±V (mod. P), 

und aus dieser umgekehrt die ursprfingliche. Ebensoviel Yiel&cbe 
der Reihe (209) geben also einen negativm ungeraden Rest < P, 
als es in der Reihe 

(212) l-Q, 2 .Q, S Q, - ~ Q 
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Yielfache giebi^ deren absolut kleinster Rest negatiy ist. Mithin ist 

«-p(«,-p). 

AuB der vorstehenden Betrachtang folgt auch^ dafis man die 
Eongruenz (210) durch die andere: 

(213) (2i-l)Q^ (2i' - 1) . sgn. R (mod. P) 

ersetzen darf. Nnn ist 

^i,C,«) = (-n[^]-(-x)['^]. 

P P 

Weim aber 2i — 1<y ist, so ist P— 2A eine ungerade Zahl <y; 

P P 
fftr 2i— 1>Y dagegen ist 2h eine gerade Zahl <y- Bildet man 

daher die Kongruenz (213) far alle Zahlen 2i- 1 = l,3,5,.-.(P-2) 
and wahlt dabei rechts f&r sgn. R den zweiten Ausdruck, solange 

2t — 1 < Y bleibt, flir die femeren Werte von 2i — 1 dagegen den 

ersten, so erbalt man rechts im Exponenten von — 1 samtliche Yiel- 
fachen (212) und findet durch Moltiplikation der erhaltenen Eon- 
gruenzen die folgende: 

£-1 

s 

]7(2»-l). g^=JJ(2i'-l).(-l)*=i'-'-' (mod.P). 

Da aber, wenn 2i— 1 die Reihe 1, 3^ 5 . . . (P— 2) dorchlauft, die 

2^ahl K zugleich mit der Zahl h alle Werte 1, 2, 3, • • • ^ an- 

nimmt^ so dorchlauft auch 2» — 1 die Reihe der Zahlen 1,3,5* ... (P— 2) 
in gewisser Folge, daher ist 

JJ(2t- 1) - jrj(2i'- 1) = 1 . 3 . 5 . . . (P-2). 

In dem speziellen Falle, wo P, Q zwei yerschiedene ungerade Prim- 

p-i 

zahlen p, q sind, in welchem Falle q ^ = (mod. p) ist, darf 

man daher in obiger Eongruenz den gleichen Faktor beiderseits 
unterdrUcken und erhalt die auf diesen Fall beztlgliche Gaufssche 
Formel 

-17(1-1). 

welche dann wieder, wie in Nr. 14, zum einfachen, aber mittelbar 
so auch zum verallgemeinerten Reziprozitatsgesetze f&hrt. 
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Nach dieser Zwischenbetrachtung, welche eine neue Modifikation 
der Eroneckerschen Beweise des Beziprozitatsgesetzes bildet (s. Kro- 
necker, Berl. Sitegsher. 1885, p. 117), wenden wir uns wieder zu 
Petersen zurdck. 

Bezeichnet u die Anzahl derjenigen Yielfaclieii 

(214) LP, 3.P, 5.P, . . •(«-2)P, 

deren Rest (mod. Q)y weirn er ungerade und < Q gewahlt wird, 
negatiy ist, so hat man analog mit (208) 

(215) 

Nun entspricht jedem der Vielfachen (209) eine Qleicliung von der 
Form 

(216) {2i-\)Q^2gP+r, 

in welcher r==±(2i'— 1) eine ungerade Zahl und absolut genommen 
<P ist. Desgleichen giebt jedes der Vielfachen (214) eine Gleichung 
von der Form 

(217) (2ii-l)P = 2<,,^ + r„ 

WO eine ungerade Zahl und numerisch < Q ist. Wir setzen wieder 
(> > P voraus. Schreibt man die Qleichung (216), wie folgt: 

{Q-2g)P={P-2i+\)Q + r, 

SO geht sie, da r absolut < P also auch < Q ist, in eine derjenigen 
Gleichungen (217) fiber, deren Rest absolut kleiner als P isi 
Man sieht daher, dais jedem Vielfachen (209) mit negativem un- 
geraden Reste < P ein Vielfaches (214) zugehort, dessen imgerader 
Rest ebenfalls negativ und < P ist, sowie auch umgekehrt. Dem- 
nach wird die Anzahl aller Vielfachen (209) und (214), deren un- 
gerader Rest negativ ist, d. h. die Zahl u + u\ gerade oder ungerade 

und demnach {—^ = + 1 oder — 1 sein, jenachdem die Anzahl 

derjenigen Vielfachen (214), deren ungerader Rest zwischen — P 
und — Q liegt, gerade oder ungerade ist. Man sieht, wie der Ge- 
dankengang des Petersenschen Beweises demjenigen des Zellerschen 
vollig parallel lauft. Indem wir nun den Leser bezuglich der Ent- 
scheidung liber die letztbezeichnete Alternative, die zum Reziprozitats- 
gesetze fahrt, auf die Arbeit von Petersen verweisen, bemerken 
wir nur noch zum Schlusse, dafs die Gleichungen (216) nichts anderes 
sind, als eine andere Gestalt der Gleichungen (204) im Zellerschen 
Beweise, wie unmittelbar erhellt, wenn man fiir 2i — 1, 2i' — 1 die 
korrespondierenden Zahlen A, K einftlhrt; denn so geht aus ihr die 
folgende Gleichung 
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hervor, d. i., indem man h =» — 9 setzt, die Qleichung (204). 

Dadurcli ist zor Oendge der enge innere Zusammenhang beider Be- 
weise gekennzeiclmet. 

Wir wollen aber noch in Erinnening bringen, dafs die Formel (188) 
fiir jede positive zn P prime Zahl z bewiesen ist, dafs mithm die 
Formel (189) auch bestehen bleibt^ wenn Q nicht ungerade ist. 
Somit darf man z. B. Q = 2 wahlen und erbalt dann 

(218) (i) = 

wenn u die Anzahl derjenigen Yielfachen 

(219) 1-2, 3.2, 5-2, ... (P-2).2 

bedeutet, deren Rest (mod. P), wenn er ungerade und < P 
gewahlt wird; negativ ist, sodafs gesetzt werden kann: 

2i4' = wP - vC\ 

wo m', vi' ungerade Zahlen < P und auch m eine ungerade Zahl 
bezeichnet. 

Aus dieser Qleichung folgt aber die andere: 

2 (P - 1 - w') = (2 - w) P + (w ' ~ 2) , 

in welcher der Rest positiv ist, es sei denn w"= 1 d. h. 2m'= wP— 1, 

ein Fall, der sich nur ereignet, wenn 2w'= P— 1 d. h. w'= — ^ — 

und demnach P von der Form 4;^ + 3 ist. Somit findet sich, dafs, 
wenn P von der Form 4;?+ 1 ist, jedem Vielfachen (219) mit nega- 
tivem ungeraden Reste < P ein solches mit positivem Reste zugehort, 

und umgekehrt, die Anzahl u der erstem ist also gleich ^ • Wenn 

p 1 

dagegen P von der Form 4jef + 3 ist, so giebt das Vielfache — ^ — 2 

p g 

einen negativen ungeraden Rest < P, von den flbrigen ^ Viel- 
fachen ist aber wieder stets eins mit negativem ungeraden Reste < P 
einem solchen mit positivem Reste verbunden, und somit betr^ in 
diesem Falle die Anzahl m aller derjenigen Vielfachen (219), welche 

p 3 P4-1 

negative ungerade Reste < P haben, 1 H — — = — ^ • Der Formel 
(218) zufolge ist daher 

(|) = (-l)^ Oder (-if*-, 

p 

jenachdem — ^ — gerade oder ungerade ist, was zu der Formel (50) 

oder (51) wieder zuriickfiihrt und so einen neuen Beweis des 
zweiten Erganzungssatzes ausmacht. 
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23. Ohne das Gaufssclie Lemma als ihre Grundlage zu yer- 
leugnen, stehen doch mehrere andere Beweise in nur loserem Zn- 
sammenliazige mit den bisher dargestellten. Wir skizzieren von 
ihnen zunachst den Beweis yon Bonniakowsky {BuU. de St Pet. 
22, 1876)^ welcher zu dem an erster SteUe mitgeteilten Buscheschen 
Beweise ein naheres Yerhaltnis hat. 

Seien a, r positiye ungerade Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
nnd p ^ 2an + r eine ungerade PrimzahL Mittels einer durch die 

Zahlen a, r fest bestimmten Verteilung der Zahlen 1, 2, 3, • • • ^-y— 

in eine Reihe yon Abschnitten und der ihnen entsprechenden Zer- 

fallung des Produkts 1 • 2 • 3 • • • in Teilprodukte gelingt as 

Bouniakowsky zu zeigen^ dafs 

(220) (j) = (_i;-i^-^- 

gesetzt werden kann^ wo m eine nur yon a, r abhangige Zahl ist. 
Ohne diesen Teil der Bouniakowskyschen Betrachtung hier zu 
reproduzieren, soli yielmehr gezeigt werden, dafe diese Gleichui^ sich 
leicht aus den bei jenem Buscheschen Beweise gelieferten Formeln 
ableiten lafst. In der That besteht far die Zahl m = ft(a, r) naeh 
(114) die Kongruenz 

a 

nach (175) findet sich also 

li(a,r + 2na) = ii{a, r) + n - (^"i^)* (mod. 2) 

d. i., wenn P irgend eine durch die Qleichung P = 2an + r definierte 
Zahl ist; 

(a, P) = w + w • (mod. 2) 

folglich 

(221) (-) = (_i)"'+-'-i^, 

sodaTs die Formel (220) sogar in grofserer AUgemeinheit bestatigt ist 
Sind nun wieder P, Q zwei positiye ungerade relatiy prime 
Zahlen und P> Q, so wird P — Q eine positiye gerade Zahl, also 

(222) P-^ = 2«.a 

gesetzt werden kdnnen, wo a^l, a ungerade ist, und da somit 
P, Q (mod. 2 a) kongruent sind, lafst sich 

P^2an + r, 2an + r 
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setzen, wo offenbar der Rest r eine positive ungerade Zahl ohne 
gemeinsamen Teiler mit a ist, da sonst P, Q nicht teilerfremd 
waren. In GemaDsheit der Formel (221) darf man dalier setzen 

miihin 

Aus (222) aber folgen die Gleichungen 

also mit Rdcksicht auf die vorstehende Formel und auf die beiden 
Erganznngssatze 

(223) (D (I) - (- 

1st nim erstens a so folgt aus (222) 

P=Q (mod. 8), n - w' = (mod. 4), 

abo 

^^ + ^^ = 0, n + (mod.2) 
nnd ' demgemals 

(^'■> (!)■{*)-(-') 

d. h. gleich + 1 oder — 1, jenachdem P, Q beide von der Form 
4js + 1 oder beide von der Form 4e + ^ sind. 
1st zweitens a = 2, so folgt aus (222) 

P^Q (mod. 4), n - n' = (mod. 2) 

abo wieder die Formel (224) and die gleiche Folgerung. 

1st drittens a = 1, so folgt P — ^ = 2 (mod. 4), femer 
n = w' + 1 also n + n' = 1 (mod. 2) nnd daher 

P — l a — l P* — 1 Q* — 1 

Setzt man aber die gerade Zahl P a => a + Q gleich 2b, so findet 
man ohne Schwierigkeit 

^ + ^-& (mod.2) 

abo gerade oder ungerade, jenachdem 6 oder — y" gerade 
oder ungerade ist; man findet also in diesem Falle d. h., wenn 
P, Q (mod. 4) verschiedene Form haben, 
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Diese verschiedenen Besultate fossen sich aber zusammen in der 
Formel des Reziprozitatsgesetzes: 



, (D- (I) -(-!)— 



Mit diesem Beweise von Bouniakowsky hat der erste der- 
jenigen Beweise, welche H. Schmidt {Joum, f. Maih, 111, 1893, 
p. 107) gegeben hat, mancherlei Ahnlichkeit. Zunachst in dem 
Umstande, dafs er die Differenz der beiden Zahlen P, Q: 

(225) P-e=-2», 

einfiihrt und das Reziprozi1£tsgesetz mittelbar aus den Werten von 
(^)' (^) 8®^^^* Hierzu betrachtet er die Reste der Vielfachen 

(226) In, 2», 3n, . - . (mod. P), 
sowie diejenigen der Vielfachen 

(227) In, 2n, 3n, • • • ^ n (mod. Q), 

die er — wieder ahnlich wie Bouniakowsky — in Abschnitte 

teilt. Da namlich n « — ^-^ Y ^ beginnt die Reihe (226) mit 

P p 
Gliedem <y, denen Glieder >y folgen, bis die Glieder >P 

p 

werden; die Reste derselben werden dami wieder zimachst < — sein, 

p 

allmahlich > y werden, bis die Glieder > 2P werden, u. s. w. So 
erkennt man, indem man fdr ein gerades n 
P— 1 



n = P.(|-l) + P-f 



setzt, wo ^ ~ Y > Y? ftir ein ungerades n 

p ^ p ^ 

WO — g— < — ist, dafs im ersteren Palle y Abschnitte vorhanden 

p 

sind, in denen auf Reste, welche < y sind, solche folgen, die 

> — sind, wahrend im zweiten Falle — - — solche Abschnitte vor- 

handen sind, auf deren letzten noch ein Abschnitt folgt, dem nur 
p 

Reste < — zugehoren. In dem besonderen Palle, wo P = <2 + 2 

also n == 1 ist, fallen die ersteren ^ Abschnitte aus und ist nur 

p 

der letztbezeichnete mit lauter Resten < — vorhanden. 
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Iflt nun 

(h+l)nr-(k + r)n, Qc + h' + l)n, - ^ (k + h'')n 

ein soldier Abschnitt und hP, (h + 1) P die Vielfachen von P, 
zwifichen denen er liegt^ und ist (k + ¥) n das letzte Glied^ welches 

<(a + P ist, so erkennt man aus (225) sogleich, dafs die Viel- 

fachen 

(A+l-2A)n,...(i+A^'-2A-l)», (*+*'-2A)w,...(t+*"-2*-2)n 

diejenigen Vielfachen der Beihe (227) sind^ welche zwischen hQ und 
(h+1) Q enthalten sind, und dafs + A;' — 2A— 1) » das letzte yon 

ihnen <(* + y) Q is*- anderen Worten: die Vielfachen (227) 
lassen sich in ebensoyiel Abscimitte zerlegen, deren jeder aber (im 
Falle eines ungeraden n yon dem letzten abgesehen, der nur Beste 

<Y ergiebt) zwei Glieder — in der Mitte — namlich ein Glied 

mit einem Reste < y und ein solches mit einem Beste weniger 
enthalt, als die fruheren Abscimitte. Nennt man demnach A, B die 
Anzahl der Beste > y resp. >y in den beiden Beihen (226), (227), 
so ergiebt sich, wenn n gerade ist: 

wenn n ungerade ist: 

mithin allgemein 

A + B^A^B^^^^^^ (mod. 2). 

Da aber dem yerallgemeinerten Gaufsschen Lemma zufolge 

(^) -(-')• 

ist, so findet sich 

n(ii-l) 

also 

(¥)•(¥)-("-!) ^ ' « ' « . 

Andererseits folgt aus (225) 
mithin 

(|)-(l) = (-l)* a - . - . , 

B«oba»nn| nitd«rt Zahlentbeorlc L 18 

Digitized by 



Googl 



274 



Sechfites Eapitel. 



eine Formel, welclie entsprechend den Fallen, wo n durch 4 oder 
nur durch 2 teilbar oder ungerade ist, ganz wie die Formel (223) 
behandelt werden kann und zum Beziprozitatsgesetze znriickfiibrt. 

24. Der zweite Beweis yon Schmidt, der nur das einfsEkche 
Beziprozitatsgesetz zwischen zwei positiyen ungeraden Primzahlen 
p, q herleitet, charakterisiert sich als yerwandt mit dem fOnfben 
Gaufsschen Beweise schon darin, dafs er sich auf die Betrachtong 

der Zahlenreihe 1, 2, 3, • • • grilndet. 
Man setze 

(228) JY=i.2.3...^^, 

dagegen P gleich dem Produkte derjenigen Faktoren yon welche 
prim m p q sind, d. h. 

(229) P ^ 



1st dann r ii^end ein Faktor yon P, so giebt es eine Zahl x<ipq yon 
der Beschaffenheit, dais r • a? = 1 (mod. pq) wird; ware dabei a;>^, 

so wfirde pq^-x eine Zahl <^ sein, fllr welche r(|>g — a;) = — 1 

(mod. p q) ware. Bezeichnet also e eine passend gewahlte Einheit, 
so giebt es fttr jeden Faktor r yon P einen zweiten Faktor s der 
Art, dafs rs = 6 (mod. pq) isi Hierbei kann r nur dann gleich $ 
sein, wenn 

= 1 oder = — - 1 (mod. p q) 

ist. Die erste dieser Eongruenzen hat stets yier Wurzeln, yon denen 

zwei kleiner als ^ sind; eine yon diesen ist 1, die andere heiiSse 

Die zweite Eongruenz dagegen ist nur moglich, wenn beide Prim- 
zahlen Py q yon der Form + 1 sind, und in diesem FaUe hat 

auch sie vier Wurzeln, yon denen zwei kleiner als heifst eine der 

letzteren 6, so sind alle yier Wurzehi 

<f,pq-6, fi\pq-ffy 

wenn fi den kleinsten positiyen Brest yon qj6 (mod. pq) bedeutet; 

also sind diejenigen yon ihnen, welche < ^ sind, entweder <y und 

fi oder <s undjpg — Hieraus folgt, dafs, wenn beide Prim- 
zahlen j), q yon der Form 4^:+l sind, es yier Faktoren r giebt, 
fttr welche s =- r wird, und ihr Produkt ist 

Oder l.^'^'^^-^^^^l7'»'^=l 



Digitized by 



Google 



Die Theorie der quadratiBclien Reste. 275 

wahrend die ilbrigen Faktoren yon P paarweise zusammenge&fst 
werden konnen zn Prodnkteii; welche =±1 (mod. pg) sind; im 
ganzen kommt also 

P = £ (mod. pg), 

wo s eine Einheit bedentet. Ist dagegen mindestens eine der 
Primzahlen p, q yon der Form 4js + 3, so sind nur die beiden 
Faktoren r = 1, r = p yorhanden^ deren zngehoriges s gleich r ist, 
nnd man findet folglich 

P=(f€ (mod. p q) , 

wo wieder b eine Einheit bedeutet. 

Im erstem Falle folgt P = « (mod. jp), P=8 (mod. q) d. h., 
wenn P^, P^ die absolut kleinsten Reste yon P nach den beiden 
Modoln Py q resp. bedenten, 

(230) PpP,-'^- 

Im zweiten Falle isk P (mod.p) und P = q6 (mod. q)^ wo 
= 1 (mod- j)}) also anch = 1 (mod. p), = 1 (mod. q) ist; aber 
Q kann nicbt nach beiden Moduin derselben Einheit gleich sein, denn 

Q = l (mod.jp), p = 1 (mod. q), 

so ware anch p = 1 (mod.jp$) gegen die Bedeutiing yon p; ware 

p = — 1 (mod.p), p = — 1 (mod. q) , 

so ware auch p = — -l=pg— 1 (mod. pq), wieder gegen die Be- 
deutung yon q. Daraus schliefst man, dafs P=±£ (mod. p), 
P = « (mod. q), also 

(231) P,.P, 1 

sein mnfs. Die beiden Falle (230), (^^1) konnen, wie leicht zu be- 
statigen, in der einzigen Formel 

(p+i)(g-n) 1 

(232) P^.P^ = (-1) ' 

zusammengefaCst werden. 

Nachdem dies erhalten worden, schreibe man nun die Gleichung 
(229), wie folgt: 

(233) p.j.2g...^g-— ^ 



wo die rechte Seite nichts anderes ist, als das Produkt 



dessen einzelne Teilprodakte, mit Ausnahme des letzten, welches 

18 • 
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= 1.2.3...^ (rnoip) 

ist, dem Wilsonschen Satze zufolge = — 1 (moip) sind. Deshalb 
ergiebt die Oleichnng (283) die nachstehende Eongruenz: 

P,.1.2.3...^.g « =(-1 * .1.2.3...^ (mod. i>) 
oder^ yereinfacht und mit BUcksicht auf das Eulersche Eriteriiun, 

also, da eine Einheit ist, die folgende Gleichheit: 

Ganz ebenso aber erscblielist man aus der Gleichnng 
(234) p.p,2p.^i^p 5^ 

die Gleichheit 

die, mit der vorigen verbnnden und mit Benutzong der Formel (232), 
die femere liefert: 

d. i. 

das Legendresche Reziprozitatsgesetz. 

Man ersieht aus der Gleichung (233), aus welcher, wenn man 
rechts und links die Faktoren zahlt, deren Reste (mod. p) grSfser 

sind als -y, sogleich die der Formel (105) entsprechende Beziehung 

abgelesen werden kann, ebenso wie aus der Gleichung (234) die der 
Formel (104) entsprechende Formel 

noch naher, in wie engem Zusammenhange dieser Beweis mit dem 
ftlnften Gaufsschen steht. Da im letztem das Reziprozitatsgesetz 
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au8 den eben geschriebenen Gleichungen in Yerbindung mit der 
dritten Beziehung 

erschlossen wird, so wird diese letzte Beziehung im Schmidtsclien 
Beweise durch die Formel (232) yertreten, und in diesem Ersatze 
der einen Beziehnng durch die andere besteht im Ghninde das Eigen- 
ttlmliche des daigestellten Beweises. 

25. Schmidt hat demselben noch einen dritten Beweis hinzu- 
gef> der gewissermafsen aus den beiden ersten herauswachst, und 
hat ihm sogar zwei Fassungen gegeben; doch setzt die erstere yon 
ihneU; gerade wie Legendre's fruhester Beweisyersuch, das Vor- 
handensein yon Primzahlen in gewissen arithmetischen Progressionen 
yoraus. Wir teilen daher nur die zweite Fassung mit^ die den Be- 
weis zur Elasse der Induktionsbeweise reiht; im flbrigen erinnert 
derselbe an den yorigen dadurch, dafs er sich des yerallgemeinerten 
Qaufsschen Lemma den Modulus PQ bedient, also auf die Be- 

trachtung der Zahlenreihe 1, 2, 3, • • • ~~ — begrtodet ist, durch 

einen andem^ nachher zu erwahnenden Umstand aber auch an den 
ersten der drei Beweise. 

Zunachst giebt Schmidt eine Herleitung des genannten Lemmas, 
die im Grunde auf die yon Sobering gegebene hinauskommt, und 
daher tlbergangen werden kann. Demselben zufolge ist bekanntlich 

(235) 

wenn n eine positiye ungerade, m eine positiye zu n prime Zahl, 
und (I (m, n) die Anzahl der negatiyen absolut kleinsten Beste der 
Vielfachen 

(236) 1 . w, 2 . w, 3 . w, • • • m (mod. n) 

bezeichnet; und demgemaTs besagt das Beziprozitatsgesetz zwischen 
zwei ungeraden, relatiy primen, positiyen Zahlen Q nichts anderes 
als die Eongruenz: 

(237) ^ (P, ^) + p (e, P) ^ ^ . £=1 (^od. 2). 

Setzt man femer n » PQ, m also als eine sowohl zu P als zu Q 
relatiy prime Zahl yoraus , so folgt aus den Formeln 
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iind aus den Eigenschaften des Jacobischen Symbols die zweite 
Eongrnenz: 

(238) fi (m, P) + ii (m, e) = (w, PQ) (mod. 2). 

Diese Hilfsmittel gentlgen zum Beweise des Reziproziifitsgesetzes, 
das hier wieder nur in seiner einfacheU; auf zwei Primzahlen be- 
zHglichen Form abgeleitet wird. Wir nehmen wieder an, dies Gresetz 
bestehe fUr je zwei ungerade Primzahlen, welche kleiner sind als 
eine gegebene Primzahl q, and weisen nacb, dafs es dann auch f6r 
jede Eombination dieser Primzahl q mit einer der kleineren Prim- 
zahlen p besteht. Aus der Annahme aber folgt, wie frtlher heryor- 
gehoben, dafs das Gesetz auch zwischen irgend zwei posiidven un- 
geraden Zahlen als giltig anzusehen ist, die nur aus solchen kleineren 
Primzahlen zusammengesetzt sind. 

Sei nun p ii^end eine ungerade Primzahl < q] da man x so 
wahlen kann, dafs qx = l (mod. p), und hier, wenn x gerade also 
p — x ungerade ware, g(p-— a;) = — 1 (mod. j^) wtLrde, so giebt es 
eine positive ungerade, zu p prime Zahl h<ip, der Art, dafs bei 
passend gewahlter Einheit s die Eongruenz qh = s (mod. p) oder 
die Gleichung 

(239) qh ^2ip + € 
besteht. Falls £ + 1 ist, folgt dann 

« (-_ l)/u(«,j>) + M(*,J>) « 1 

oder 

(S,P) + (A, p) = (mod. 2). 
Ist aber « — — 1, so folgt 

_^ 

und daher findet sich dann dieselbe Summe =^-2~ (mod. 2). AU- 
gemein also ist 

(240) i,(g,p) + ^(h,p)^tzl.P^ (moA2). 

Da femer h<p<q ist, gilt zwischen den positiven ungeraden, re- 
latiy primen Zahlen p, die nur aus Primzahlen < q zusammen- 
gesetzt sind, das yerallgemeinerte Beziprozitatsgesetz, dem die Eongruenz 

(241) ^ (A,p) + ^ (p, A) . *=i (moi 2) 

Ausdruck giebt; endlich ist nach (238) 

(242) ii(p, qh) = ii(p, q) + ;i(p, h) (mod. 2). 
Betrachte man nun zuerst den Fall e ^ 1 d. h. den Fall 

hq = 2ip + 1, -^^^ = ip. 
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Die Reihe der Yielfachen 

l.p, 3.p, . . .h^p^ip.p^ 

ffir welche ^(p, qh) die Anzahl der absolut hleinsten Reste (mod. hq\ 
welche negatiy sind, angiebt^ lafst sich — hier tritt die Ahnlichkeit 
eiii; welche dieser dritte Beweis mit dem ersten hat — folgeuder- 

malsen in Abschnitte zerlegen: 

p, 2p, -ip, (i+l)i>---2ij); 
2ip + p, 2ip + 2jp, . • • 2ip + ip, 2ip + (i+ l)p, • • • Aip, 

{P'-l)ip+Py • • • (p-l)ip + ipi 
die absolat kleinsten Reste dieser Zahlen (mod. hq) aber sind: 

p, 2p,'",ip, -(i-l)|>-l, 1; 

2p--l, 'ip-l, -(<-l)p-2, 2; 

outer ihnen befinden sich i • negative, folglich ist 

Sei zweitens e =° — 1 d. h. 

hq'^2ip- l,^^^ = tp — 1. 

In diesem Falle handelt es sich um die Yiel&chen 

lp,2p, 3|),-.(«i)-l)p, 
welche man wieder in Abschnitte zerlegen kann, wie folgt: 

• P, 2j>, . . • (»•- l)p, ip, . • • (2» - 1)1); 

2ip, (2i+l)p, (2i + 2)p,--(^i-l)p, 3ip,...(4<-l)i); 
4:ip, (4t+l)i>, (4» + 2)i),..-(5»-l)|), 5»p,--.(6i-l)i); 

0-l)»i>, (i>»-i)p; 

die absolat kleinsten Reste dieser Zahlen (mod. hq) aber sind: 

« p, 2p, ■'• (t-l)p, -(»!>- 1), (p-l) 

1, l+p, l + 2j),--.l + (»-l)p,-(ii)-2), (p-2) 

2, 2+p, 2 + 2p, -.2 + (i-l)p,-(ip-3), (|)-3) 
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auch iinter diesen befinden sich i • ^^2" ^^S^^^^^ absolut kleinste 
Reste^ und demnach ist wieder 

Daher nimmt die Formel (242) nunmehr die Gestalt an: 

(243) + (mod. 2); 

die Kongruenzen (240) ^ (^^l)^ (^^3) bleiben bestehen, wenn 

man ibre recbten Seiten mit den ungeraden Zahlen —q^ —q, p resp. 
multiplizierty und wenn man alsdann ibre Summe bildet nnd die 
Gleicbnng (239) in Betracbt ziebt^ findet sicb sogleicb 

Kp,3) + Ki,P)^^-=^ • • ^ (mod. 2); 

da somit das Beziprozitatsgesetz auch nocb fOr die Eombination p, q 
in Bestand bleibt^ ist es allgemein erwiesen. 

26. Wir beenden die Reib'e der Beweise desselben, indem 
wir nocb den Beweis von Zolotareff (Nauv. Ann. de Math, (2) 11, 
1872, p. 354) zur Darstellung bringen, der durcb die eigentam- 
liche Transformation des Oaufsscben Lemma^ die er verwendet, yon 
besonderem Interesse ist. 

Zu diesem Zwecke soil zunacbst der Satz, in welcbem sie zmn 
Ausdrucke kommt, ftLr den einfacben Fall zweier nngerader Prim- 
zablen jp, q, auf welcben sicb Zolotareff bescbrankt, nacb seinem 
Yorgange bergeleitet werden. Jedoob ist der Satz spater durcb Lerch 
(jB^. international 3, Prague 1896, $ur tm fheoreme arUhmetique de 
Zclotarev) yerallgemeinert worden und gestattet uns, den Beweis yon 
Zolotareff dann sogleicb fiir das yerallgemeinerte Reziprozitatsgesetz 
zu fdbren. 

Sei also zunacbst p eine ungerade Primzabl und die positiye 
ganze Zabl h prim zu p, dann bilden zunacbst die kleinsten 
positiyen Reste der Yielfacben 

(244) 1^-, 2k, 3i, . . . (p - l)k (mod. p) 
eine Permutation der Zablen 

(245) 1, 2, 3,...p-l; 

legt man dieser den Gbarakter + 1 oder — 1 bei, jenacbdem 
sie aus der Reibe (245) durcb eine gerade oder eine ungerade 
Anzabl yon Transpositionen zweier Zahlen beryorgebt, so 

ist jener Gbarakter gleicb 

Um dies zu zeigen, sei g (ygl. Nr. 5) eine primitive Wurzel yon p; 
spater wird gezeigt werden, dafs dann die Reste der Potenzen 
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(246) h9,9'r--^-' 

(mod. p) iinter einander verschieden sind, also gleichfalls eine Per- 
mutation der Zahlen (245) darstelleii; sodafs es eine gewisse Potenz 
g° jener Reihe giebt, welche mit h kongruent wird: g^^k (mod. p), 
Daher entsteht die Reihe der Beste der Produkte 

kg, kg^,'"kip'^ 

oder der Potenzen 

(247) fl^, ^+^^7''+^•••fl^+^-' 

aus der Reihe der Reste von (246) genau durch die gleichen Per- 
mutaiionen, wie die Permutation (244) aus der Reihe (245); oflFenbar 
entsteht aber (247) aus (246) durch die c-fach wiederholte cyklische 
Permutation p—V^ Ordnung: 

(h 9> g'r -^''] 

\g, g^g^r-^'')' 

welche durch jp — 2 Transpositionen hervorgebracht wird, ist also 
c(p — 2) Transpositionen aquivalent, deren Anzahl zugleich mit c ge- 
rade oder ungerade ist; je nach diesen Fallen ist aber k = g^, da ^ 
quadratischer Nichtrest ist von p (vgl. Nr. 5), quadr. Rest oder Nieht- 

rest, d. h. ist = + 1 oder — 1, w. z. b. w. — 

Man kann aber, wie bemerkt, diesen Satz yerallgemeinem, und 
die Art, wie es von Lerch gethan worden ist, zeigt zugleich, dais 
er nichts anderes ist, als eine neue Deutung des Gaufsschen Lemma. 
Verstehen wir unter einer VersteUung (derangement) zweier Zahlen 
der Reihe (245) den XJmstand, daTs in einer Permutation dieser Zahlen- 
reihe die kleinere jener beiden Zahlen spater steht, als die grofsere, 
so ist die Anzahl der Verstellungen, die eine Permutation aufweist, 
wie leicht zu sehen, immer gleichzeitig mit der Anzahl von Trans- 
positionen, durch welche die Permutation entsteht, gerade oder un- 
gerade. Dies Yorausbemerkt, sei jetzt eine beliebige positive ganze 
Zahl und k prim gegen sie, also ungerade, falls j> gerade ist; femer sei 

q(x) = a; — [x]. 

Indem man an die SteUe der Reihen (244), (245) die mit dividierten 
Zahlen betrachtet, wird die Restreihe von (244) Ubergehen in die Reihe 

welche eine Permutation der Reihe 

sein mufs, und die Anzahl der Verstellungen in dieser Permutation 
wird gerade oder ungerade sein, jenachdem das Produkt 
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(flir A>A' = l,2,3,...i>-2) 

positiv Oder negativ ausfallt. Nun iet f&r x>x\ wie unmittelbar 
zu Ubersehen ist, 

[x\ - [x'] - [x-x'^ = Oder 1, 

jenachdem 

q{x) - q{x') > Oder < 
ist. Demnach wird das Vorzeichen des Produktes mit dem der Potenz 

identisch sein, diese Potenz also den Gharakter der firaglichen Per- ' 
mutation auemachen. Es ist aber I 

WO man den Summationsbuchstaben h" auch wieder V nennen kann^ 
und somit darf der Exponent jener Potenz einfacb durch die Summe 

oder, da man die den ungeraden h entsprecbenden geradzahligen 
Teile unterdriicken, die den geraden h entsprecbenden Teile durcb 

ersetzen darf, nocb einfacher durcb 

m 

» = 1 

ersetzt werden, obne den Wert der Potenz von — 1 zu yerandem. 
Da (— 1)^**^ = sgn. B,{x)y so ist mitbin der Cbarakter der fraglioben 
Permutation nicbts anderes als 

(249) Tll^Hf)- 

h=:l 

FiXr den Pall also, wo p ungerade ist, gilt der verall- 
gemeinerte Zolotareffscbe Satz, nacb welcbem der Cbarakter der 

Permutation der Reste von (244) (mod. p) durcb das Symbol 

auch dann ausgedriickt wird, wenn p keine Primzabl ist. 
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Um aber aacb den Fall eines geraden p nicht zu dbergehen, 
beweiflen wir, dab in diesem Falle die Summe (248) gleich • — 1^ 

ist Sei namlich zuerst 1 gerade^ dann kann man die Glieder 
der Summe paarweise znsammenfassen and fOr jedes Paar ist 



die Summe also gleich y — l) ' Q^'-'^)' I^* ^^^^ ungerade 

d. h. y eine ganze Zahl^ so wird bei solcher paarweisen Zusammen- 

fassung der Glieder^ wahrend sonst alles bleibt wie zuvor, noch ein 
mittleres isoliertes Glied vorhanden sein: 

[f"]-[4]-^. 

folglich wird die Summe gleich 

Im Falle eines geraden p ist also der Charakter der fin^lichen Per- 
mutation 

(S. hierzu Schering^ Abh. der Gott. Oes. 24, 1879, ^^Bestimmung des 
quadr. Restcharakters'^ p. 35.) 

Seien nnnmehr wieder P, Q zwei positiye ungerade Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler. Die 2iahlen 

(260) 0, 1, 2,3,...P«-1 

werden mit den Beaten der Zahlen 

Px+Qy 

(fttr a:-0, 1,2,...©-!; y-O, 1, 2, • • • P- 1) 

(mod. PQ) in gewisser Reihenfolge iibereinstimmen. Die letzt- 
bezeichneten Zahlen nun stellen wir dar in dem Schema: 



(251) 



0, Q, 2Q, ... (P-l)« 

P, P+Q, P+2Q,-- P+(P-1)Q 

2P, 2P+g, 2P+2C,-' 2P+(P-l)e 



(«-l)P, (Q-1)P+Q, ...(^_i)p+(p_i)^, 

dessen Zahlen wir in der Reihenfolge gelesen denken, wie sich die 
Horizontalreihen yon links nach rechts hin aneinanderschlieisen; die 
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Reste der so geordneten Zahlen bilden also eine gewisse Permutation 
der Reihe (250). 

Vertauscht man in (251) die Kolonnen in derWeise, daCs die 
Reste Yon 

0, Q, 2Q,.- {P-m (mod.P) 
die Reihe 0, 1, 2, • • • P— 1 bilden, so nimmt das Schema die neue 
Oestalt an: 

P, P(l+^,)+2,...P(l+ftp>0 + P-l 



(252) 



((2-l)P, P{Q^l+\)+\, ...p((g«i+A,p.i)+P-l. 

Nach dem voraufgeschickten Hilfssatze bedarf es zu solcher Ver- 
tauschung einer geraden oder ungeraden Anzahl yon Transpositionen 

zweier Kolonnen, jenachdem = + 1 oder — 1 ist; die erforder- 

liche Anzahl von Transpositionen zweier Elemente ist Q Mai so 
grofs, da jede Eolonne aus Q Elementen besteht, ist mithin ebenfalls 

gerade oder ungerade, jenachdem den ersten oder den zweiten 

Wert hat, sie ist mit anderen Worten 

=i.(®-.l)(M.4 2). 

Nun entstehen die Glieder einer der P — 1 letzten Kolonnen 
des letzten Schema, namlich die Glieder 

(253) Pi, + i, P(l+i^ + i, ... P(<2- ! + *,)+ i, 
wenn man nur ihre Reste (mod. FQ) betrachtet, aus den Zahlen 

(254) i, P+i,'-' P(e-l) + i 

durch eine Jc^ Mai wiederholte cyUische Yertauschung, deren jede 
Q — 1 Transpositionen aquivalent ist; es bedarf also, um den tTber- 
gang von (254) zu (253) zu machen, und nattirlich auch f&r den 
umgekehrten llTbergang einer geraden Anzahl yon Transpositionen. 
Da dies fiir jeden der Werte i = 1, 2, 3, . • • P — 1 gilt, so geht 
das Restschema (252) durch eine gerade Anzahl yon Transpositionen 
zweier Zahlen in das nachstehende iiber: 

0, 1, 2, ..• P-1, 
P, P+1, P+2, ••• 2P-1, 



{Q-1)P, (G-1)P+1, ••• QP-l, 

welches, da es zu lesen ist wie die Horizontalreihen yon links nach 
rechts hin sich an einander schliefsen, mit der Reihe (250) Uberein- 
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stimmi Man findet alsO; dafs die Anzahl der Transpositionen, durch 
welche man von (251) zu (250) ilbergeht^ 

= i((|)-l)(mod.2) 

ist. 

Aber man kann diesen tTbergang auch auf folgende andere Art 
bewerkstelligen. Indem man zonacbst mit den Horizontabeiben ebenso 
operierty wie Yorber mit den Eolonnen^ kann man durcb eine Anzabl 
Yon Transpositionen^ welcbe 

istf Yon (251) zunacbst zn folgendem Scbema gelangen: 



0, Q, 2Q, 

1, Q+1,2Q+1, 

2, Q + 2, 2Q + 2, 



Q-1, 2Q-1, 3Q-1, 



(P-l)G + 2, 



das wieder nacb den aneinanderscbliefsenden Horizontabeiben zu 
lesen ist. Hierin aber setzt man durcb P — 1 Transpositionen die 
Zabl 1 an die erste auf folgende Stelle, durcb 2(P— 1) Trans- 
positionen dann die Zabl 2 an die zweite, u. s. w., durcb (Q—l) (P— 1) 
Transpositionen die Zabl Q — 1 an die (^—1)*" Stelle nacb der 
Zabl 0; fabrt also durcb 

Transpositionen die Anordnung 

0,1, 2, ...(«- 1), Q, 2Q,..-{P-1)Q, Q+1, 2Q+1,... 
(P-1)<?+1, Q + 2, ... 

berbei; desgleicben nunmebr durcb 

Transpositionen die neue Anordnang 

0, 1, 2, iQ-1), Q, Q+1, Q+2, ...2Q-1, 2Q, ... 
(P-l)G, 2Q+1, ... (P-1)Q+1, 2Q + 2,..., 

u. s. w., und erbalt so endlicb die Beibe (250) durcb im Ganzen 

1-2 1-2 
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Transpositionen. Demnach geht bei dieser zweiten Methode das 
Schema (251) in die Reihe (250) tlber durch eine Anzahl von Trans- 
positioneU; welche 

ist. Da diese Anzahl mit derjenigen^ welche bei der ersten MetJiode 
als erforderlich gefiinden worden^ zugleich gerade reap, nngerade sein 
mxxbf so ergiebt sich die Eongraenz 

4((I)-0-t{(|)-')+^'«^ 



(mod 2). 



2 

Ist also wenigstens eine der Zahlen Q von der Form + 1, 
so ist 

T((§)-l)-T((D-')(»»i2). 
was dann und nur dann der Fall; wenn 

im entgegengesetzten Falle ist 

T((S-») = T({D->) + Mmo42), 1 
was dann und nor dann eintritt^ wenn ^ 

(*)-(!) 

ist; das Reziprozitatsgesetz ist also bewiesen. — 

27. Nach dieser ausf&hrlichen Betrachtung des Beziprozitats- I 
gesetzes wenden wir uns nunmehr zu der Aufgabe^ zu entscheiden, 
ob eine gegebene Zahl m von einer gegen sie primen (positiven) un- ' 
geraden Primzahl p quadratischer Rest oder Nichtrest ist^ allgemeiner 
zu der Aufgabe^ den quadratischen Gharakter von m beztlglich einer 
gegen sie primen ungeraden (positiven) Zahl n zu bestimmen, wieder 
zurUck. Durch die beiden Erganzungssatze ist diese Aufgabe be- 
zUglich der Zahlen w == 1 und w = 2 mittels der Formeln (53) und 
(55) bereits ftir jede der Zahlen n gelost: 

ist + 1 ftir alle Zahlen w = 4jer + 1, I 
(|-) ist + 1 far aUe Zahlen n^Sg+l, n^Se + l, 
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Hieraus schlielst man sogleich noch weiter: 

(^) ist + 1 fOr alle Zahlen n = 8^ + 1, w = S^e? + 3, 

Man bemerke, dafs hiernach samtliche Zahlen n, ftlr 
welche — 1 einen bestimmten quadratischen Gharakter hat; 
die Zahlen sind, welche in einer, diejenigen Zahlen n, ftlr 
welche ±2 einen bestimmten quadratischen Gharakter hat, 
die Zahlen sind^ welche in zwei gewissen arithmetischen 
Progressionen enthalten sind. 

Ungelost blieb einstweilen die Bestimmung des quadratischen 

Gharakters fiir einen von ± 1, ± 2 verschiedenen Wert von m. 

Wir zeigen zuerst; dafs auch hier alle Zahlen n, fdr welche 

das Symbol einen bestimmten der Werte ± 1 hat, mit 

den in einer Anzahl gewisser arithmetischer Progressionen 
enthaltenen Zahlen identisch sind. Hierzu bemerken wir zu- 
nachst, dafs die Zahl m, welche positiv oder negativ, gerade oder 
ungerade sein kann, sich immer in die Gestalt 

w « ± 2«r s* 

setzen lafst, wo c = oder 1, und r eine nur aus verschiedenen un- 
geraden Primfaktoren zusammengesetzte Zahl oder die Einheit ist. Da 

ist, dtirfen wir uns auf den einfachsten Fall 
(256) w = ± 2«r 

beschranken. Hierbei darf r von 1 verschieden gedacht werden, 
da man sonst auf die bereits erledigten Werte ± 1; ± 2 von m 
zurtlckkame. Dann findet man aber mittels des verallgemeinerten 
Reziprozitatsgesetzes und des zweiten Erganzungssatzes 

©-(-i)'~-(-i)~^-(t)- 

Setzt man also 

d. h., setzt man d + 1 oder — 1, jenachdem ± r = 1 oder = 3 
(mod. 4) ist, und £ = + 1 oder — 1, jenachdem c = oder 1 ist, 
so besteht die Formel 

(256) 
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ihr zufolge aber wird das Symbol fttr je zwei (mod. 8r), wenn 

£ = + 1 ist, schon fOr je zwei (mod. 4r), nnd wemi auch d =« +- 1 
ist, BOgar schon ftir je zwei (mod. 2r) kongruente Werte von n den- 
selben Wert haben; es wird also nur darauf ankommen^ diejenigen 
n zu betrachten^ welche ein rednziertes Bestsystem nach dieseu Modnlxi 
resp. bilden. 

Nun wollen wir in dem reduzierten Bestsysteme (mod. 2r) die- 
jenigen Zahlen f&r welche » 1 ist, dnrch den Buchstaben a, 

diejenigen, fiir welche = — 1 ist, durch den Buchstaben 6 be- 

zeichnen. Die Anzahl der Zahlen a ist gleich der Anzahl der 
Zahlen b. In der That giebt es zunachst eine Zahl der zweiten 
E[ategorie. Denn, sei p eine in r au%ehende Primzahl, also r =^pr% 
r also nicht teilbar durch p, und sei p irgend ein Nichtrest von j); 
bestimmt man dann 2^^ durch die mit einander yertraglichen Kon- 
gruenzen 

bQ = p (mod. jj), \ = 1 (mod, r'), 

so wird, wie es behauptet wurde, = == 1. Multi- 

pliziert man alsdann die Gesamtheit der Zahlen a, b d. i. das redu- 
zierte Bestsystem n(mod. 2r) mit dieser Zahl b^, welche prim gegen 
r ist, aber auch ungerade gedacht werden kann, da sie andemfalls 
durch b^+r ersetzt werden darf, so erhalt man wieder ein rednziertes 
Bestsystem (mod. 2r), und folglich ist die uber ein solches erstreckte 
Summe 

n It n n 

also 

nab 

Oder die Anzahl der a gleich derjenigen der b. 

Wenn nun erstens d = £ = 1 also w=l(mod. 4) ist, 
wird nach der Formel (256) 

= 1, wenn n = a (mod. 2r) , 

(^) "^^^f wenn n = 6 (mod, 2r) ; 

die ungeraden Zahlen », f&r welche einen bestimmten der Werte 
± 1 hat, sind also identisch mit den Zahlen, welche in gewissen 
Y9(2r) = Y9(r) = y9(w) arithmetischen Progressionen mit der 
Differenz 2r oder 2 m enthalten sind. 
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Wenn zweitens d = — 1, 6 = 1 also w = 3(mod. 4) ist, 
so wird 

^^-^ = 1^ wenn entweder w = 1 (mod. 4), w = a (mod. r) 
oder w = 3 (mod. 4), n = 6 (mod. r) , 
= — 1, wenn entweder » = 3 (mod. 4), n = a (mod. r) 
oder w = 1 (mod. 4) , w = 6 (mod. r) ; 

die ungeraden w, fiir welche einen bestimmten der Werte ± 1 

hat, sind also die in gewissen y 9 (4r) = y 9 (4m) arithmetischen 

Progressionen mit der DifiTerenz 4r oder 4m enthaltenen Zahlen, 
auf welche n durch diese Eongnienzbedingungen beschrankt wird. 
Ist drittens d = 1, « = — 1 also m = 2 (mod. 8), so wird' 

= 1, wenn entweder n = 1,7 (mod. 8), n = a (mod. r) 

oder n = 3,5 (mod. 8), n=h (mod. r) , 

= — 1, wenn entweder n = 3,5 (mod. 8), n = a (mod. r) 

oder w = 1,7 (mod. 8), w = 6(mod. r). 

Ist endlich viertens d = — 1, £ = — 1 also m = 6 (mod. 8), 
so wird 

(^) wenn entweder n = 1,3 (mod. 8), n = a (mod. r) 

oder w = 5,7 (mod. 8), n=h (mod. r), 

(^) 1^ wenn entweder w = 5,7 (mod. 8), n = a (mod. r) 
oder w = 1,3 (mod. 8), w=6(mod. r). 

Li beiden Fallen sind die ongeraden Zahlen n, ffir welche einen 

bestimmten Wert bat, identisch mit den Zahlen, welche in gewissen 

Y9 (8r) = y 9(4m) arithmetischen Progressionen mit der Differenz 

8r oder 4 m enthalten sind. 

Beschrankt man sich ausschliefslich auf Primzahlen n, so sind 
die in den bezeichneten arithmetischen Progressionen enthaltenen 
Primzahlen diejenigen, von welchen die Zahl m quadratischer Rest 
resp. Nichtrest ist. Die ersteren pflegt man nach dem Vorgange 
alterer Forscher, wie Euler und Legendre, „die Teiler der Form 
a;* — my*" zu nennen. So sind z. B. im erstbetrachteten Falle d = l, 

f = 1 alle Primzahlen, welche in einer der y 9 (m) arithmetischen 

Progressionen oder Linearformen 2mis -f a enthalten sind, die 

Bftchmann, niedere Zahlentheorie. I. 19 
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Teiler der Form — my^, wahrend keine in einer der anderen 
Y9(m) Linearformen 2mz + h enthaltenen Primzahlen ein Teiler 
derselben sein kann. 

28. Man kann jedoch die Formel (256) oder das Reziprozitats- 
gesetz mit seinen beiden Erganzungssatzen auch verwenden, um direkt 

den Wert des Symbols zu finden. Da = ist, sobald 

m' = m (mod. w), so darf man von vomherein w < n voraussetzen; 
dann ist auch r < n. Man setze nun 

so wird ^ (t^)^ Symbol, dessen Wert, wenn wieder 

Wi = ± 2^1 '^ih^ 

gesetzt wird, nach (256) auf das andere (^"j zurflckkommt, wo 
< r ist. Setzt man demnach weiter * 

^ = ii^i + ; ^2 < ^2 = ± 2^ • »"2V; 

so kommt man auf die Bestimmung von zurfick, u. s. w., bei 

welchem Fortgange endlich der Fall eintreten mufs, dafs eine der 
Zahlen r, r^, r,, . . . der Einheit gleich, das entsprechende letzte 
Symbol also unmittelbar bekannt ist. 

Man sieht, wie hierbei durch die vorstehenden Gleichungen der 
Euclidische Algorithmus zu Hilfe genommen wird, und in der That 
ist er in verschiedener Weise ausgebeutet worden, um Regeln oder 

Algorithmen aufzustellen, nach denen der Wert des Symbols 

' sich ergiebt. Schon Gaufs (Comm. GoU. rec. 4, 1818 oder Werke II, 
p. 59) gab einen solchen Algorithmus an. Dieser grilndet sich auf 
die bereits bei seinem dritten Beweise angefahrte Formel (115), in 
welcher wir, wenn Jkf, N zwei positive relativ prime Zahlen sind, 

deren erstere ungerade sei, wollen; aus 

dieser Annahme folgt, wenn N gerade ist, oder auch wenn N un- 
gerade und zugleich M <, N ist, w = j^-^J also 

eine Beziehung, welche wegen der in Bezug auf M, N darin vor- 
handenen Symmetric bei ungeraden M, N auch bestehen bleibt, wenn 
M> N ist und welche, wenn wir uns der Bezeichnung von Busche 
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bedienen, femer j^-y-J = M\ |^-^J = N' setzen, kiirzer folgender- 
mafBen: 

(258) ^(JSf, N) + i;{N,M)^M' 'N' 

geschrieben werden kann. Nun entwickle man f(ir die beiden Zahlen 
My N den gewohnlichen Euclidischen Algorithmus: 

M ^ Nq 

(259) N^^N^q^+N^, 

N^t-'N,q,+ l, 

dessen yorletzte Gleicbong den Rest 1 darbietet, da M, N als relatiy 
prim Yoransgesetzt sind; je zwei anfeinanderfolgende Reste N, N^] 
Nj^, N^] ... sind mithin anch relatiy prim. Demnach ist 

und da ["jv"] = + "*» 
folglich 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich 
- i,iN, N,) = - . ^i2±K _ N,' . N,'+ t{N,, N,), 
+ *(2V„ N,) = q, . + N; . N,'- i,iN„ N,), 

±HN,_„N;)=± q, . ± . [4-] T i>iN,> 1), 

WO in der Schlufsgleichung das letzte wie das yorletzte Glied yer- 
schwindet Somit geht schliefslich die Formel heryor: 

(260) ^iM,N)^q-^-q,.^^ + q,.^^-..- 

+ N'N^' - JT/JV,' + N,'N,' . 

In dem besonderen Falle zweier nngerader 2iahlen M, N faad 
sich aber nach (114) 

(i{M,N) = i>{M, N) (mod. 2), 

19* 
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und somit gewahrt die aus dem Euclidischen Algoriihmus (259) 
entspnmgene Formel (260) in diesem Falle sogleicli die Bestimmiincr 
des Restes von (i {M, N) (mod. 2) und damit nach der Formel 

die Bestimmung des Symbols • 

Zeller hat (GoU. Nachr. 1879, p. 197) diese Gaufssche Methode 
vereinfacht und folgende Regel zur Bestimmung der charakteristischen 
Zahl (i{M, N) aufgestellt: 

Man entwickle ^ durch den Euclidischen Algorithmus (259) 
in einen gewohnlichen Kettenbruch und teile seine Quotienten 5,^1,^2, 
' * ' ik) ik+i ungerad- und in geradstellige. Sind alle successiTen 
Reste N^y N^^ . , , ungerade, so bilde man die um 1 vermehrte 
Summe der ungeradstelligen und die Summe der geradstelligen Quo- 
tienten, oder umgekehrt die Summe der ui^eradstelligen und die 
um 1 vermehrte Summe der geradstelligen Quotienten, jenachdem 
die Anzahl der Kettenbruchglieder oder Jc in den Gleichungen (259) 
gerade oder ungerade ist, und nenne diese Summen (>', q'\ Sind da- 
gegen gerade Reste vorhanden, so bedarf es gevrisser Korrekturen, 
namlich: ist ein Rest Nj^ gerade und ist der Quotient q^^ es eben- 
falls, so ersetze man bei der eben angegebenen Bestimmung durch 
Null; ist aber imgerade, so zahle man bei jener Bestimmung 
nicht mit, nehme dafur aber alle folgenden Quotienten mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. Fiir die nach diesen Vorschriften gebildeten 
ist damn: 

(261) ^(Jjf,JV) = ^_<!:, f,^N^M) = E^. 

Da aus (259) 

M=Nq + N,q, + 2V,g, + • ^ + 

hervorgeht, wo das obere oder untere Vorzeichen zu wahlen ist, je- 
nachdem k gerade oder ungerade ist, und da entsprechend 

Q -Q + 22 + ^^+'- + -'t-> 

+ + + ^ 

gesetzt werden mufs, so darf man die Formeln (261) auch durch die 
folgenden ersetzen: 
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Ki^, M) = ^^.^.-i + g,.^?--!. + . . . 

vorausgesetzt, dafs die samtlichen Zahlen N, N^, N^, * - • ungerade sind. 

Fiir die Herleitimg dieser Regeln giebt Zeller nur Andeutungen, 
die sich auf den letztbezeichneten besonderen Fall bezieben. Sobering 
hat in seiner umfangreicben Arbeit (Abh. d. Gott. Ges, 24, 1879, Be- 
stimmung des qimdr. Bestcharakters) das Zellersche Verfahren be- 
trachtlich verallgemeinert, indem er der Untersuchung statt des 
gewohnlichen Euclidischen Algorithmus einen beliebig gebildeten 
zu Grunde legt, und ist auf solche Weise auch zu einer Begriindung 
der Zellerschen Kegel gelangt; doch sind seine Betracbtungen zu 
komplizierter Art, als dafs bier eine Mitteilung derselben versucbt 
werden konnte. Ln iibrigen weisen wir fdr die thatsacblicbe Be- 
rechnung der cbarakteristiscben Zabl ft(Jf, N) auf Buscbe's in 
Nr. 18 dargestellte Untersucbungen zuriick, nacb denen, wenn man 
die Funktionen F{My N), ({My N) in der dort angegebenen Weise 
bestimmt bat, wegen (183) sicb 

1,{M, iV) s i- (F{M, N) + fiM,N)) (mod. 2) 

ergiebt. 

/M\ 

29. FUr die Bestimmung von l—j bedarf es nur der Kenntnis 

einer mit (i{My N) gleicbartigen, gleicbzeitig mit ibr geraden bezw. 
ungeraden Zabl. Hierauf basieren andere Regebi, welcbe von Eisen- 
stein, Lebesgue, Kronecker u. a. gegeben worden sind. 
In der Formel 

(262) M=^qN+N, 

kann der Quotient q nacb Belieben gerade oder ungerade gewablt 
werden, wenn man fiir den Rest Nj^<i N sowobl positive als negative 
Werte zulafst, denn die Formel lafst sicb aueb so scbreiben^ 

(263) N = (7 + 1 ) .Y - ( .V- ). 

Wablt man mit Eisensteiu mir j^erade Quotientcu oder, 
was dasselbe sagt, wenn M, N als ungerade vorausgesetzt werdeu, 
nui- ungerade (sei es positive, sei es negative) Reste, so nimmt 
der Euclidiscbe Algoritbmus diese Form an: 

N= 2q,N^ + e^N., 

(264) N,^2q,N, + 8,N, 
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worin ' ' ' Nj^^i abnehmende positive ungerade Zahlen sind, 

deren letzte gleich 1 ist^ • • • ^^^^ Einlieiten bedeuten. Nun 
folgt aus einer Gleichung 

die andere: 

mithin, wenn diese Formel fttr A = 0, 1, 2, • • • A; gebildet und dabei 
unter N_^^ die Zahl M verstanden wird, durch Multiplikation der er- 
halteneu Gleichungen die Formel 



(D -(-')*■ 



da aber in der Summe, welche den Exponenten von — 1 bildet; jedes 
gerade Olied unterdrUckt, jedes ungerade durch Eins ersetzt werden 
darf, so darf man statt der Summe die Anzahl der Falle setzen, 
wo gleichzeitig Nj^ und Ck-^i^h-^i Form 4e + 3 sind, und 

erhalt so folgende von Eisenstein {J. f. Math. 27, 1844, p. 317) 
gegebene Kegel: 

Man zahle, wie oft im Algoritbmus (264) gleichzeitig 
und (fiir A = 0, 1, 2, • • • t) von der Form 4^ + 3 

sind; ist X diese Anzahl, so ist 

fM 



Statt lauter ungerader Beste kann man im Oegenteil lauter ge- 
rade Reste einfilhren, wenn man wieder positive und negative Reste 
zulafst; denn, ist der Rest in der Formel (262) ungerade, so wird 
der Rest N—N^ in der aquivalenten Formel (263) gerade sein. 
Wahlt man also diejenige der beiden Formeln, in welcher der Rest 
gerade ist, bringt aber, bevor man weiter fortfahrt, bei dem geraden 
Reste die hochste darin aufgehende Potenz von 2 zum Ausdruck u. s. w., 
so kann man statt des Algorithmus (264) folgenden andem aufstellen: 

(265) N^q,N, + 2'^^e,N, 

wo die Zahlen N^, N^, - ' - N^^^ wieder abnehmende positive, ungerade 
Zahlen sLud, deren letzte gleich 1 ist, ^i; - * * ^^^.i Einheiten be- 
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deateii; Ic fibrigens nicht dieselbe Zahl zu sein braucht wie in (264). 
Hier ist nun 

und 68 ergiebt sich wie zuvor: 
(#) = (-!)"" 

eine Formel^ aus der zufoige einer der obigen ahnlichen t^erlegong 
sicb nachstehende Begel ergiebt, die von Lebesgue {Jowm, de 
Math. 12, 1847, p. 497) herrtthrt: 

Man zahle, wie oft im Algorithmus (265) gleichzeitig 
Nj^ und (f^ir A = 0, 1, 2, • • • ft) von der Form 4 + 3 

sind, und nenne diese Anzahl fi; man zahle ferner, wie oft 
darin gleichzeitig mj^^^ ungerade und Nj^ yon einer der 
Formen 8jer-f3; ^z + b sind, und nenne diese Anzahl Vj 
dann ist 

Lebesgue hat indessen noch eine zweite Regel (a. a. 0.) ge- 
geben. Man bilde namlich filr Jf, N den gewohnlichen Euclidischen 
Algorithmus, bringe aber dabei in den einzelnen Besten die hdchsten 
etwa darin aufgehenden Potenzen von 2 zum Ausdruck. Dann 
nimmt der Algorithmus nachstehende Form an: 

(266) 2"^i^=2-^2V,.ff, + 2"^JJ, 

wenn auch jetzt wieder Jkf, N als ungerade vorausgesetzt werden, so 
ist mo = und iiberhaupt mj^^O zu denken, wenn der Rest un- 
gerade ist; die Zahlen -^1, * • • -^t+i sind wieder abnehmende po- 
sitiyC; ungerade Zahlen, deren letzte gleich 1 ist, und somit ^^I'^O. 
Aus (266) ergiebt sich nun: 

m ■ (^r) - m • (^r) • (- 

mithin 



A=0 A=0 



(")-(-')'■" 
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eine Formel, aus welcher sich, ahnlich wie oben, folgende neue 
Reg el abliest: 

Man zahle im Algorithmus (266), wie oft ein ungerades 
mj^_^ mit einer Zahl Nj^ von einer der Formen 8j2f + 3, 8je?-h'% 
und wie oft ein ungerades m^^^^ mit einer derartigen Zahl 
Nj^ zusammentrifft, und nenne diese Anzahlen q, <y; man 
zahle ferner, wie oft Nj^^ -^a+i gleichzeitig von der Form 
4^2? + 3 sind, und nenne diese Anzahl r, dann ist 



Eine besonders elegante Kegel gab Kronecker {Berl. 
Sitzungsber. 1884, p. 519 (530); vgl. dazu Berl Monatsher, 1880, 
p. 698; s. auch Bachmann, analyt. Zahlentheorie, p. 169) und sie 
verdient vor den bisher betrachteten Bestimmungen auch 
insofern den Vorzug, als man dabei nicht auf positive Werte 
My N beschrankt bleibt. Waren namlich M, N beliebige, posi- 
tive oder negative, aber relativ prime ungerade Zahlen, und d, b zwei 
solche Einheiten, dafs SM, eN positiv werden, so hatte man nach 
(60) mit leichter Anderung dieser Formel 

Nun seien Hq, zwei beliebige ungerade Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler, aus denen wir eine Reihe anderer Zahlen w^, Wg, w^, • • • in der 
Weise herleiten, dais wir immer 

(268) n,^,=^-2n,.R(-^-f) 



h ' 



wahlen. Da, wenn die nachste an gelegene ganze Zahl be- 
zeichnet, * 

ist, so ergiebt sich 

d. i. die aus (268 i bestimmte Zahl ist eine u:anze Zahl, sobalil 

*^h-\y schon ganze Zahlen sind, und da Wq, als solche voraus- 
gesetzt sind, so besteht auch die Reihe der abgeleiteten Zahlen aus 
lauter ganzen, und zwar nach (268) aus absolut abnehmenden ganzen 

Zahlen, da JJ (^2*w "} absolut kleiner als y ist. Zwischen drei auf- 

einanderfolgenden dieser Zahlen aber besteht die GHeichung (269), 
welche sich auch schreiben lafst, wie folgt: 

(270) - 2g^n^ + n^^^ = 0. 
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Au8 dieser Gleichung folgt, dafs, wie w^, w^, so auch je zwei auf- 
einandeifolgende Zahlen n^^j n^^^ ohne gemeinsamen Teller sind^ und 
da die abnehmeii; mufs 8omit eine letzte Zahl n^^^ vorhanden sein, 
deren Wert ± 1 ist. Nun giebt die Gleichung (270) weiter fiir das 

Symbol = (^-^-^ die Beziehung 

woraus 

A ~ 1 A = 1 

hervorgeht. Dieser Gleichung giebt man leicht die Form: 

(^)i7(e)-(=t:)i7(-i)' 

in welcher wegen w^^i = ± 1 das Symbol y:^ — ) 1 ist Wird 

diese Formel beiderseits mit dem links stehenden Produkte multi- 
pliziert, so findet sich einfach 

R)=i7(a(^> 

Nun fiihre man Einheiten rj^^ ein durch die Bedingungen^ dafs 
positiv und % = 1 (mod. 4) werde. Dann geht die vor- 
stehende Formel mit Rilcksicht auf die allgemeine Formel (267) in 
die neue Gestalt: 

liber, worin 

zu setzen ist. Diese Summe aber vereinfacht sich leicht zu dem 
folgenden Ausdruck 

* = 1 

WO wegen fij^+i = ± I sich f^^^^ g^g^i^ Vk+i weghebt. Setzt man 
demnach noch 
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so kann man schreiben 

woraus sich sogleich nachstehende zwei Formeln ergeben: 

_ ^ ^ + ^A-l^A + Vl^ 

A=0 AsO 

2^2 ^2 

A=0 AsO 

Nun ist 

^"^ V'* = Oder 1, bezw. « 1 oder 0, 

2 '2 ' 

jenachdem beim tJbergange von w^^j zu ein Zeichenwechsel ein- 
tritt oder nicht, und ahnliches gilt ftir Man findet 

hiernach ohne Miihe die Begel, welche Kronecker ausge- 

sprochen hat, namlich folgenden Satz: 

Man bestimme ftir die nach obiger Vorschrift gebildete 

Zahlenreihe ^ 
1; ^0) n,, • • • n^t, ± 1 

die Anzahl q> der Folgen und die Anzahl q> der Wechsel 
ihrer Vorzeichen, sowie die Anzahl der Folgen und die An- 
zahl ^' der Wechsel der Vorzeichen ihrer absolut kleinsten 
Reste (mod. 4), so ist 

(271) (Il!?i)„(_i)- ' -(-1) « . 

Auf eine andere bemerkenswerte Formulierung, welche Kron- 
ecker (a. a. 0.) dieser Kegel noch gegeben hat, sei hier nur hin- 
ge wiesen. 

Sehr ahnlich ist die Kegel, welche schon etwas firiiher von Syl- 
vester (Par. C. U. 90, 1880, p. 1053) gegeben worden ist Diese 
sttltzt sich auf den Algorithmus 

Wo = 2flri Wi + Wj 



dem gemafs die samtlichen positive oder negative, aber, wie Mq, ti| 
ungerade Zahlen sind, die letzte w^+i = ± 1, wenn n^, als relativ 
prim vorausgesetzt werden. Ganz wie bei Kronecker findet sich 
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aus diesem Algorithmus^ unter Beibehaltung der bisherigen Bezeich- 
nungen 



worm 



\ 2 * 2 2*2/ 



Bemerkt man aber^ dafs das Glied 

2 2 2 2 

nur dann nicht yerschwindet, sondem den Beitn^ 1 zur Summe 
liefert, wenn i^j^^i, ij;^ reap. Bj^ eine negative Zeichenfolge 

bilden also zugleich den Wert — 1 liaben^ so erscUiefst man die 
Sylvestersche Regel: 

Ist a die Anzahl der negativen Zeichenfolgen in der Reibe 

**o> Wl; • • • 

/3 die Anzahl dieser Zeichenfolgen in der Beihe ihrer absolut 
kleinsten Reste (mod. 4)^ so ist 



Wahrend bei diesen beiden Regeln nur tingerade Reste be- 
nutzt werden, hat Gegenbauer (TFiewer Ber, 8211, 1880, p. 931; 
84 II, 1881, p. 1089) Algorithmen verwendet, bei denen ungerade 

und gerade Reste abwechseln. Er entwickelt namlich — -— ^ 

bezw. in Kettenbrdche mit ireraden Teilnennem und den Teil- 
2Wi ® 

zahlem — 1; die daraus entspringenden Regeln haben analogen Gha- 

rakter, wie die von Eronecker und von Sylvester, doch insofem 

einen Vorzug vor diesen voraus, als bei ihnen es der Untersuchung 

nicht zweier, sondem nur einer Zahlenreihe in Bezug auf ihre 

Zeichen-Folgen und -Wechsel bedarf. 

Schliefslich sei hier noch die elegante Form hervorgehoben, 

welche Sylvester a. a. 0. dem allgemeinen Reziprozitatsgesetze ge- 

geben hat, indem er ein Zeichen 

0-0 

einfahrt mit der Bedeutung, gleich ~ 1 zu sein, wenn a, 6 gleich- 
zeitig negativ sind, andemfalls gleich + 1. Sind namlich Jf', N' 



Digitized by 



Google 



300 Sechstes Kapitel. 

die absolut kleinsten Reste der Zahlen M, N (mod. 4), so 
lafst sich dann die Formel (267) offenbar folgendermafsen 
schreiben: 

^2"') 

30. Wenn p eine imgerade Primzahl bedeutet, so giebt as, wie 
in Nr. 2 gezeigt worden, ebensoviel quadratische Reste als Nichtreste 

von p, Oder die Zahlen 1, 2, 3, • • — 1 zerfallen in — ^- qaadr. 

Reste, welche a, und in ^ ^ ^ quadr. Nichtreste, welche b heifsen 

mogen. Es ist nicht ohne Interesse zu untersuchen, wie 
diese Reste oder Nichtreste sich iiber das Interval! o bis p 
verteilen. Wir woUen das letztere in die vier kleineren Intervalle 

zerlegen und nennen A^, A^, A^, A^y resp. JB^, Bg, JBj, die An- 
zahl der quadratischen Reste bezw. Nichtreste von p in diesen ein- 
zelnen Teilintervallen; auch seien fiir das Intervall J./, -4/', bezw. 

By die Anzahl der darin enthaltenen geraden und ungeraden 
quadr. Reste resp. Nichtreste, sodafs 

(272) a: + a;'^a„ b; + b:'^b, 

ist. 

Wenn nun zuerst p ^ A z + \ also — 1 quadr. Rest von p 
ist, so sind a, p — a quadratische Reste, einer kleiner, der andere 

grofser als y, einer gerade, der andere ungerade. Hieraus folgt, dafs 
die Anzahl quadratischer Reste, welche < ^ , gleich der Anzahl der- 
jenigen ist, welche > y sind, sowie dafs die Anzahl der geraden und 
der ungeraden quadratischen Reste < y gleich der Anzahl der un- 
geraden resp. der geraden (jiiadratischen Reste > ist, mithin die 

Anzahl d<^r geraden derjenigeu der ungeraden gleichkommt, Satze, 
welche in den Gleichungen: 



(273) 



Ai + A^ A^ + A^— — ^- 



A^ + A^ = A^ + A^ 
sowie in der aus den beiden letzten folgenden Gleichung 
(274) A,' + A,' + A,' + a: = A," + A," + A," + A," = ^7 ' 
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ihren formalen Ausdruck finden. — Da femer, wenn a<.~- ist, 
p^a>~ ist, undumgekehrt^so findetman genauerfolgendeBeziehungen: 

^ ^ \ A ' ^ A " A " ^ A' A ' ^ A" A " — A " 

aus denen die voraufgehenden wieder geschlossen werden konnen. 
Entsprechendes gilt in diesem Falle von den quadratischen Nichtresten. 
Da jedes Paar a, p — a quadratischer Reste, sowie jedes Paar 

by p — b quadratischer Nichtreste die Summe p hat, und solcher 

Paare jeder Art vorhanden sind, so ist in diesem Falle die Summe 
der quadratischen Reste ebenso wie die Summe der quadratischen 

Nichtreste gleich p • in Zeichen: 

(276) ^a=;2h^^^p. 

1st dagegen zweitens ^ = 4ir + 3 also —1 quadratischer 
Nichtrest von p, so sind p — a sowie b, p — b von verschiedenem 
quadratischen Charakter. Also giebt es in diesem FaUe soviel ge- 

rade (ungerade) quadratische Reste < y, als es ungerade (gerade) 
quadratische Nichtreste > y giebt, und soviel gerade (ungerade) qua- 
dratische Nichtreste <y, als ungerade (gerade) quadratische Reste 
>^, in Zeichen: 

B,"+B,"=A^' + A^. 

Die Anzaihl der geraden quadratischen Reste (Nichtreste) ist 
mithin gleich deijenigen der ungeraden quadratischen Nichtreste 
(Reste), wie die aus (277) gefolgerten Gleichungen: 

r978^ I + ^' + ■^»' + = + + + 

^ \ B,' + B,' + B,' + B^' = A," + A^" + A," + A:' 

besagen. Aus dem Umstande, dafs, wenn a im ersten oder zweiten 
der vier Teilintervalle liegt, ^ — a im vierten resp. im dritten der- 
selben enthalten ist, und umgekehrt, folgen genauer die Beziehungen: 

(279) A = ^4, ^1 = ^4, ^ = ^8; S,^A, 
gowie 

(^Ho^ 1^'=^*"' s,'=a:', b,"^a:, 

^^""^ \a,'^b,", a,"=b,', b,'^a,", b,"=a,'. 



(277) 
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J. 

9 



In diesem Falle iet offenbar ^& = ^ (p — a) d. L, da die Anzahl 
der Zahlen a gleieh ist, 

(281) 2"+^^ 

eine Fonnel, die iibrigens auch im vorigen Falle wegen (276) 
richtig ist und in der That bestehen muTs^ da die Zahlen a, b za- 
sammengenommen die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, • • • 2> — 1 er- 
schopfen. In demselben Falle bestehen aber zwischen den 
Anzahlen A^, noch weitere Beziehungen, die zuerst von 
Lebeflgue {Jaum, de Math, 7, 1842, p. 137), sodann auf einfSachere 
Weise von Gotting {Joum. f. Math. 70, 1869, p. 363) und von 
Stern (ebend. 71, 1870, p. 137) bewiesen worden sind. 

Man bemerke dazu einerseits, daTs die mit 2 multiplizierten 
Zahlen des ersten TeilintervaUs die geraden Zahlen zwischen und 

Y, die doppelt genommenen Zahlen des dritten Intervalles aber die 
geraden Zahlen zwischen p und ^ sind, deren Reste (mod,p) mit 

den ungeraden Zahlen zwischen und y Hbereinstimmen, dab mit- 

hin die doppelt genommenen Zahlen des ersten und dritten Inter- 
valles den Zahlen des ersten und zweiten kongruent sind; bedenkt 
man dann andererseits, dafs, jenachdem p von der Form Se + 1 
oder 8;er + 3 ist, 2 quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, also 
die doppelt genommenen Zahlen denselben bezw. den entgegengesetzten 
quadratischen Gharakter haben, wie die einfachen, so finden sich 
sogleich, 

wenn p von der Form 8^? + 3 ist, die Beziehungen 
A^ + A^^B, + B^, B^ + B^^A, + ^, 
aus denen wegen (279) 

(282) = B^ 

d. i. der Satz hervorgeht, dafs in diesem Falle zwischen und ^ 

ebensoviel quadratische Reste als Nichtreste enthalten sind, namlich 

p — 3 



8 » 

wenn aber p von der Form Sis + 1 ist, so wird 
A, + A^^A, + A,, B^ + B,^B, + B^ 

mithin 

(283) A, = A„ B,^B, 

d. h. zwischen ^ und ^ liegen ebensoviel quadratische Reste (Nicht- 
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reste), wie zwischen y und Nach (279) lassen sich diese 

Qleichungen aber auch schreiben, wie folgt: 

(284) ^--B,, A = £, 

und folglich ist in jedem dieser Intervalle die Anzahl der quadratischen 
Reste gleich derjenigen der Nichtreste. 

Der ersten der vorigen Gleichungen zufolge ist ftLr eine Prim- 
zahl p Yon der Form Se+l, da fOr eine solche 2 quadratischer Rest 

ist, die Anzahl der Nichtreste zwischen ^ und y auch gleich 

der Anzahl der geraden quadratischen Reste zwischen y und d. i. 
gleich derjenigen der ungeraden Nichtreste zwischen 
und Dieser Satz besteht auch ffir Primzahlen von der 
Form 8jer+ 1; denn in diesem Falle war die Anzahl der ungeraden 
quadratischen Nichtreste zwischen und y gleich derjenigen der 

geraden Nichtreste zwischen y und p und ist also, da 2 quadratischer 

Rest von p ist, der Anzahl der Nichtreste zwischen y und y ^eich. 

Nimmt man nun beiderseits die ungeraden Nichtreste zwischen y 

und y weg, so findet sich die Anzahl der ungeraden Nichtreste 

zwischen und y gleich derjenigen der geraden Nichtreste zwischen 

y und y d. i. gleich der Anzahl der Nichtreste zwischen g ™^ ^ * 
Setzt man diese Betrachtung in gleicher Weise fort, so gelangt man 
allgemeiner zu dem von Stern angegebenen Resultate: Ffir Prim- 
zahlen |> von einer der Formen 8;gr+l oder 8jef + 7 giebt es 
ebensoviel ungerade quadratische Nichtreste zwischen 

und als Nichtreste iiberhaupt zwischen f,. und 

Andere hierhergehorige Satze gab Dirichlet, doch gewann er 
sie ans Betrachtungen imgleich hoherer Art, die hier nicht reproduziert 
werden konnen, namlich aus seinen auf analjtischem Wege gefundenen 
Formein fur die sogenannte Elassenanzahl quadratischer Formen, und 
sie sind auch bisher noch nicht auf andere Weise bestatigt worden. 
Aus jenen Formein schliefst man u. a., dafs fdr Primzahlen 
p von der Form 4t0 + 1 

(285) A,>B, 

ist; da nun + ^-y-* ^ so folgt 2A^ — ^ > 0. 

Desgleichen ist ftlr Primzahlen p von der Form 4jsr + 3 

(286) A^ + A^>B, + B^, 
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dagegei]^ wenn die Summen auf alle quadratischen Beste resp. Nicht- 
reste (mod. j?) bezogen werden, 

(287) 2'"<2*5 
es ist namlich 

(288) A + A- (A + B,) = (2 - (})) . ^^-^ 

gleich einer positiven ganzen Zahl. Wenn nun jer gerade d. h. 
p = 3 (mod. 8), so ist nach (282) A^^B^ also ^A^^ + Bj^ 

==^'^? = j8f^ mithin 2A^—is^0, Ist aber £ ungerade d. L 

i) = 7 (mod. 8), so folgt aus (286) wegen (284) A^ > also 

2A^>A^ + B^^^^r^z, mithin 2^-£r>0. 

Stern hat (a. a. 0.) diese und noch andere Dirichletsche Satze 
benntzt, um die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste 
noch genauer zu ermitteln. Wir beschranken uns in Wiedergabe 
seiner Ergebnisse auf den Fall der Primzahlen p = 4t0 + 1. Nach 
(273), (274) hat man in diesem Falle 

A^ + A^' + A^' + = ^ ^ > 
da aber die geraden quadratischen Reste und Nichtreste, welche 
< — - , die samtlichen geraden Zahlen < f ausmachen, deren Anzahl 

ist, findet sich femer 

4 ' 

mithin 

(289) A^"+ JS/ + JS/ 
und ahnlich 

(290) ^' + ^' « JB/'+ 

Ist nun zunachst z gerade d. i. p=l (mod. 8), so ist die 
Anzahl der geraden quadratischen Reste (Nichtreste) zwischen und 

Y gleich derjenigen der quadratischen R«ste (Nichtreste) zwischen 
und J- d. h. 

+ = b; + b,'^b, 

und folglich 

(291) = A^', 5/ = 5/'. 

Die Ungleichheit (285) nimmt demnach die Form an 

+ A^ > B,' + B,' 

oder wegen (289) 

A^' + A^'>A,"+ A^" 
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d. h. es giebt in diesem Falle zwischen und y mehr gerade 
als ungerade quadratische Reste; wegen (291) folgt 

(292) Al > 

Ist dagegen z ungerade also jp = 5 (mod. 8)^ so findet sich 
in analoger Weise 

b; ■vb; = a;' + Ai' = J,' + ^" 

also 

(293) B^^B^', A^-^A^' 
und die Ungleichheit (285) nimmt die Form an 

B^ + B^>A^ + A^ 

d. i. wegen (289) 

^"+J,"> + J,' 
und folglich giebt es nmgekehrt in diesem Falle zwischen 
and Y mehr ungerade als gerade quadratische Reste. 

Was so fOr das Intervall bis -f- bewiesen ist, la&t sich 

gleicherweise als ftir das Intervall 0^ ^ S^^^ig erweisen^ wenn man 

sich eines weiteren der Dirichletschen Satze bedient. Bedeuten 
namlich A' die Anzahl quadratischer Reste^ B, 'B diejenige der 

quadratischen Nichtreste zwischen nnd y resp. zwischen ^ und 

so ist nach den Dirichletschen Formeln 

A^A>B-B\ 
Ist nun zuerst j!>= 1 (mod. 8), so ist offenbar 

a^a;, b^b;, a^a^, b'^b; 

also 

ai^bi>b;^ai, 

Oder, da nach (275) A^ =- A^' und ebenso B^ — -B/' ist, 

a:^b;'>a;' -^b; 

folglich 

2 J,' + a;' + b;' > 2 J," + + 

Oder, da A^ + 2?/ bezw. A^'' + S/' die Anzahl aUer geraden resp. 
ungeraden Zahlen < 

ist, 

Baebmann, niedera ZahleBtheorie. I. SO 
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und demnach liegen in diesem Falle zwischen und ^ mehr 

gerade als ungerade qaadratische Reste. Wegen (291) schliefst 
man femer > A^\ daher giebt es in diesem Falle zwischen 

nnd Y mehr gerade quadratische Reste als zwischen ^ und y oder 

auch, da 2 quadratischer Rest ist, mehr qaadratische Reste 

liberhaupt zwischen und y als zwischen y und 

Ist dagegen zweitens p = 5(mod. 8), so findet sich ahnlicher- 
weise 

A == -Bj', B =» A^\ A' «= B^\ B' = A^ 

also 

b^'+a:>a,'+b:, 

oder wegen (275) 
folglich 

+ A,' + 2AI' > 2 a; + A" + B^\ 

Hier ist A^ + B^ die Anzahl aller geraden Zahlen < ^ also gleich 

, ebenso A^' + B^' die Anzahl aller ungeraden Zahlen < ^ 
P 1 s 

also gleich ^^"^ , mithin grofser als jene; aus der vorigen Un- 
gleichheit folgt also 

und daher giebt es im gegenwartigen Falle zwischen und 

Y mehr ungerade als gerade quadratische Reste. Da in dem- 

selben Falle wegen (293) sich A^' > A^' also nach (275) sich 
A^ > Jl^ ergiebt; so schliefst man endlich noch, dafs es in ihm 

zwischen ^ und p mehr gerade quadratische Reste giebt als zwischen 

Y und oder auch, da 2 quadratischer Nichtrest ist^ dafs zwischen 
^ und Y mehr quadratische Nichtreste vorhanden sind, 

als zwischen ^ und 

Der Fall einer Primzahl p von der Form 4iar -f 3 bietet ahnliche 
Satze dar, von denen wir aber nur den einen anmerken woUen, dab; 

wenn e gerade also |) = 3(mod. 8) ist, zwischen ^ ^'^^ 

immer mehr quadratische Reste enthalten sind, als zwischen 

und f. 

31. Wir wollen nun mit Stern {Jou/m, f. Math. 69, 1868, 
p. 370) die Reste betrachten, welche die sogenannten Trigonal- 
zahlen d. h. die Zahlen von der Form 
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x{x + l) 

durch eine nngerade Primzahl p geteilt^ lassen. Die von Null ver- 
Bchiedenen dieser Reste (oder jedes System ihnen kongruenter Zahlen) 
soUen die trigonalen Reste (mod. j>) heifsen. Da die Kongraenz 

mit der anderen: 

(jf — x)(jf + x+l)^0 (mod.i>) 

gleiekbedeutend ist, so kann sie nur stattfindeii; wenn entweder- 
y~x oder y = — a?— 1 {mod.p) ist. "Dm die verschiedenen, namlich 
inkongruenten trigonalen Reste zu erhalten, braucht man mithin in 

X(X-{-l) n 

^ g ' flir X nur die Zahlen 0, 1, 2, 3, • • • 2> — 1 zn setzen, und je 
zwei von ibnen: x und p — re — 1, welche von einander verschieden 
sind, aufser wenn x =° ist, entspricht der gleiche trigoxiale 

Rest; f&r x^ ^~^^ erhalt man das isoliert stehende Mittelglied 

-— g — , dessen Rest M genannt werden soil; f&r fl;=»0 und — 1 

erhalt man den Rest 0. Demnach giebt die Pormel ^ ^ * die ver- 

schiedenen trigonalen Reste, wenn darin a; = 1, 2, 3, • • • ^—^ — ge- 

setzt wird, mithin ist ihre Anzahl gleich Die tlbrigen 

Zahlen der Reihe 1, 2, 3, jp— 1 sind die trigonalen Nichtreste. 

1) Da Jlf = (mod.i)), so ist SJIf + 1 = (mod.^)). Piir 

jeden von M verschiedenen trigonalen Rest m aber, d. h. fiir jede 
von M verschiedene Zahl m der Reihe 1, 2, 3, — 1, ffir welche 

die Kongruenz ^^^'^ = (mod. p) moglich ist, findet sich 

(294) (2a; + !)• = 8m + 1 (mod. p) , 

ist also 8w + 1 eiu quadratischer Rest (mod.^)). FClr jeden trigo- 
nalen Nichtrest m dagegen ist 8m + 1 ein quadratischer Nichtrest 
(mod.2>); denn, ware das Gegenteil der Fall also y^ = 8m+ 1 (mod.jp), 
so k5nnte man, da mit y zugleich auch p — y eine Wurzel der 
letzteren Kongruenz ware, y ungerade voraussetzen und erhielte die 
Kongruenz (294), welcher die andere: 

(295) ^^±1) = ^ (mod.p) 

gleichbedeutend ist, d. h. m ware ein trigonaler Rest, gegen Yoraus- 
setzung. Setzt man in Analogie mit dem Legend reschen Symbole 

20* 
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das Zeichen gleich + 1 oder — 1, jenachdem m trigonaler R^st 
oder Nichtrest yon p iaty so findet sich hiemach^ 

(296) weimm^Jfist, (|) = (?^^). 

Nun dorchlauft der Ausdruck Sm+ 1 ein voUstandiges Restsystem 
(mod. p)^ wenn m ein solches durchlauft; man erhalt mithin samt- 
liche von 1 versehiedene quadratische Reste (mod.p), wenn man in 
8m + 1 ftLr m die tri^onalen Reste m^M setzt, sowie samtliche 
quadratischen Nichtreste^ wenn man darin fiLr m die samUichan trigo- 
nalen Nichtreste (mod.p) setzt. 

Da 8M=—l(mod.p) also 8-2Jlf+l=— 1 ist, so mufs 
hieraach 2M trigonaler Rest oder Nichtrest sein, jenachdem — 1 
quadratischer Rest oder Nichtrest d. i. jenachdem p von der Form 
4jer + 1 oder 4i» + 3 ist; der Kongruenz 8 = — 1 zufolge ist aber 
2M jenach diesen beiden Fallen auch quadratischer Rest oder 
Nichtrest^ und somit ergiebt sich die Beziehung 

(-) Ct)-(^- 

2) Untersuchen wir allgemeiner^ ob eine Zahl w zugleich tri- 
gonaler und quadratischer Rest sein kann. Ist aber zugleich 

x{x + i) _^^ y« = m (mod.i>), 

wobei X, y <Y gedacht werden konnen, so ergiebt sich 
(2a;+l)« = 8y«+ 1 {mod.p) 

oder, indem man 

(298) Z==2a;+ 1, Y^2y 
setzty die Kongruenz 

(299) JP-2r« = l (mod.p). 
Nun hat eine Kongruenz 

a^X^ + = a (mod.^)), 

in welcher ai,a^,cc ganze Zahlen sind; deren letzte durch p nicht teilbar 

ist, p ~ (~^~^) inkongruente Auflosungen X, Y (s. Libri, Joum. 

f. Math, 9, 1832, p. 183 oder des Verfassers Ariihmetik der qm- 
draUschen Formen, 1898, p. 489); daher ist die Anzahl aller solcher 

Auf ISsungen X, F fttr die Kongruenz (299) gleich p — ; von 

ihnen sind aber zufolge (298) nur diejenigen beizubehalten, bei denen 
X eine ungerade, Y eine yon Null yerschiedene gerade Zahl ist. 
Daher sind die beiden evidenten Losungen X = ±l, Y=»0 auszu- 

schliefsen und es bleiben zur Betrachtung nur noch jp — 2 — . 



Digitized by 



Google 



Die Theorie der qnadratischen Beste. 309 

Ist nun znnachst jp = 8xr+l, so ist die Kongruenz —21^ = 1 
(mod.jp) moglich und hat zwei Wurzeln rj, p — rj^ deren eine gerade 
ist; dem entsprechen zwei Losungen der Eongruenz (299): 

X = y = X^p, Y^p-Ti, 

von denen eine hier zulassig ist. Bei alien iibrigen ^ — 4 — 

==p — 5 = 8jgf — 4 Losungen sind X, Y durch p nicht teilbar; jeder 
dieser Losungen gehoren also noch drei andere: X, p — F; p — X, F; 
p — Xj p— Y ZM und von diesen je vier zusammengehorigen Losungen 
ist ofifenbar nur eine zulassig, namlich so beschaffen, dafs das erste 
Element ungerade, das zweite gerade ist. Im ganzen giebt es also 
l + (2jef — l) = 2jer zulassige Auf losungen der Eongruenz (299) und 

entsprechende Werte von m, d. h. von den ^ = 4:0 trigonalen 

Resten sind in diesem Falle ebensoviele quadratische Reste 
als Nichtreste. 

Ist zweitens p == 8jef + 3, so ist die Eongruenz --2r* = l 
(modj>) ebenfalls moglich und ergiebt eine zulassige Losung von 

(299). Beziiglich der iibrigen 2> ~ 4 — — 3 = S^er Losungen 

gilt aber genau das soeben Bemerkte, und man erhalt also 1 + 2z 

zulassige Losungen d. h. unter den ^ =» 4xr + 1 trigonalen 

Resten befindet sich in diesem Falle ein quadratischer Rest 
mehr als quadratische Nichtreste. 

In den beiden anderen moglichen Fallen jp = 8jef + 5,2>«8;ef+7 
ist die Eongruenz — 2 F* = 1 (mod. p) nicht losbar. 

Ist demnach jetzt jp>» 8;er-|- 5, so ist von den zu betrachtenden 

p — 2 — = p — l=«85 + 4 Losungen nur der vierte Teil, also 

2z + l Losungen zulassig, mi thin giebt es unter den --2-^ = 4^ + 2 

trigonalen Resten in diesem Falle wieder, wie im ersten, 
gleichviel quadratische Reste und quadratische Nichtreste. 

Ist aber endlich = 8if + 7, so sind von jenen p — 2 — ^— ^ 
= 2> — 3 = 8ier + 4 Losungen wieder nur 20 + 1 zulassig, und folg- 
lich giebt es in diesem Falle unter den ^-^ — = 4^ + 3 trigo- 
nalen Resten einen qnadratischen Rest weniger als qua- 
dratische Nichtreste. 

3) Setzt man in (296) die von und M verschiedene Zahl m 
gleich 2M—n, sodafs n von M und 2M verschieden ist, so folgt 
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d. i. wegen 8M+ 1 = (mod. p) 

/ 2Jtf— n \ /-8n-l\ /— 1\ /8n + l\ 

da aber n ^ Jif; so nimmt diese Formel nach (296) die Gestalt an: 

(=)-(^)(f)- 

Wenn daher zunachst p^^Ae + 1 ist, so sind die beiden 
Zahlen », 2Jf— • falls n weder M noch 2Jlf ist, gleicbzeitig tri- 
gonale Reste oder gleicbzeitig trigonale Nicbtreste; da nun in diesem 
Falle aufser M nacb ScbluTs von 1) aucb 23f ein trigonaler Rest 

ist^ so werden sicb die librigen trigonalen Reste^ ebenso die 

trigonalen Nicbtreste in Paare zusammenfassen lassen, derart 

dafs die Snnune eines jeden Paares = 2M (moA.p) ist. 

Wenn dagegen p + 3 ist, so ist der Gleicbung (300) 
znfolge Yon den beiden Zablen n, 2M—n, falls n von M und 2M 
yerscbieden ist, die eine ein trigonaler Rest, die andere ein Nicbtrest. 
Da nun in diesem Falle M ein trigonaler Rest, aber 2JIf ein trigo- 

naler Nicbtrest ist, so wird von den tlbrigen ^ trigonalen Resten 

und den ilbrigen ^-y— trigonalen Nicbtresten immer ein Rest und 

ein Nicbtrest zu einem Paare sicb zusammenstellen lassen, derart 
dafs wieder die Summe eines jeden Paares =2M (mod. 2)) ist. ffier- 
bei ist jedocb ersicbtlicb j> > 3 anzunebmen, da sonst nur die beiden 
Zablen jSf, 2j9f in betracbt kommen. 

4) Betracbtet man statt der Zablen ^ ^ die Zablen x(z + l\ 

so sollen die von Null verscbiedenen Reste derselben (mod. p) — oder 
aucb irgend welcbe, ibnen kongruente Zablen — bitrigonale Reste 
yon 2> genannt werden. 

Aus dem f&r die trigonalen Reste Bewiesenen gebt nun un- 

mittelbar bervor, dafs es ^-y- bitrigonale Reste und ebensoviel 

bitrigonale Nicbtreste giebt, und dafs unter den ersteren der Rest 

des Mittelgliedes ^—g — mit 2M (mod. j?) kongruent also gleich 

oder ^^^^ ist, jenacbdem^) von der Form 4te + l oder 4js + S ist. 

Fragt man, analog mit 2), nacb den bitrigonalen Resten, die zu- 
gleicb quadratiscbe Reste sein konnen, so wird man auf die Frage 
gefabrt, wieviel Losungen von der Form (298) die Kongruenz 

2P~r«=l (mod.j>) 
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zulaXst; und eine ganz analoge Betrachttmg wie dort lafst erkennen, 
dafs es ftlr die Primzaklen j>»4j9+ 1 gleichviel quadrati^che 
Beste wie quadratische Nichtreste, fiir die Primzahlen 
p = 4t0 + S aber einen quadratischen Rest weniger als qua- 
dratische Nichtreste unter den bitrigonalen Besten giebt. 

32. Diese Betrachtungen sind yon Stern (Jburn. f. Month, 71^ 
1870, p. 137) mit den Satzen der Nr. 30 verbunden und so weitere 
Beziehungen zwischen den quadratischen und den trigonalen bezw. 
bitrigonalen Besten oder Nichtresten gewonnen worden, von denen 
wenigstens ein Teil hier noch Aufnahme finden soli. 

Dabei bezeichnen wir wieder mit a, h die quadratischen, mit 
fi die bitrigonalen, mit y,, d die trigonalen Beste bezw. Nichtreste in 
der Beihe 1, 2, 3, • • • — 1; speziell sei a„ der kleinste positive Best 

von x^] a„ diejenigen von x{x+l), ^ ^ resp. Dann folgt 

aus der Identitat 

(301) (a;+l)»-£(g±l)+ (^ + ^y + ') 
die Eongruenz 

= + (mod. J?) 

und daher die Gleichung 

»*+i = y« + yx+i-^«-l>; 

unter die Null oder die Eins verstanden, jenachdem die Summe 

yx + yx+i<P oder >p ist. Setzt man hier a; = 0, 1, 2, • -^^^ 

und addiert die so hervorgehenden Gleichungen, so findet sich links 
die Summe aller quadratischen Beste a, rechts entsteht aus y^^^^ die 
Summe aller trigonalen Beste, aus y^ dieselbe Summe bis auf das 
letzte Glied yp-i^ M, und so erhalt man die Beziehung 

(302) * ^a-2.^r-M-l-p, 

in welcher I Null oder eine positive ganze Zahl ^ ^ ist. Man 

erkennt hieraus, dafs die Summe der quadratischen Beste 
(mod. p) stets kleiner ist, als die doppelte Summe der tri- 
gonalen Beste. 

Da sowohl die quadratischen wie die trigonalen Beste und Nicht- 
reste zusammengenommen alle Zahlen 1, 2, 3, • • -jp — 1 erschopfen, 
so besteht die Gleichheit 

aus ^ a < 2^ y folgt also 
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^2'-{2''+2>>)<*2r-{i:r+2') 

Da far Primzahlen p = 4jef + 1 nach (276) die linke Seite dieser 
Ungleichheit verschwindet; zeigt sich^ dafs fflr Primzahlen you 
der Form 4jsr + l die Summe der trigonalen Nichtreste kleiner 
ist als die dreifache Summe der trigonalen Reste. 

Geht man statt von (301) von der gleichbedeutenden Identitat 

2(x + iy = x(x+l) + {x+l)(x + 2) 

auS; yerfahrt in gleicher Weise wie vorher and nennt dabei den 
kleinsten positiven Rest yon 2x^, so entsteht die Gleichung 

(303) W=«. + «»+i-^»-J'. 

worin wieder gleich Null oder Eins ist^ jenachdem die Summe 
€c^ + cCgg^i<p oder >p ist. Nun sind die Reste der Zahlen 2-1', 

2 • 2 V • • 2 • (^"Y") ; jenachdem 2 quadratischer Rest oder Nichtrest 

von p ist, d. h. jenachdem p eine der Formen Sis + 1, Sg + 1 oder 
eine der Formen 8jer-|-3^ 8z + 5 hat^ die samtlichen quadratischen 
Reste bezw. Nichtreste von p. Durch Addition der Gleichungen (303) 

fur a; = 0, 1, 2, • • • ^ ergiebt sich also je nach diesen beiden Fallen 

die erste oder die zweite der nachstehenden Beziehungen: 

(304) ^a = 2^a-a^^-l.p 

2 

(305) = 2^ a -a^^-l.p, 

2 

worin wieder I Null oder eine positive ganze Zahl ^ 2~ 

zweite derselben lafst sich, wenn p^ Suf + 5 ist, mit Riicksicht auf 
(276) durch die erste ersetzen. Ist dagegen p«=8^ + 3, so ist 
nach (287) 

^a<2^a-a^^-l'P, 

2 

und somit schliefst man fQr jede Primzahl p die Ungleichheit 

^a<2^a 

d. h. den Satz: die Summe der quadratischen Reste (mod. j?) 
ist stets kleiner als die doppelte Summe der bitrigonalen 
Reste. 

Der Unterschied zwischen den letztbezeichneten beiden Summen 
kann jedoch noch genauer bestimmt werden. Da man die bitrigonalen 
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Reste offenbar aach findet^ indem man die kleinsten positiven Reste 
des Ausdracks 

oder auch diejenigen des Ansdrucks 

'^+^ 

(mod. p) fur a; = 0, 1, 2, • • -^-g— bildet, so wird, wenn unter (f{x) 
der kleinste positire Rest von x (mod.jp) verstauden wird^ 

2 



XssQ 



oder auch, da ^ ^ ^ + fiir x= ^ ^ ^ mit Null (mod.p) kongruent wird, 

£-1 

(306) + 
sein. Desgleichen findet sich 

£-1 

(307) ^a^^ifix'). 

« = 

let nun zuerst jp = 4i? + 1, so wird — -^^ — = 4a^ + 20^pjs + 0y also 



daher ist fUr diejenigen x, denen quadratische Reste < 3<er + 1 ent- 
sprechen, 

Mr diejenigen x dagegen, denen quadratische Reste ^^0+1 ent- 
sprechen, 

<»(^ + ^)-* + c(«*)-P, 

also findet man aus (306) und (307) 

wenn A die Anzahl der quadratischen Reste bezeichnet, welche 
5 3£f + 1 oder auch, was fiir Primzahlen der angenommenen Form 

ersichtlich dasselbe sagt, welche ^^<t- sind; A ist also dasselbe, 
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wie die in Nr. 30 mit bezeichnete AnzaU. Dorch Mnltiplikatdon 
mit 2 nimmt die gewonnene Gleichung folgende Gestalt an: 

(308) 2^ a = 2^ a + - p {2A^^ z). 

Ist aber zweitens jj = 4j8f + 3, so wird ^—g — = 4jer*+6j& + 2 
^pz + 3z + 2f also 

mithin ist 

9(^- + x')^3z + 2 + q(x^ 

ftlr diejenigen x, denen quadratische Beste ^jer entsprechen, dagegen 

9 + x')^S0 + 2 + q(x^-p 

Mr diejenigen x, denen qnadratiscbe Reste >jer d. i. > ^ entsprechen. 
Hieraus ei^iebt sich nach (306) und (307) 

wenn A die Anzahl der qnadratischen Reste > d. i. die Anzahl 

bedeutet. Durch Mnltiplikation mit 2 findet sicb folglich ans der 
Yorigen Gleichung die neue: 

(309) 2^ a - 2^a + 3^ + 2 + p (2^ - z). 

Nach dem nun^ was in Nr. 30 aof Grund der Dirichletschen 
Satze iiber den Wert von 2-4^ — z bemerkt worden ist, lehren die 
Formeln (308), (309) den femeren Satz: Die Summe der bitrigo- 
nalen Reste (mod. p) ist kleiner oder grofser als die der 
qnadratischen Reste, jenachdem _p von der Form 4z+l oder 
4z + S ist. 

Insbesondere folgt aus (308) mit Rttcksicht auf (276), dafs fflr 
p ^ Az + 1: 

(310) - (3p + 1) .*=i -1,^ 

ist; desgleichen aus (309), wenn z gerade, also p » 8/ + 3 ist, 
in welchem Falle 2-4^ — jer = war, 

(311) 2«=2'«+-F^> 

ist dagegen z nngerade h. p = 8z' + 7, so bedarf es, um die 
Formel (309) auf ihre einfachste Gestalt zu bringen, noch des oben 
erwahnten Dirichletschen Satzes, nach welchem 
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d. h. im gegenwartigen Falle wegen (284) und weil + die An- 
zahl aller ZaUen <^ also gleich z ist^ 

(312) 2^1-^=-^^ 

ist; mit Hilfe hiervon und von (281) ergiebt sich dann 

(313) = + 

33. Da die bitrigonalen ebenso wie die quadratischen Reste 
und Nichtreste zusammengenommen die Reibe der Zahlen 1, 2, 3^ 
• • • p — 1 erscbopfen, so ist 

(314) +^l> = ^) . 

Falls p«4jer + l ist, nimmt diese Beziehimg wegen (276) die 
Gestalt an: 

da nun im gleicben Falle ^^cg < gefunden worden, so ist um- 
gekebrt > und denmacb auch 

die Summe der bitrigonalen Nicbtreste ist grofser als die 
der Beste. Aucb findet sicb aus (310) und (314) die Differenz 

2^-2'«-2^j)-U> + l).^' 

ist also gerade. 

Ist zweitens p = 8jef' + 3 > 3, so folgt aus (311) und (314) 

Dem zuTor angezogenen Diricbletscben Satze zufolge ist aber 
^& — = pJ, wo J eine positiye ganze Zabl und, weil aucb 

= ein Vielfacbes Ton p und ungerade ist, eine 

ungerade Zabl bedeutet. Hieraus folgt ersicbtlicb, dafs aucb jetzt 
wieder die Summe der bitrigonalen Nicbtreste die der Beste 

ilbertrifft, die Differenz — dagegen ungerade ist. 

Wenn endlicb p = 8if' + 7 ist, folgt aus (313) und (314) 
obne weiteres 
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jetzt ist also die Summe der bitrigonalen Reste grofser als 
die der Nichtreste^ die Differenz beider aber wieder un- 
gerade. 

Urn in dieser Hinsicht auch die Summe der trigonalen Beste 
und Nichtreste zu vei^leicheii; bemerke man, dafs aus 

wo der bitrigonale Rest also <p ist^ die Gleiehnngen 

— 1 P'Y + Y 
x{x+i) 6—1 j P + ^» 



2 ^2*2 



d. h. die Beziehungen = ^ Yx ^^^—^ hervorgeht, jenachdem 

gerade oder ungerade ist. Bezeichnet man also mit u die Anzahl 
der ungeraden bitrigonalen Reste, so ergiebt sich sofort die Gleichnng: 

(315) 2'»' = 42'« + T' 
woraus in Verbindung mit der Gleichheit 

(316) 2y +1' +2^ - ^ 

sich die andere: 

(317) ^S-^y^-^fi-pr* 

ergiebt. Die erste Beziehung lehrt, daJjs u gleichzeitig mit 
gerade bezw. ungerade ist. Zufolge (316) sind aber, jenachdem p 
von der Form 4jef + 1 oder 40 + S ist, ^cc, gleichartige resp. 
ungleichartige Zahlen. Im erstem Falle sind also u rmd^fi gleich- 
artige, im zweiten ungleichartige Zahlen und demnach findet man: 
die Differenz 

ist gerade oder ungerade, jenachdem jp = + 1 oder p = 4j? 
+ 3 ist. 

Nun hat Stern, worauf hier jedoch nicht weiter mehr einge- 
gangen werden soil, wie fUr die quadratischen, so auch fUr die tri- 
gonalen und die bitrigonalen Reste und Nichtreste ihre Verteilung 

aber die Intervalle 0, y; y, p naher untersuchi 

Neben anderen Resultaten, die er hierbei erzielt hat und von denen 
nur die beiden erwahnt seien, dafs, wenn p von der Form 8g + d 

oder 80 + 5 ist, ^6 < 2 resj). < 3 ist, hat er gefunden, 
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dafs die Anzahl u der ungeraden bitrigonalen Reste immer kleiner als 
^ ist, und auf Grund dieser Thatsache den weiteren Satz: 

d. h. dafs die Summe der trigonalen Nichtreste grofser als 
die der Reste ist. Indem wir fur die Herleitung desselben den 
Leser auf Sterns Arbeit selbst verweisen, wollen wir zum Abschlusse 
dieser Betrachtungen noeh einen andem Satz ausf&hrlich begrUnden, 
welcher die Anzahl der bitrigonalen und der quadratischen Beste in 
gewissen Intervallen in Beziehung zu einander setzt. 

Aus dem in Nr. 31 unter 1) und 3) fQr die trigonalen Beste 
Bewiesenen geht hervor, dafs, wenn p = 4jg + 1 ist, die kleinsten 

positiyen Beste ^ g ~ Zahlen 2Jf, 4Jf (mod.jp) bitrigonale 

Beste sind. Sieht man yon diesen beiden bitrigonalen Besten ab, so 
lassen sich die tlbrigen paarweise so zusammenstellen, dafs die Summe 

eines jeden Paares kongruent mit 4M d. i. mit ^"^^ wird; hieraus 

leuchtet ein, dafs yon den Gliedem eines Paares nicht das eine 

< das andere > ^ sein kann, und dafs fiir jedes Paar yon solchen 

Besten, die < y sind, die Summe gleich dagegen fur jedes 

Paar yon solchen, welche >y sind, die Summe gleich p + ^-~^" 

sein wird. Heifst mithin r die Anzahl der bitrigonalen Beste, die < y 

sind, zu welchen die beiden vorher abgesonderten Beste ^—g -} ^~Y~ 
zu rechnen sind, so erhalt man nachstehende Gleichheit: 

oder, yereinfacht: 

2'« = (3l> + l).S'^-i>--f, 
eine Formel, deren Vergleichung mit (310) 

ergiebt. Fiir die Anzahl der bitrigonalen Nichtreste, welche < y- 
sind, ergiebt sich hieraus der Wert 



— r — — iJ^i 



d. i. wegen + ="^-t— Wert 2B^. Man hat demnach den 
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Satz: let p = 4:jg+l, so ist die Anzahl der bitrigonalen Reste 
(Nichtreste) zwischen und doppelt so grofs, als die der 

quadratischen Beste (Nichtreste) zwischen und — 



Siebentes Kapitel. 

Die hSheren Kongraenzen. 

1. Nachdem im Yorigen die Theorie der quadratischen Kon- 
gruenzen ausfuhrlich behandelt worden, soil nunmehr diejenige der 
Eongruenzen hoheren Grades, soweit sie der niederen Zahlentheorie 
zugerechnet werden kann, ihre Erledigung finden. Wie man aber 
in der Lehre Ton den Gleichungen die Betrachtung der allgemeinen 
Gleichungen Grades auf diejenige der sogenannten reinen oder 
binomischen Gleichungen zurQckftihrt, so werden wir auch hier mit 
der Untersuchung der binomischen Eongruenzen d. i. der 
Eongruenzen von der Form 

(1) af^ = a (mod. n) 

beginnen. Wir setzen dabei a als relativ prim zu n voraus. 

Ist diese Eongruenz auflosbar, giebt es also eine ganze Zahl x, 
deren m^^ Potenz mit a (mod. n) kongruent ist, so heifst a ein 
m^' Potenzrest, im eni^egengesetzten Falle ein Nichtrest 
(mod. n). 

Angenommen nun, a sei ein w*®' Potenzrest (mod. n) und x = i 
(mod. n) eine Wurzel der Eongruenz (1); 5 ist dann prim gegen n. 
1st irgend eine Losung der Eongruenz 

(2) jef^= 1 (mod.n), 

wie es eine solche, namlich die Losung 0=^1, gewifs stets giebt, 
so folgt aus der Yerbindung dieser Eongruenz mit der anderen: 

|"» = a (mod. n) 

die dritte: 

(|£r)"» = a (mod. n), 

man erhalt mithin aus einer Losung | von (1) durch Multiplikation 
mit jeder Losung von (2) wieder eine Losung 5' 6^ von (1). 
Ist umgekehrt |' eine von | verschiedene Losung von (1) und 1^ 
der Socius von g, so folgt aus den Eongruenzen 

||,^l(mod.n) 

sogleich die andere: 

(ri^r^l (mod.n), 
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mithin ist I'l^ eine Losung z von (2) und folglich li' = iz (mod. n); 
jede Ldsimg yon (1) entsteht also aus einer derselben durch Multi- 
plikation mit einer Losung yon (2). Hiernach sind die Losungen 
der Eongruenz (1) identisch mit den Zahlen 1', welche die 
Formel 

(3) r = 5^(mod.n) 

ergiebt, wenn darin fiir 5 Losung yon (1), fflr jede 

Losung yon (2) eingesetzt wird. 

Es handelt sich daher yor allem darum, die samtliehen 
Losungen der Eongruenz (2) zu ermitteln. 

Gesetzt nun^ z leiste gleichzeitig zwei Eongruenzen yon der Ge- 
stalt (2); etwa den Eongruenzen 

(4) ^^=1, ^ = l(mod.n) 

Genfige, so wird jedenfalls z prim gegen n sein^ also einen Soeius 
0] besitzen; aus den yorstehenden Eongruenzen ergiebt sich dann 

{zz^y = jEfi* d. h. Zj* = 1 (mod. n) 

und nun fCb* beliebige positiye ganze Werte y die Eongruenz 

fr''Zy^* = l (mod.n), 

der man die folgende Gestalt: 

s^»—y . (sfg^yf = 1 (mod. n) 

geben kann. Wahlt man also die ganzen Zahlen x, y so, dafs 

rx — sy ^ d 

d. i. gleich dem grofsten gemeinsamen Teiler yon r, s wird, so er- 
giebt sich 

(6) = l (mod. w). 

Genfigt also eine Zahl z den beiden Eongruenzen (4), so 
gendgt sie auch der Eongruenz (5), deren Grad der grofste 
gemeinsame Teiler der Grade der ersteren ist. 

Hiernach genilgt jede Wurzel der Eongruenz (2), weil sie prim 
ist gegen n also dem allgemeinen Fermatschen Satze zufolge zu- 
gleich der Eongruenz 

(6) Z9(^^ = 1 (mod. n) 
gentlgen muTS; auch der Eongruenz 

(7) (mod.n), 

deren Grad d der grdfste gemei98ame Teiler yon m und 
<p{n) ist. Da aber auch umgekehrt aus (7) 

m 

if^ = (iei**)** = 1 (mod. n) 
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hervorgeht, jede Wurzel yon (7) folglich auch eine solche von (2) 
ist, BO erkennt man; dafs die Wurzeln der Eongruenz (2) 
voUig identisch sind mit den Wurzeln der Kongruenz (7). 
Der Grad der letzteren ist ein Teller von <p{n)] um alle Kongmenzen 
von der Gestalt (2) zu losen^ darf man sich daher auf diejenigen 
beschranken, deren Grad ein Divisor von q){n) ist. Wir setzen 
also in der Folge den Grad der Eongruenz (2) stets als 
einen Teiler von q)(n) voraus. 

Ware m kein Teiler von ^(w), so wfirde der grofste gemein- 
same Teiler d von m und q)(n) kleiner als w, die Eongruenz (7) 
also von geringerem Gb^de sein^ als die Eongruenz (2). Bedeutet 
daher 

^ = 1 (mod. n) 

die Eongruenz geringsten Grades von der Gestalt (2)^ der eine Zahl s 
Genuge thut, so mufs notwendig d ein Teiler von fp(n) sein. Wir 
werden dann sagen: die Zahl e gehore (mod. n) zum Expo- 
nent en d. Da jede zu n prime Zahl einer Eongruenz von der 
Gestalt (2), jedenfalls namlich der Eongruenz (6), und folglich auch 
einer solchen Eongruenz niedrigsten Grades gen^gen mufS; so ergiebt 
sich hieraus der Satz: Jede zu n prime Zahl gehort (rnodn) 
zu einem bestimmten Exponenten^ der immer ein Teiler 
von q)(n) ist. 

Was wir so gefunden haben^ indem wir ims auf den allgemeinen 
Fermatschen Satz stiitzten^ lafst sich auch unmittelbar herleiten und 
giebt dann umgekehrt einen neuen Beweis dieses Satzes. In der 
That^ ist eine zu n prime Zahl^ so werden auch die samtlichen 
Potenzen 1, 0, 0^, prim gegen n sein; da es nun nur q)(n) 

inkongruente Zahlen ohne gemeinsamen Teiler mit n giebt^ so konnen 
jene unendlich vielen Potenzen nicht samtlich inkongruent sein; sind 
also etwa und ^?*+''* kongruent, so ergiebt sich 0^ = 1 (mod. n), 
folglich giebt es fQr jede zu n prime Zahl eine Potenz^ welche 
(mod. n) der Einheit kongruent ist. Unter alien solchen giebt es 
mithin auch eine niedrigste Potenz 0^=1 (mod. n) d. h. gehort 
zu einem gewissen Exponenten d (mod. n). 

Dann sind aber die d Potenzen 

(8) l,e,^,...^-' 

samtlich inkongruent; weil aus der Eongruenz jef* = xf*+* zweier 
von ihnen sich jf =1 (mod. n) er^be, wahrend i < d ware, gegen 
die Bedeutung des Exponenten d. Entweder ist nun d = 9 (n) oder 
< q> (n). Im letztem Falle giebt es noch eine Zahl a, welche keiner 
der d Potenzen (8) kongruent ist; alsdann werden die d Zahlen 

(9) a, a0, a0^, . , . axfi"^ 
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sowohl unter einander, als auch mit den Zahlen (8) inkongruent 
sein, denn aus ajer* = + * folgte wieder gf^l, wahrend i<id ist, 
auB a^ — tf" aber folgte as^ = sfi-^^^^ d. i. a = s!^y wo i der kleinste 
positive Rest von 8 + h — 1c (mod. S) ist, a ware also gegen die 
Yoranssetzung einer der Zahlen (8) kongruent. Entweder ist nun 
2tf = 9)(n) d. h. die Zahlen (8) und (9) erfWlen das ganze reduzierte 
Restsystem (mod. n), oder es ist 2*<9(w). In diesem Falle sei /3 
eine Zahl, welche keiner der Zahlen (8) oder (9) kongruent ist; als- 
dann sind die Zahlen 

(10) P0, pe», ...p^-' 

wieder sowohl unter sich als mit den Zahlen (8) inkongruent; sie 
sind es aber weiter auch mit den Zahlen (9), denn aus fi/^ = as^ 
wdrde fi = as^ d. h. kongruent mit einer der Zahlen (9) befunden, 
gegen die Yoranssetzung. Ist nun auch 3d noch kleiner als <p{n), 
so lafst sich sogleich wieder eine neue Reihe von d Zahlen angeben, 
welche zu n prim sind, u. s. w. Da aber endlich die Menge dieser 
Zahlen erschopft werden mufs, so findet sich notwendig 

ad = 9)(w) 

d. h. d als ein Teiler von ^>{n). Der Exponent also, zu welchem 
eine zu n prime Zahl (mod. n) gehort, ist immer ein Teiler 
von ^(w). 

Da aus si^ =1 (mod. ») f&r jedes YieUache hS von d auch 
i^^ =1 (mod. n) hervorgeht, so findet sich dem letzten Satze zufolge 
insbesondere auch 

(11) ;eiv(-)=l (mod.n) 

d. h. ein neuer Beweis des verallgemeinerten Fermatschen 
Satzes. (S. denselben ftlr den Fall n^p bei Gaufs D. A. art 50). 

Gehort die Zahl e zum Exponenten d (mod. n), so sind, wie 
gezeigt, die Potenzen (8) inkongruent, jede andere Potenz von z aber 
ist einer von ihnen kongruent (mod.n). Denn, setzt man m = hd -^-Vy 
wo ^ y < d, so ergiebt sich 

^ , = sf (mod. w), 

wo eine der Potenzen (8). Ebenso ist je?"*' = sf' (mod. n), wenn 
rn =^}iS -\- r\ <^ r < d gesetzt wird. Da nun ify £f ' dann und 
nur dann kongruent sind (mod. n) , wenn sie eine und dieselbe der 
Potenzen (8) vorstellen d. h. wenn r = / ist, so werden zwei Potenzen 
z"^' dann und nur dann (mod. «) kongruent sein, wenn m = m 
(mod. d) ist. Insbesondere wird die Kongruenz 

(12) (mod. n) 

dann und nur dann erfilllt sein, wenn m = (moid), wenn 
namlich m ein Yielfaches von d ist. 

Baohmftnn, nledere Zahlentheorie. L 21 
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Die Reihe der Potenzen (8) wird die Periode der Zahl z 
genannt. 

2. Wenn der Exponent 8y zu welchem eine zn n prime 
Zahl z geh5rt, der^ wie gezeigt^ stets aufgeht in gleieh 
ist, so wird die Zahl z eine primitive Wurzel (mod. ti) 
genannt. In diesem Falle ware sf^^^"^ die niedrigste Potenz, welche 
der Einheit kongment wird (mod. n). Da nun nach Eap. 5^ Nr. 3 
far jede Zahl welche prim ist gegen 

(13) n^p^gfrY.,., 
bereits 

iBf^(") = 1 (mod. n) 

ist, wo ^(n) das kleinste gemeinsame Yielfache der Zahlen q>{p''), 
q){gf), q)(rY),., bedentet, deren Produkt gleich q){n) ist, so kann 
fiir den Modulus n nur dann eine primitive Wurzel existieren, 
wenn ^ (n) = 9 (n) , das kleinste gemeinsame Yielfache jener Zahlen 
ihrem Produkte gleich ist, d. h. wenn jene Zahlen zu je zweien 
relativ prim sind. Hiemach giebt es (mod. n) keine primitive 
Wurzel, wenn in der Zerlegung (13) mindestens zwei ungerade Prim- 
faktoren p, q vorhanden sind, denn 

haben stets den gemeinsamen Teiler 2. Man miUlste also 

n = 2^i>« 

voraussetzen. Ist hier aber a > 0, der ungerade Primfaktor p also 
wirklich vorhanden, so darf k nicht > 1 sein, denn sonst hatten 

wieder den gemeinsamen Teiler 2. Man erschliefst also das Resultat: 
eine primitive Wurzel (mod. n) giebt es moglicherweise nur 
in den folgenden drei Fallen: 

w = 2^, w=jp", n = 2p\ 

Oh in diesen Fallen aber wirklich solche Wurzeln existieren, 
bleibt noch zu entscheiden. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke zunachst den Fall 
n<=jp, und stellen in ihm uns die aUgemeinere Frage: giebt es 
Zahlen, welche zu einem beliebig gegebenen Teiler S von 
^(p) ^p — 1 als .Exponenten (mod.^) gehoren? 

OfFenbar waren die inkongruenten Zahlen dieser Art identisch 
mit den primitiven d. h. denjenigen Wurzeln der Eongruenz 

(14) ^=1 (mod.i)), 

welche keiner Eongruenz von derselben Gestalt aber von 
niedrigerem Grade geniigen. Die Anzahl dieser Wurzeln nennen 
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wir fur einen Augenblick x(^)'^ entweder ist sie Null, wenn keiiie 
derartige Wurzel, oder, wie leicht zu zeigen, gleich <p(S), sobald 
eine solche vorhanden isi Ist namlich i eine solche Wurzel also 
eine zum Exponenten d {mod,p) gehorige Zahl, so ist jede der 
Potenzen 1, g*, g*, . . von denen die ersten d: 

(15) 

inkongruent sind, jedenfalls auch eine Wurzel der Kongruenz (14), 
und da die letztere nicht mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad 
betragt (Kap. 3 Nr. 4), so hat sie deren genau d und die Periode (15) 
stellt diese samtlichen Wurzeln dar. Bezeichnet aber d fur eine dieser 
Wurzeln, g*, den groliten gemeinsamen Teiler von h und d, sodafs, 
wenn h =- h'd, d = d' d gesetzt wird, h% d' relativ prim sind, so wird 
dann und nur dann 

(gA)m _ g*'dm = 1 (mod. p) 

sein, wenn h'dm ein Vielfiwhes von d'd d. h. Jim ein solches von d' 
also m durch d' teilbar, m^kd' ist; der kleinste dieser Werte ist 

m = d\ demnach gehort g* (mod, p) zum Exponenten = -j- ™d 

daher dann und nur dann zum Exponenten d, wenn d ^ 1 d. h. wenn 
h und d relativ prim sind. Yon den durch die Potenzen (15) dar- 
gestellten Wurzeln der Eongruenz (14) sind mithin ^(S) primitiv, 
wie behauptet 

Man beachte nun, AsSb jede nicht primitive Wurzel der Eon- 
gruenz (14), da sie zu einem gewissen Exponenten d' (mod. p) ge- 
hort, primitive Wurzel einer Eongruenz 

(16) ^' = 1 (mod. p) 

sein muTs, deren Grad d' ein Teiler von d ist, letzteres, da auch 
= 1 (mod. p) sein soli. TJmgekehrt wird aber auch, wenn d' ein 
Teiler von d ist, jede, also auch jede primitive Wurzel von (16) der 
Eongruenz (14) geniigen. Hieraus folgt ofFenbar: dafs man die 
samtlichen Wurzeln der Eongruenz (14) erhalt, wenn man 
fiir alle diejenigen Eongruenzen (16), deren Grade den samt- 
lichen Teilern von d, diese Zahl selbst mit einbegriffen, 
gleich sind, die primitiven Wurzeln aufstellt. 

Die Eongruenz (14) hat aber d Wurzeln. Denn, da d als 
ein Teiler von p—1 vorausgesetzt ist, sodafs jp — 1 « rfd gesetzt 
werden kann, so ist 

1 - 1 = (^ - 1) (✓('*- 1) + ^(c«- 2) + . . . + ^ + 1); 

da nun nach dem Fermatschen Satze die linke Seite dieser Gleichung 
fiir jede der j> — 1 Zahlen 1, 2, 3, • • • jp — 1 durch p teilbar wird, so 
wird dies auch fflr jeden dieser Werte einer der beiden Faktoren zur 
Rechten, und da eine Eongruenz (mod. p) nicht fttr mehr dieser 

21* 
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Zahlen erfUlt sein kann, als ihr Grad betragt, so rnufs jeder der ge- 
nannten Faktoren genau ftir soviel derselben durch p teilbar werden, 
als sein Grad betragt, der Faktor — 1 also far d derselben, w. z. b. w. 

Aus der Yerbindung dieses Resultats mit dem yoraafgehenden 
folgt sogleich die Beziehnng 

WO If d\ d", ' * ' d die samtlichen Teiler yon d bedeuten. Bekannt- 
lich ist aber auch 

d = 9>(i) + + 9(.n + • • • + 

und daiher 

z(i) + zC^O + • • • + - 9(1) + + • • • + y 

Nun ist bereits gezeigt, dais jedes Glied der linken Seite Nnll 
oder dem entsprechenden GUede der rechten Seite gleich ist; ware 
daher auch nor ein einziges Mai ein Glied der linken Seite wirklich 
Null, so kolinte die Gleichbeit beider Seiten nicht besteben nnd somit 
muTs jedes Glied der einen dem entsprechenden Gliede der anderen 
Seite gleicb sein, insbesondere also auch 

(17) Z(*)-9>W. 

Auf solche Weise ist festgestellt: dafs es fur jeden Teiler 
d von p — 1 Zahlen giebt, welchp (mod.jp) zum Exponenten 8 
gehoren; ihre Anzahl betragt 9)(d). 

Setzt man d=jp — 1 yoraus, so ergiebt sich insbesondere der 
Satz: es giebt ^{p—-!) inkongruente primitive Wurzeln 
(mod. p), 

3. Dies liberaus wichtige Besultat soil durch eine zweite Her- 
leitung bestatigt werden. Sei 

p — 1 ^a^'^cr 

wo a,hy Cy. . . die verschiedenen Primfaktoren bedeuten, aus denen 
sich p — 1 zusammensetzt. Man tlberzeugt sich zunachst leicht^ dads 
die Kongruenz 

(18) ^"^ = 1 (mod.i>) 

primitive Wurzeln besitzt; in der That hat sie nach dem bez^lich 
der Kongruenz (14) Bewiesenen Wurzeln, und jede nicht primitive 
Wurzel derselben miifste einer Kongruenz derselben Gestalt genfigen, 
deren Grad ein von a" verschiedener Teiler von a" d. h. eine niedrigere 
Potenz von a ware und also aufginge in a""^; sie gendgte jeden- 
falls also auch der Kongruenz 

(19) 0«"-' = l (moip), 

wie denn auch umgekehrt jede Wurzel der letzteren eine nicht primi- 
tive Wurzel von (18) ist. Die Anzahl der nicht primitiven Wurzeln 
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der Kongrnenz (18) ist demnach gleich der Anzahl der Wurzeln der 
Eongraenz (19) d. i. gleich a^""*; folglich hat die Kongrnenz (18) 
primitive Wurzeln und ihre Anzahl betragt 

a« — a"-i = 9?(a«). 

Ebenso hat die Kongrnenz 

^ = \ (mod. p) 

g)(b^j die Kongrnenz 

g^^ =1 (mod. jp) 

q)(cy) primitive Wurzeln, n. s. w. 

Nun bedeute tf, • • • jede Wnrzel der Kongrnenz 

(20) ^"=1, ^ = 1, i^^ = l,--(mod.i?) 
reap.; dann liefert der Ausdruck 

(21) giyfl... 
samtliche Wurzeln der Eongraenz 

(22) e"'ificr --i (mod.p), 

und zwar die primitiTen oder die nicht primitiren derseiben, 
jenschdem ^,r],0, - •• samtlich oder nicht samtlich primitive 
Wurzeln der bezQglichen Eongruenzen sind. In der That ist 

wegen 1 auch f;,""'^'^- = 1 {mod.p) 



und folglich auch 

(gi^e...)-«'^«y- = l (mod.i>) 

d. h. f • • • ist eine Wurzel der Kongrnenz (22). Die den ver- 
schiedenen Wurzelkombinationen t,ri,d,'" entsprechenden AusdrUcke 
iriO ' • ' aber, deren Anzahl 

a« 6/* ••• = !)— 1 

ist, sind unter einander inkongment. Denn, waren zwei von ihnen 
kongruent: 

giyfl . . . = f ly'e' . . . (mod.jp) 
so fande sich durch Erhebnng in die i^c^ - • Potenz 

da auch 

= (mod.p) 
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ist, 80 fande sich durch eine Betrachtung; analog der bei den Kon- 
gruenzen (4) angewendeten, auch 

e^^e'^ (mod.p), 

wo d den grofsten gemeinsamen Teiler der Exponenten a^, ft^-c^ . . ^ 
d. h. die Einheit bedeutet. Also fande sich i =5'; ganz ebenso aber 
auch =^ rj\ 6 ^ 0\ , . , gegen die Voraussetzung. Da nun fur die 
Eongruenz (22) die Anzahl der Wurzeln ebenfallB jp ~ 1 betragt^ so 
liefert der Ausdruck (21) , wie zunachst behauptet^ diese samilichen 
Wurzeln. — 1st jetzt wenigstens eine der Wurzeln i?, - . ^- 5, 
eine nicht primitive Wurzel der entsprechenden der Eongruenzen (20), 
so wiirde schon 5**""^ = 1 und daher 

ii]d . . . also, wie femer behauptet, eine nicht primitive Wurzel der 
Eongruenz (22) sein. Sind dagegen ^,7^,6,,., samtlich primitive 
Wurzeln der beztlglichen Eongruenzen, so muCs auch ^i^d . . . eine 
primitive Wurzel von (22) sein. Zum Beweise hiervon stiitzen wir 
uns auf den folgenden, an sich beachtenswerten 

Hilfssatz: Gehoren /, z" (mod. jp) zu den Exponenten d\ 
d"j welche relativ prim sind, so gehort f{z' (mod.jp) zum Ex- 
ponenten d'd'\ Denn, nennt man s den Exponenten, zu welchem 
z gehort, so mufs 

(/O'''' = = 1 

(//y= 

und folglich der ersten Eongruenz wegen d's also auch s durch ef', 
der zweiten wegen di's also auch s durch d' und somit s durch 61 
teilbar sein; jedoch ist bereits 

(//O^'^" = (^'T" • (^"''T = 1 (mod.i?), 

also auch umgekehrt d d" teilbar durch 5 und somit 5 = d'(f', w.z.b.w. 

Diesem Hilfssatze gemafs gehort zunachst, falls primitive 
Wurzeln der beiden ersten Eongruenzen (20) also Zahlen sind, die zu 
den relativ primen Exponenten a", 6^ gehoren, giy zum Exponenten 
a" • desgleichen gehort, wenn auch B eine primitive Wurzel der 
dritten jener Eongruenzen ist, gi^fl zum Exponenten a^l^t^ u. s. w., 
endlich fiyfl . . . zum Exponenten a^h^ci^ , . .j ist also eine primitive 
Wurzel (mod.jp). 

Hiermit ist der ausgesprochene Satz in alien Stdcken 
bewiesen. 

Yerbindet man ihn aber mit dem f&r die einfachere Eongruenz 
(18) zuvor Bewiesenen, so ergiebt sich nicht nur die Existenz 
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primitiver Wurzeln der Kongruenz (22) d. h. primitiver 
Wurzeln (mod. p), sondern auch deren Anzahl: 

9(a«) . q>(¥) • q)(cy) • • • = ^(jp- 1) = q){q>{p)). 

4. Indem wir una nun zn dem allgemeineren Falle n = jp^ wenden^ 
beginnen wir die Untersuchung, ob es auch in ihm primitive Wur- 
zeln (mod. n) giebt, mit dem Beweise eines Hilfssatzes. Dabei 
soil gesagt werden, — 1 sei genau durch p* teilbar, wenn es zwar 
durch p^, nicht aber durch p^-^^ aufgeht. Der gemeinte Satz lautet 
dann folgendermafsen: 

1st — 1 genau durch ^j* teilbar (h>0), so ist es 0P^ — 1 
genau durch j>*+^, und umgekehrt. 

Ist namlich 1 =p^ - h, so folgt aus dem binomischen Lehr- 
satze: 

- 1 = jp . f/iJc+?J^f}l . + . . . 

wo Jc, wenn k nicht mehr durch p teilbar ist; auch nicht durch p 
mehr aufgeht, was die erste Behauptung ist. Ist aber umgekehrt 
gpm^l genau durch j>*+^ teilbar, so muTs es jef*"— 1 genau durch p^ 
sein; denn ware — 1 genau durch p^' teilbar, so wiirde A'> und 
dem soeben Bewiesenen zufolge genau durch + * teilbar 

sein, und es ergiebt sich also }i=^h. 

Dies vorausgeschickt, bemerke man, dafs, wenn z eine primi- 
tive Wurzel von |>", also gP^''^^-'^) die niedrigste Potenz von sein 
soli, welche (mod. jp") der Einheit kongruent ist, z notwendig auch 
primitive Wurzel (mod. jp) sein mufs. Denn, ware schon i^ — l 
= (mod. wo m<j>-— 1, so wiirde dem Beweise des Hilfssatzes 
zufolge z^"^ —1 = (mod. j)'), z^^"^ —1 = (mod. jp'), ... also 
gewiCs schon 

^p«-i.m_ 1 (mod.i>«) 

mithin z nicht primitive Wurzel (mod.jp") sein. 

Sei daher jetzt g irgend eine primitive Wurzel (mod. jp) und S 
der Exponent, zu welchem sie (mod. p") gehort. Der letztere ist, 
wie bekannt, ein Teller von p^'^Op — 1). Da aber aus 

(23) /=1 (mod.p") 

auch = 1 (mod. p) folgt und g primitive Wurzel (mod. p) ist, so 
mufs andererseits S ein Vielfaches von — 1 sein. Denmach ist 

wo A eine der Zahlen 1, 2, 3, ... a sein kann. Zur naheren Be- 
stimmung von A nenne man p/^ die hochste in ^~^ — 1 aufgehende 
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Potenz von |); dann ist nach dem Hilfssatze fl^" l genau teil- 

bar durch und es ergiebt sich wegen (23) A^A; ware aber 

A > A, 80 ware demselben Hilfssatze zufolge schon (p-^) — 1 teil- 
bar durch p", gegen die Bedeutung des Exponenten d. Man findet 
also A A und somit den Satz: 

Ist g eine primitive Wurzel (mod. p) und die hochste 
Potenz von p, welche in g^"^—! aufgeht^ so ist der Expo- 
nent, zu welchem g (mod.jp") gehort, 

(24) S^p'-'-ip-l). 

HierauB folgt sogleich weiter: Die primitive Wurzel ^ (mod-p) 
ist dann und nur dann zugleich eine primitive Wurzel 
(mod.p^), wenn die durch |> teilbare Differenz g^'^ — l nicht 
teilbar ist durch p^; denn in diesem und nur in diesem Falle ist 
A = 1, also der Exponent, zu welchem g (mod. jp*) gehort. 

Nun giebt es aber stets primitive Wurzeln g (mod. p), 
fiir welche g^-'^ — l nicht teilbar durch p^ ist. Ware namlich 
g^^^ — 1 ^kp\ so setze man 

aus dieser Gleichung oder aus der Kongruenz y = g (mod. p) folgt 
fiir jeden ganzzahligen Exponenten h 

/ = 5f* (mod.p), 

mithin wird, welche ganze Zahl auch f&r is gewahlt werde, y mit g 
zugleich primitive Wurzel (mod.p) sein; da aber 

= P + ^ i^-*^ + ^^^^^^-V- Vp + . . .) 

gefunden wird, so kann ofFenbar — 1 durch p* nicht teilbar sein, 
wenn als nicht durch p teilbar gewahlt wird. 

Die Yerbindung dieses Besultats mit dem voraufgehenden fiihrt 
zu dem Satze: Es giebt stets primitive Wurzeln (mod. p**), und 
man findet sie samtlich, wenn man diejenigen primitiven 
Wurzeln g (mod.p) bestimmt, fiir welche gf"^—! nicht teil- 
bar ist durch p^ 

Leicht erkennt man nunmehr, dafs auch (mod. 2p") pri- 
mitive Wurzeln vorhanden sind. In der That, sei y eine pri- 
mitive Wurzel (moip*^; mit y zugleich ist es auch die kongruente 
Zahl y -f p'^, eine dieser beiden Zahlen aber ist ungerade, sie hei£9e g. 
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Diese Zahl g ist eine primitive Wurzel (mod. 2p^) d. h. zum Expo- 
nenten ^>{2p^) =2?^""* • (|) — 1) gehorig; denn erstens ist wegen 

= 1 (mod. 2), g = y (mod. p") 
fur jeden der Moduln 2,j)", folglich auch fttr den Modulus 2p'* 

ware aber bereits = ! (mod. 2jp"), wo m <p"~* so wiirde, 

gegen die Bedeutung der Zahl diese Eongruenz auch (mod. p^) 
erfOllt sein. 

Behalten wir hier diese Bedeutung bei^ so bilden die 
Potenzen 

(25) 9,9',9'> --9'^~'^-'^ 

ein reduziertes Bestsystem fdr jeden der beiden Moduln 
p^, 2p", jede zu p^ resp. 2p" prime Zahl js ist also einer be- 
stimmten dieser Potenzen kongruent. Denn erstens ist die An- 
zahl dieser Potenzen gleich der Anzahl 

(26) g>(p-) ^p-^ • (p- 1) - f|P(2p«) 

der Glieder eines solchen Restsy stems; zweitens aber sind jene Po- 
tenzen auch unter einander inkongruente, zu p^ resp. 2jp** prime 
ZahleU; denn aus der Kongruenz zweier derselben: 

wo <,hy h + k^p**''^{p — l) gedacht ist, ergabe sich die Kon- 
gruenz flr*=l, wahrend A; < |)""^(jp— 1) ware, gegen die Bedeutung 
von g. 

Untersuchen wir nun fiir eine beliebige der Potenzen (25) den 
Exponenten zu welchem sie (mod.j)" bezw. 2|?") gehort. Da dieser 
Exponent bekanntlich ein Teiler von (p(jf) ist, sei S irgend ein 
solcher Teiler, also 

y(p«) = dS. 

Nun ist {(^y =1 d. h. 5f* dann und nur dann eine Wurzel der 
Eongruenz 

(27) ^=1 (mod.2>" bezw. 2p^), 
wenn 

(28) A* = ft . 9?(i>«), 

namlich h8 ein Yielfaches von q>{p^) ist, oder wenn A = ftrf d. i. A 
ein Yielfaches von d ist. Da solcher Yielfachen in der Beihe der 
Exponenten 1, 2, 3, . . . ^^(p") genau d vorhanden sind, so folgt zu- 
nachst: Die Eongruenz (27) hat genau S Wurzeln. 

Femer aber ist if =^ eine primitive Wurzel von (27) dann 
imd nur dann, wenn d die kleinste Zahl ist, fQr welche eine Gleichung 
von der Gestalt (28) stattfindet d. h. wenn h8 das kleinste gemein- 
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same Vielfache von h und q>(jp") == ist; letzteres ist -^j—, wenn t 

grofster gemeinsamer Teller von h und dd ist; es mtLTste also t=d 

sein. Somit gehort zum Exponenten S=^^~^ dann und 

nur dann, wenn d grSfster gemeinsamer Teiler von h und 
ist. 

Daher giebt es so viel der Potenzen (25) oder, da diese 
ein reduziertes Restsystem (mod.jp" bezw. 2p^) bilden, so viel 
inkongruente Glieder eines solchen Restsystems, welche 
zum Exponenten d gehoren^ als es in der Reihe der Expo- 
nenten 1, 2, 3, . . . jp**"*(p — 1) Zahlen giebt, die mit q>(p°') 
= i>""^CP--l) ^en grofsten gemeinsamen Teiler d besitzen, 

Insbesondere giebt es fp{fp{p^)) zum Exponenten g>{p'') 
geh5rige Potenzen (25) d. h. inkongruente primitive Wurzeln 
(mod. jp" bezw. 2jp"). 

Aus der Herleitung dieser Satze geht hervor, dafs eine Zahl 

js = g'^ dann zum Exponenten S == gehort, wenn h^lcd und i 

prim ist gegen d, Bezeichnet nun c gleichfalls eine zu S prime 
Zahl, so ist auch ch eine solche, und somit if = ci^^^ wieder eine zum 
Exponenten S gehorige Zahl. Wenn daher 1, c', c\ ... ein redu- 
ziertes Restsystem (mod. S) bilden, so sind Zy . , . tp{S) zum Ex- 
ponenten 8 gehorige und zwar inkongruente Zahlen, denn aus ^ = si^'' 
Oder = folgte d. h. (c— c")*d teUbar durch tpijf) 
=^ dd oder {c'—c')h durch d, was nicht sein kann, da h prim zu 8 
und c, c' (mod. d) inkongruent sind. Da nun nur ^>{S) inkongruente, 
zum Exponenten 8 gehorige Zahlen vorhanden sind, so ergiebt sdch 
der Satz: Ist a irgend eine der zum Exponenten 8 geh5rigen 
Zahlen d. i. irgend eine primitive Wnrzel der Eongruenz 
(27), so stellen die Potenzen 

(29) . . ., 

in denen 1, o', c\ . . . irgend ein reduziertes Restsystem 
(mod. d) bezeichnen, die samtlichen primitiven Wnrzeln 
derselben d. h. alle inkongruenten, zum Exponenten d ge- 
horigen Zahlen dar. Die s&mtlichen Wurzeln der Eongruenz 
(27) sind die Potenzen 

(30) 1, z, z%... 

denn diese ergeben sich wieder als inkongruent und geniigen jener 
Eongruenz mit z zugleich. 
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5. Es erabrigfc endlich der Fall n = 2\ 

Nun darf zunachst fQr A « 1 d. h. fiir den Modulus n = 2 die 
Zahl 1 als primitive Wurzel angesehen werden. 

Fiir A = 2 d. L fdr den Modulus w 4 ist — 1 primitive 
Wurzel, da erst (—1)*^ 1 (mod. 4) ist. 

Ffir den Modulus n = 2^ aber, wo A>2 ist, giebt es keine 
primitiven Wurzeln mehr, vielmehr ist hier bereits die 2^'"^*"Po- 
tenz jeder zu 2^ primen d. i. ungeraden Zahl z kongruent 1: 

(31) z^'^=l (mod. 2^. 

In der That trifiPk dies zu fiir A = 3 d. h. fur n = 8, da bereits das 
Quadrat jeder ungeraden Zahl den Rest 1 lafst. Ist es mm auch 
richtig filr den Modulus 2^, also 

so ergiebt sich 

z^^' ^ + = 1 + 2^+i(* + 2^-»A;^, 

es ist also auch noch richtig fUr den Modulus 2^+^ und gilt somit 
aUgemein. 

Man beachte, dafs die Eongruenz (31) zum Unterschiede von 
denjenigen, deren Modulus eine Primzahl ist, mehr Wurzeln hat, als 
ihr Grad betragt, namlich die 2^"* ungeraden Zahlen < 2^. 

Giebt es nun auch, wie gezeigt, in diesem Falle keine 
primitiven Wurzeln fiir den Modulus 2^, so giebt es doch 
primitive Wurzeln der Kongruenz (31) oder Zahlen, welche 
zum Exponenten 2^~~' gehoren. Eine solche Zahl ist z =^ 5. 
In der That miifste offenbar sonst 5 zu einem Exponenten gehoren, 
der ein Teiler von 2^"* ware, miifste jedenfalls also 

5^"'=1 (mod. 2^) 
sein, wahrend doch, wie leicht einzusehen, 

5«^-»=l + 2^-^ (mod. 20 
ist. Dies leuchtet ohne weiteres ein fQr A = 3; nehmen wir aber 
an, es sei auch schon fiir einen Wert A ^ 3 bewiesen, so folgem 
wir sogleich 

5»^-« = l + 2^ (mod. 2^+0 

also die Richtigkeit der Aussage noch fiir den nachstgrofseren Wert 
von A und somit ihre Allgemeingiltigkeii 

Hieraus schliefst man leicht, dafs die Potenzen 

1, 5, 5», 5«, ... 5*^-*-', 
_5, _5t, _5s, 5«*-»-i 



(32) 



ein reduziertes Restsystem (mod. 2^ ausmachen. In der That 
sind zwei Potenzen der ersten sowohl wie der zweiten Reihe in- 
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kongruente imgerade Zahlen, da ans ± 5* = ± 5*+', wo A, h + i 
<2^"^, sich sogleich 5* = 1 ergabe, gegen das bereits Bewiesene; 
aber auch die Potenzen der einen Beihe Bind inkongment zn denen 
der anderen; denn^ waren sie kongruent (mod. 2^)^ so mtUsten sie es 
auch sein (mod. 4)^ die der ersteren Beihe aber sind yon der Form 
4ife+l; die der anderen yon der Form 4A; + 3; in (32) hat man 
also 2 • 2^" * = 2^~ ^ (mod. 2*) inkongruente ungerade Zahlen, w. z. b. w. 
J ede ungerade Zahl ist mithin einer der Potenzen (32) (mod. 2^) 
kongruent. 

Es fragt sich; zu welchem Exponenten S eine dieser 
Potenzen gehort. 

Zunachst leuchtet ein^ dafs der frs^liche Exponent nur ein 
Teiler yon 2^"* also nur eine der Potenzen 

(33) 1, 2, 2^ ... 2^-8, 2^-» 

sein kann; ferner^ dafs die Zahl 1 zum Exponenten 1^ die Zahl — 1 
zum Exponenten 2 gehort. Sei jetzt 5* eine Potenz, deren Exponent k 
yon Null yerschieden ist, und k = 2f*u, wo u ungerade; (i ist einer 
der Werte 0, 1, 2, . • A - 3. Soil dann 

(34) 5*^ = 5«-^^=l (mod. 2^) 

seiU; so mufs U'2^d durch 2*"* also S durch 2^"^*"* teilbar sein, 
und da schon d = 2^"^~* der Kongruenz (34) gentigt, so gehort 5* 
zum Exponenten 2^"^~* Zu demselben Exponenten gehort aber 
auch —5*; denn, soil (—5*)*^ = ! (mod. 2^) sein, so mufs 5*^ = ±1 
oder vielmehr, da wegen A > 2 das untere Vorzeichen unmoglich ist, 
da sonst auch 5**^ = — 1 (mod. 4) sein mUfste, es mufs 5**^ = + 1 
(mod. 2^) also ^==2^-^"* sein, und umgekehrt folgt auch hieraus 
wieder (— 5*)*^~1, da d = 2^"^""* gerade ist. Demnach gehoren 
zum Exponenten ^ = 2^"^"* doppelt soviel Potenzen (32), als es in 
der Beihe 1,2, 3, •••2^""* — 1 Zahlen giebt, welche ungerade Viel- 
fache von 2^ sind, mithin 2-2^~'"~* = 2^~'"~* Potenzen, ausgenommen 
den Fall fi = A — 3 d. i. d = 2, in welchem aulser den Potenzen 
5*^"^, — 5*^"^ noch die zuyor betrachtete Zahl —1, also drei Zahlen 
der Beihen (32) zum Exponenten 2 gehoren. Man schlielst also 
den Satz: 

Zu den Exponenten (33) gehoren (mod. 2*) resp. 

1, 3, 2^ ... 2^-», 2^-« 

inkongruente ungerade Zahlen. 

Beachtet man ferner, dafs die Wurzeln der Eongruenz 

(35) is^^l (mod.20, 0<A^A-2 
mit den primitiven Wurzeln der Eongruenzen 
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d. h. mit den zu den Eiponenten 1, 2, 2*, ... 2* gehorigen in- 
kongruenten ongeraden Zahlen ubereinstimmen miissen^ so ergiebt 
sich als Gesamtanzahl der Wurzeln der Kongmenz (35) die 



Zahl 

1 + 3 + 2« + ... + 2*-(l + 2 + --- + 2*) + l = 2*+»; 



far A = A — 2 erhalt man hieraus die Gesamtanzahl der Wurzeln der 
Kongruenz (31) d. h. der inkongruenten ungeraden Zahlen (mod. 2^) 
gleich 2^~\ wie es sein mufs. 

6. Aus den in den letzten beiden Nummem erhaltenen Resul- 
taten fliefst eine ganze Reihe wichtiger Folgenmgen, zunachst aus 
Nr. 4 zwei Satze yon C. F. Arndt (s. Joum. f. Math. 31, 1846, 
p. 326), deren einfachste Falle schon von Gaufs bewiesen worden sind. 

1) Das Prodakt aller inkongruenten, zu demselben Expo- 
nenten d (mod.p" bezw. 2p") gehorigen Zahlen ist kongruent 1, 
aufser wenn d = 2 ist. In der That, wir fanden, dafs, wenn z 
eine solche Zahl bezeichnet, sie samtlich gegeben werden durch 
die Potenzen 



in denen 1, c', c", . . . irgend ein reduziertes Restsystem (mod. d) 
bedeuten. Ist nun d>2, so ist mit c auch d—c relativ prim zu d, 
aber (mod. d) von c verschieden, je zwei der (p(d) Zahlen 1, c, c", . . . 
geben also eine durch d teilbare Summe, sodafs auch 



ist; dasselbe gilt far d» 1, denn die einzige zu diesem E:icponenten 
gehorige Zahl ist Eins. Zum Exponenten d = 2 dagegen geh5rt nur 
die einzige Zahl — 1. 

Insbesondere ist hiernach das Produkt aller inkon- 
gruenten primitiven Wurzeln {mod.p" bezw. 2p") kongruent 1, 
aufser, wenn l>""^(l> — 1) =- 2, d. h. wenn der Modulus p = 3 
ist. Dieser Satz findet sich ftir den Primzahlmodulus p schon bei 
Gaufs D. A, art. 80. 

2) Die Samme aller inkongruenten, zu demselben Expo- 
nenten d (mod. jp" bezw. 2p^) gehorigen Zahlen ist kongruent 
0, wenn d einen Primfaktor mehrfach enthalt, dagegen 
kongruent ± 1, wenn d aus lauter ungleichen Primfaktoren 
besteht und zwar kongruent + 1 oder — 1, jenachdem die 
Anzahl der letzteren gerade oder ungerade ist. 

Hat d zuerst einen Primfaktor q mehrfach, sodafs durch q 
aufgeht, so besteht — aus denselben Primfaktoren wie d, und deshalb 



(36) 



folglich 



l + e' + c" + '- =0 (mod. d) 
j,i+c+e"+. . = 1 (jaod.p" bezw. 2p'') 
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ist mit c zugleich auch c + h' — prim gegen d, welchen ganz- 

zahligen Wert man f&r h auch Betze. Daher zerfallt das reduzierie 
Restsystem (mod. d) in eine Anzahl Beihen yon je q Zahlen von 
der Form: 

(37) c,, c,+ 2|, . . . 

wo c, Cj, . . . zu d prim und (mod. d) inkongruent sind. Denn 
die Zahlen der ersten Reihe sind prim gegen d und (mod. d) in- 
kongruent; erschopft diese Reihe noch nicht das ganze reduzierte 
Restsystem (mod. d), so gieht es eine mit keiner ihrer Zahlen kon- 
gruente gegen d prime Zahl und somit liefert die zweite der 
Reihen (37) lauter, nicht nur unter sich, sondem offenbar auch mit 
denjenigen der ersten Reihe (mod. d) inkongruente^ zu d prime 
Zahlen ; u. s. w.; in der That ist in dem betrachteten Falle 9>(d) 
teilbar durch q, die Anzahl der samtlichen GUeder des reduzierten 
Restsystems ein Yielfaches von q. 

Sei nun z irgend eine zum Exponenten d gehorige Zahl; so er- 
halt man sie samtlich^ wenn man in 1^ den Exponenten k die samt- 
lichen Zahlen (37) durchlaufen lafst. Da aber fur jeden Index i 
d. h. fiir jede einzehie der Reihen (37) die Summe der ihr ent- 
sprechenden GKeder, namlich 

c. C£ + — c,+2— c, + (9-l) — 

/—I 

= 0* ' —5 = (mod.2)« bezw. 2^«) 

gefunden wird^ so muTs; wie behauptet; auch die Gesamtsumme aller 
zum Exponenten d gehorigen Zahlen mit Null kongruent sein. 

Ist dagegen zweitens S =^ q^q^ > q^ aus r yerschiedenen Prim- 
faktoren zusammengesetzt, so giebt, wie sich aus der Formel (31) 
des 3. Eap. leicht erschliefst^ die Formel 

Jc = Xi6j^ + x^d^ + "' + x^d^ (mod. d), 

in welcher d.=^ ~- gedacht ist, alle inkongruenten, zu d primen 

Zahlen k, wenn man allgemein x^ die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, • • • q^— 1 
durchlaufen lafst. 
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Daher ist die Summe 

in welcher is irgend eine zum Exponenten d gehorige Zahl bezeichnet; 
oflfenbar nichts anderes^ als das entwickelte Produkt 

da aber -| = 0, der allgemeine Faktor des Produkts also 

= — 1 (mod.|>« bezw. 2p") gefanden wird, so geht die Kongruenz 

^jef* = (-lX (mod.i)« bezw. 2p<') 

hervor, durch welcbe die auf den jetzt betrachteten Pall beziigliche 
Aussage des Satzes bestatigt wird. 

Dem so bewiesenen zweiten Satze gemafs ist insbeson- 
dere die Summe aller inkongruenten primitiven Wurzeln 
(mod. jp" bezw. 2p") d. i. aller zum Exponenten 

g>(jp-)^p--'{p-l)^q>{2p-) 

gehorigen Zahlen gewifs kongruent Null^ wenn a>2] andern- 
falls ist sie kongruent oder ±1, jenachdem p — 1 einen 
Primfaktor mehrfach enthalt oder aus lauter verschiedenen 
Primfaktoren zusammengesetzt ist. F{lr den einfachsten Fall 
eines Primzahlmodulus gab diesen Satz schon Gaufs^ 2). A, art, 81. 
Setzt man namlich^ wie in Nr. 3; 

p — 1 ==a«6^cy . . . 
und bezeichnet mit i^, 6, . . . jede primitive Wurzel der Kongruenzen 

(38) ^^ = 1, i^=l, ^^ = l,...(mod.i>) 

resp., so giebt, wie dort gezeigt, der Ausdruck irjO . , , samtliche pri- 
mitive Wurzeln (mod. p), und demnach ist die Summe der letzteren 
nichts anderes^ als das entwickelte Produkt 

(39) + 6" + + + •••)(»' + «" + •••)•••, 

wo in den einzelnen Elammem die Summe der primitiven Wurzeln 
der entsprechenden Kongruenz (38) gedacht ist. ' Nun ist; wenn {; 
eine primitive Wurzel der ersten dieser Kongruenzen bedeutet, 

i + e+e^ + --- + 5«"-* = ^' 

die Summe ihrer samtlichen. 
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die Snmmen ihrer nicht primitiyen Wurzeln; die erstere ist immer, 
die zweite fur a > 1 kongnient Null, fur a = 1 dagegen gleich 1. 
Daher wird der Unterschied beider Summen d. L die Summe der 
primitiven Wurzeln der Kongruenz: 

r + r + • • • = Oder = - 1 (mod.i>) 

sein, jenachdem a > 1 oder a 1 ist. Sobald also wenigstens einer 
der Exponenten a, /S, • • • grofser als 1, d. h. sobald 1 einen 
Primfaktor mehrfach enthalt, wird das Produkt (39) kongruent 0, 
andemfalls, wenn r die Anzahl der yerschiedenen in jp — 1 enthalteneu 
Primfaktoren ist, kongruent (— l)** sein, w. z. b. w. 

7. Hieran schliefst sich ein neuer Beweis fur den yer- 
allgemeinerten Wilsonschen Lehrsatz.*) 

1) Sei zuerst der Modulus w = p" oder 2p" und g irgend 
eine der primitiyen Wurzeln desselben; dann bilden nach Nr. 4 die 
Potenzen (25): 

ein reduziertes Restsystem ftir den Modulus n. Setzt man zur Ab- 
kiirzung 

eine Zahl, welche stets gerade ist, so ergiebt sich das Produkt aller 
Glieder eines reduzierten Restsystems kongruent mit 

(40) ^l + 2 + « + ...+>t«^ ^ 

Nun ist 

^-l=^{g^ -l){g^ + \) = (mod. p^ bezw. 2i)«). 

Die beiden Faktoren, deren Differenz 2 ist, konnen nicht gleich- 
zeitig durch p teilbar sein, daher mufs einer derselben durch auf- 
gehen, und dieser wird, falls der Modulus 2p^ ist, in welchem Falle 
g ungerade ist, auch gerade sein d. i. aufgehen durch 2p". Da aber 

n 

g primitive Wurzel des Modulus ist, kann nicht g^ —1=0 sein und 

— !L 
folglich ist + 1 = d. i. = — 1. Hieraus folgt der Aus- 
druck (40) kongruent (—1)"+^ oder, da % gerade ist, kon- 
gruent — 1 (mod.p« bezw. 2p% 

Man gelangt zu diesem Ergebnisse auch durch die Bemerkung, 
dafs die Glieder des reduzierten Restsystems sich in Gruppen yer- 
teilen, deren Elemente je zu ein- und demselben Teiler yon % als 
Exponenten gehoren, und dafs nach Nr. 6, 1) das Produkt der Zahlen 



*) Den einfachen Wilson schen Satz leitete schon Ganfs D. A, art. 76 
in entsprechender Weise ab. 
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jeder einzelnen Oruppe kongruent 1 ist, mit Ausnahme derjenigen 
Gruppe^ die zum Exponenten 2 gehort; welche nur aus der einen 
Zabl — 1 besteht; das Produkt aller Glieder des reduzierten Rest- 
systems ist mithin in der That kongraent — 1. 

2) Filr den Modulus n = 2 besteht das reduzierte Restsystem 
aus der einzigen Zahl 1, zugleich aber ist 1 = — 1 (mod. 2). 

3) Fiir den Modulus w = 4 bilden die Zahlen 1^ 3 ein redu- 
ziertes Restsystem und man findet 

1 . 3 = - 1 (mod. 4). 

4) Ist aber n = 2^, A > 2, so bilden die Potenzen (32) ein re- 
duziertes Restsystem und folglich ist das Produkt aller Glieder eines 
solchen kongruent 

(5»^-»)»'-*-> 

d. L wegen 5*^""* = 1 gleichfalls kongruent 1 (mod. 2*). 

Aus diesen besonderen Resultaten folgt aber der allgemeine 
Wilsonsche Satz durch eine Betrachtung analog derjenigen, die zum 
Beweise eines Satzes von Schemmel in Kap. '5 Nr. 10 verwandt 
worden ist. Sei 

(41) «-2V«'i)"^' 

dann giebt bekanntlich die Formel 

Q = OCT + fis + yt + ' " (mod. n) 

alle inkongruenten zu n primen Zahlen, wenn r,Syt,.,. die bekannten 
Hilfszahlen sind und a, p^y^ , . . reduzierte Restsysteme resp. nach den 
Moduln 2\ p'^y p"^', . . . durchlaufen. Die Anzahl der inkongruenten 
Q ist 

,p(n)-9(2^) y(j)'<0 q>(p"n---', 

man setze 
Da nun 

(f = a (mod. 2^), p = /S (mod.|>'«^, (f = y (mod. /'«"), . . . 

ist, so findet sich das uber alle Glieder q des reduzierten Restsystems 
(mod. n) erstreckte Produkt 

n(9)^jrrw''>''--(mod.2o 
n^Q)^n^y'' (mod./«') 

Yl^9)^n^r)^'' (mod.p"«") 



Hier ist aber JI(a) und folglich auch i7(p) kongruent 1 (mod. 2^) 
— nach 4) — wenn A > 2; andemfalls ist zwar JT(a) = — 1, gleich- 

Baohmann, niedere ZaUentheorle. I. 22 
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wohl wieder n(fi) = + 1, wenn anch nur ein ungerader Prim&ktor 
in n Yorhanden ist^ denn (p\ (p", . . . sind gerade Zahlen. Femer ist 
zwar — nach 1) — JI(/S) = — 1 {mod.p'^, gleichwohl aber 77((>) 
= 4-1; wenn (pq>'\ . , gerade d. h. wenn noch ein zweiter ungerader 
Primfaktor in n aufgeht oder wenn A ^ 2 ist Analog verhalt es 
sich mit Bezug auf (mod. jp""") u. s. w. Demnach ergiebt sich 

JJ(9) = 1 (mod. n), 

wenn in (41) mehr als ein ungerader Primfaktor auftritt, 
oder wenn zwar nur ein solcher vorhanden, zugleich aber 
ist, oder endlich, wenn kein ungerader Primfaktor 
yorhanden und zugleich A>2 ist. In alien librigen Fallen, 
d. h. in den Fallen 

n = 2, n = 4, n =jp", n = 2|)", 

Yon welchen der erste auch dem Yorigen zugerechnet werden 

darf, findet sich 

]J{q)^-1 (mo4n). 

Dies ist aber genau, was der allgemeine Wilsonsche Satz be- 
hauptet. 

8. Da die Potenzen (25) einer primitiYcn Wurzel g (mod. jp" 
bezw. 2p") ein reduziertes Restsystem bilden, mufs, wie schon bemerkt, 
jede zu resp. 2jp" prime Zahl z einer bestimmten dieser Potenzen 
kongruent: 

(42) s! = gY (mod.i>« bezw. Sp"") 

sein; der Exponent y dieser Potenz wird der Index von js, 
in Zeichen 

y = ind. sf 

genannt, genauer: ind^ » z, da er Yon der besonderen Wahl der pri- 
mitiYen Wurzel im allgemeinen abhangig ist. In der That^ ist g eine 
andere primitive Wurzel, so besteht eine Kongruenz: 

Bowie auch umgekehrt eine Eongruenz 

? = 9* = 9'^«^ 
aus beiden zusammengenommen ergiebt sich 

^^^d^.g.indg.p (mod.|>« bezw. 2p«) 

und hieraus, da g primitive Wurzel also eine zum Exponenten p**"* 
• (p — 1) gehorige Zahl ist, die Kongruenz 

(43) ind^.9.indg.(/ = l (mod.i>«-^(f)-l)). 
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Femer aber folgt aus (42) 

(mod.i>« bezw. 2i)«) 

d. h. 

(44) indg - = y indg • g = ind^ • is • indg • g (mod. p^-'^{p — 1)). 

Diese Formel lehrt; dafs in der That der Index einer 
Zahl mit der primitiyen Wurzel wechselt, auf welche er 
sich bezieht, und dafs man aus dem fiir eine primitive Wur- 
zel g genommenen Index von den fiir eine andere primi- 
tive Wurzel g geltenden findet, indem man jenen mit dem 
far g geltenden Index von g multipliziert und vom Produkte 
den Rest nimmt (mod. p"-^ (p—-l)). In entsprechender Weise 
entsteht der erstere Index aus dem zweiten^ wenn dieser mit 
dem fiir g geltenden Index von g multipliziert wird. Der 
Kongruenz (43) zufolge sind die genannten beiden Multi- 
plikatoren (mod.jp""* (p — 1)) assoziiert. Nur die Indices von ±1 
sind von der Wahl der primitiven Wurzel unabhangig, Durch Gleich- 
setzung der Indices von js findet sich namlich aus (44) 

(indg-^ — l) ind. ir = (mod.i)«-^(p— 1)); 

soil diese Beziehung fOr jede der von g verschiedenen primitiven 
Wurzeln g bestehen^ so mufs sie es auch fftr g = Q''~^ (mod. 
bezw. 2p")y wo wieder zur Abkiirzung steht fiir ^"""^(p — 1); dann 
nimmt sie aber die Gestalt an 

(f-l).md..^0(mod.|) 

und wird nnr erfOllt, wenn entweder ind. g = d. h. e = \, oder 

ind. « - P°~'(i'-i) d. L « = - 1 ist, 

Der betrachtete tJbergang von den Indices^ welche sich auf eine 
bestimmte primitive Wurzel beziehen^ zu den fiir eine andere gelten- 
den Indices ist offenbar vollig analog dem tTbergange vom Logarithmen- 
system fiir eine gegebene Ghnndzahl zu dem fiir eine andere Grund- 
zahl geltenden; fiberhaupt aber erweist sich die Rechnung mit Indices 
derjenigen mit Logarithmen ganz entsprechend; insbesondere findet 
Z.B. folgender Satz statt: Der Index eines Produkts ist (mod. j?"""* 
•(|>— 1)) kongruent der Summe der Indices seiner einzelnen 
Faktoren. Es geniigt, ihn fiir ein Produkt jer/ zweier Faktoren zu 
beweisen. Ist aber 

= g^% z = , 

SO ergiebt sich 

und nun, da auch } (mod. p^ bezw. 2|)**) 

22 • 
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iind g primitive Wurzel ist, in der That 

(45) ind. esf = ind. e + ini / (mod. p'^'^ip — 1)). 

Fiir den einfachen Fall eines ungeraden Primzahlmodulus p nimmt 
diese Eongruenz die Gestalt an: 

(45 a) ind. ze' = ind. z + ind. jer' (mod. p — 1). 

Auch (mod. 2) nnd (mod. 4) ist jeder zum Modulus primen d. L 
ungeraden Zahl z in soldier Weise ein Index zugeordnet^ da man 

z = V (mod. 2) 

und, jenachdem z von der Form 4Zj + 1 oder 4i + 3 ist, 

if = (- If Oder = (- ly (mod. 4) 

setzen kann. 

Flir die Clbrigen Moduln, fiir welche keine primitive Wuizel vor- 
handen ist, kommt dagegen einer zum Modulus primen Zahl z nicht 
in gleicher Weise ein Index zu, wie bisher; aber auch dann laTst sich 
eine entsprechende, nur weniger einfeushe Beziehung au&tellen. In 
der That; wenn zunachst n==^2\ A > 2 ist, so ist jede zu n prime 
Zahl z einer bestimmten der Potenzen (32) kongruent, man darf 
also setzen: 

(46) ^ = (-l)a.5/? (mod. 2^), 

wo a ein bestimmter der Werte 0, 1 und /} eine bestimmte der 
Zahlen 0, 1, 2, . . . 2^"^— 1 ist; dies gilt sogar noch fftr A « 2, sodafs 
der Modulus 4 hier subsumiert werden kann, wie schliefslich auch 
der Modulus 2, wenn man dann Uy gleich NuU festsetzt. Man 
hat hier zwar nicht einen Index filr die Zahl z, wohl aber 
ein bestimmtes System zweier Indices, die Exponenten a 
und p. 

Ist endlich n = 2}p^'p"^' . . . ein ganz beliebiger Modulus und 
z eine zu ihm relativ prime Zahl, so bestehen dem Gesagten zufolge, 
wenn g\ g \ . . . primitive Wurzeln filr die Moduln p'^yP"^\ . . . resp. 
bedeuten, Kongruenzen von der Eorm 

= (- 1)« . 5/* (mod. 20 
/47N ^^9'^ (mod./"') 

^ ^ ^ = (/"y" (mod./'«") 

; 

in denen a, /3, /, . . . bestimmte Werte resp. aus den Reihen 
0,l;0,l,2,...2^-»-l;l,2,...p'«'-i(2,'-l); l,2,...p"«"- V'-l);-- 
sind. Diese bestimmten Exponenten a, /3, y', / . . . dftrfen 
zusammengenommen die Indices von z genannt werden, so- 
dafs es in diesem allgemeinsten Falle wieder zwar nicht einen In- 
dex, wohl aber ein System mehrerer Indices far die 2ialil z 
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giebt. Demselben kommt eine analoge Eigenschaft zu, wie sie fiir 
den Fall eines Modulus oder 2p^ in der Kongruenz (45) sich aus- 
spricht. Sind namlich 

a, A y; y , ••• 

die Indices zweier Zahlen e, z^, und sind 

«j, ft; Yi, Yt", ■ ■ ' 
die Indices ihres Produktes ze^, so bestehen die Kongruenzen 
(m cc,^a + cc, (mod. 2), ft = ^ + ft (mod. 2^-») 

^ y,'=/+y/(mod.p'«'-i(l)'-l)), y,"=/'+y,"(mod.p"«"-'(p"-l)),... 

Dies folgt fUr die Indices yg'; ^2"; • • • sofort aus (45); femer aber 
erschliefst man aus den Kongruenzen 

= (- lyb^, 0^ = (- 5^1 (mod. 2') 

die andere: 

0jsi = {- l)«+«i.5^^^ 
also in Yerbindung mit der Kongruenz 

isz, = (^ 1)"».5^« 

die folgende: 

(^ l)«».5^8 = (-l)''o.5/*o^ 

wenn a^, Pq die kleinsten Reste von a + ^i; P + §1 (mod. 2) resp. 
(mod. 2^"*) bedeuten. Hier steht beiderseits eine der Potenzen (32), 
welche nur kongruent sein konnen, wenn sie identisch sind, also ist 
ciCjj = Oq, /Sj = fi^y mithin die ersten beiden der Kongruenzen (48) eben- 
falls erfaUi 

9. Bei der grofsen Bedeutung, welche den vorstehenden Ent- 
wicklungen zufolge den primitiven Wurzeln einer Primzahl p zu- 
kommt, ist es wichtig, sich klar zu machen, wie man in jedem 
Falle eine solche ermitteln konne. Man setze zu diesem Zwecke 
wieder 

p-1 ^a^Vc^ 

dann mufs eine Zahl jer, welche nicht primitive Wurzel (mod. p) d. h. 
keine primitive A^rzel der Kongruenz 

;8fP-^= 1 (mod. 2?) 
ist, einer Kongruenz von derselben Gestalt, deren Exponent ein Teiler 
von p—X ist, mithin wenigstens einer der folgenden Kongruenzen: 

p-Jt p-i p-i 

* =1, ;^ * =1, ,9 ^ =l...(mod.i?) 

gentlgen, und umgekehrt wird eine Zahl die eine dieser Kongruenzen, 
etwa die erste derselben erfiillt, nicht zum Exponenten p — 1 gehoren 
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also keine primitive Wurzel (mod. p) sein kSmien. Nun sind, wie 
wir demnachst sehen werden, die Wurzeln dieser Eongruenzen resp. 
die b^, c**°, . . . Potenzreste (mod. p), Scheidet man daher aos 
der Reihe 

(49) l,2,3,...i)-l 

successiye die Zahlen ans, welche Potenzreste sind, aos den tiber- 
bleibenden Zahleu diejenigen; welche Potenzreste sind u. s. w., so 
miissen notwendig diejenigen Zahlen, welche zuletzt verbleiben, die 
primitiven Wnrzeln (mod. p) sein. 

Diese nicht sehr praktische Methode lafst sich nach 
Gaufs (2). A. art, 73) anf Grund des in Nr. 3 gegebenen 
Hilfssatzes durch folgende andere ersetzen. 

Man greife aus der Beihe (49) irgend eine Zahl z herans und 
bilde (Nr. 1) ihre Periode d. h. die Potenzen 1, is, jer* . . bis man 
zu einer Potenz 2^ gelangt, welche (mod.j?) den Rest 1 giebt; e ge- 
hort dann (mod. p) zum Exponenten d, der ein Teiler von p—l sein 
mufe (Nr. 1), die Potenzen 

(50) 1, IS, jerV..^"' 

sind die samtlichen Wurzeln der Eongruenz jei' = 1 (mod. p) und sie 
enthalten daher unter sich auch die samtlichen nicht primitiven 
Wurzeln dieser Eongruenz d. h. (Nr. 2) samtliche Zahlen, welche zu 
einem Teiler von d als Exponenten gehoren. Fande sich nun d=p — 1, 
so hatte man bereits in n eine primitive Wurzel (mod.p) ermittelt. 
1st dagegen d <|> — 1, so sei / eine Zahl, welche keiner der Po- 
tenzen (50) kongruent ist; man bilde ftir diese wieder ihre Periode 

wo d' den Exponenten bedeutet, zu dem z' gehort; er kann, wie so- 
eben bemerkt^ kein Teiler von S sein und demnach muTs das kleinste 
gemeinsame Yielfache von d, S' grofser als d sein. Man zerlege 
nun (s. Eap. 2, Nr. 9) die Zahl d^ nach der Formel S^^dd' in der 
Weise in zwei relativ prime Faktoren, dafs d in d, d' in d' aufgehe. 

6 

I>a z^ zur offenbar aber zu keiner kleineren Potenz erhoben 
kongruent 1 wird (mod.jp), so gehort z zum Exponenten d, ebenso 
zum Exponenten nach dem in Nr. 3 benutzten Hilfssatze ge- 

£ 1 

hort folglich z^ = z^ -z'^ zum Exponenten d^ > d. Ware die s<f be- 
stimmte Zahl S^^p — ly so hatte man jetzt in z^ eine primitive 
Wurzel (mod. ^) ermittelt, andemfalls gabe es eine Zahl, welche 
keiner der Potenzen 

1; • • • ^1 ^ 
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kongruent ware, nnd man konnte dann genau wie soeben eine Zahl 
jsTj ermitteln, welche zu einem noch grofseren Exponenten als 
gehorte, u, s. w. Fahrt man aber so fort, so mufs in der wacbsenden 
Beibe der Zablen d, dj, tfj, . . welcbe samtlicb Teiler von p—l 
sind, endlicb eine gleicb p — l werden, womit dann in der zuge- 
borigen der Zablen jer, z^, ^2; - • • primitive Wurzel (mod.|)) ge- 
funden sein wfirde. 

Sei z. B. 41. Wablt man z so findet sicb als zuge- 
borige Periode die folgende Reibe von Zablen: 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 40, 39, 37, 33, 25, 9, 18, 36, 31, 21, 

also d = 20. Da nocb d<|> — 1, so wable man ffir / einen der 
Reste (mod. 41), welcbe sicb in der vorstebenden Reibe nicbt finden, 
etwa /=.3; die zugeborige Periode ist folgende Reibe von Zablen: 

1, 3, 9, 27, 40, 38, 32, 14, 

20 • 8 

mitbin d' = 8. Denmacb findet sicb = — |— = 40 = 5 • 8, und so- 

mit = 2* • 3* = 7 (mod. 41) als primitive Wurzel dieses Modulus.*) 
10. Wir kebren nunmebr zur Eongruenz (1) wieder zuriick und 
versucben, sie aufzulosen. Sei 

(51) n = 2V«y'«"... 

Wenn die Eongruenz (1) auf losbar und a; = | (mod. n) eine Losung 
derselben, also = a (mod. n) ist, so ist | aucb eine Wurzel jeder 
der Eongraenzen 

(52) af» = a (mod. 2^), oT^a (mod. / ''');••• 

und demnacb ist die Eongruenz (1) unlosbar, sobald aucb nur eine 
der letzteren Eongraenzen es ist, sobald also a aucb nur in Bezug 
auf einen der Moduln 2\ p'^\ p"**", . . . m*®' Nicbtrest ist. Wenn 
dagegen a fiir jeden derselben ein m***' Potenzrest ist, die Eongraenzen 

(52) mitbin alle auflosbar sind, und es bedeuten p, r, . . . je 
eine Wurzel derselben, r, 5, ^, . . . aber die aus Eap. 3^ Nr. 8 bin- 
reicbend bekannten Hilfszablen, so wird die Zabl 

(53) i = rQ + S6 + tr . . , (mod. n) 

eine Wurzel der Eongraenz (1) reprasentieren; denn, da aus der vor- 
stebenden Formel sicb 

I = Q (mod. 2^, I = 6 (mod. p'«'); • • • 
ergiebt, so findet sicb 

r = a(mod.2^), I'^sa (moi/«'); 

also aucb 

I"* = a (mod. n). 

♦) Eine Tabelle der kleinsten primitiven Wturaehi aller Primzahlen < 3000 
hat nenerdinga G. Wertheim {Acta Math. 17, 1898, p. 816) verOfFentlicht. 
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Setzt man daher in diesem Falle in der Formel (53) fOr q^6j%j... 
der Reihe nach alle moglichen Wurzehi der abgeleiteten Eongmenzen 
(52) ein; so erhalt man die samtlichen Wurzeln yon (1) und sie 
allein^ deren Anzahl also der Anzahl jener Wurzelkombinationen gleich 
ist Bezeichnen tc?(2^), w(j)'^'), . . . die Anzahl der Wurzeln 
der einzelnen Eongruenzen (52), sodafs z. B. «;(2^) = zu 
setzen ist, falls a ein w**' Nichtrest (mod. 2^), so wird hier- 
nach die Anzahl w{n) der Wurzeln von (1) jederzeit durch 
die Formel 

w(n) = w(2') . u;(p'«') • «;(i>"^') . . . 

gegeben sein. 

Demgemafs er^brigt nur die nahere Betrachtung der 
Eongruenz 

(54) = a (mod. 2^) 
sowie einer Eongruenz 

(55) af = a (mod. p^) , 

deren Modulus die Potenz einer ungeraden Primzahl ist 
Mit der Untersuchung der letzteren wollen wir beginnen. 
Den allgemeinen Betrachtungen in Nr. 1 zufolge hat diese Eon- 

gi-uenz genau dieselben Wurzeln wie die andere: 

(56) (x^ = a {mod^p''), 

in welcher d grofster gemeinsamer Teiler ist Yon m und <p{p^) 
= p«-*(2) — 1). Setzt man aber a als m^^ Potenzrest (mod. p") 
Yoraus, so hat nach derselben Nummer die letztgeschriebene Eongruenz 
ebensoYiel Wurzeln, wie die Eongruenz 

(57) ^ = 1 (mod.i>«) 

d. h. nach Nr. 4 genau d. Werden nun die (p(jp°') Glieder eines 
reduzierten Restsystems (mod,p^) zur Potenz erhoben, so gehen 
samtliche inkongruente m** Potenzreste (mod.j?**) und dem eben Be- 
merkten zufolge jeder Yon ihnen d Mai hervor. Daher mufs es 




inkongruente Potenzreste (mod.|>") geben. 

Ist z. B. m = 2, handelt es sich also um quadratische Reste 
(mod.jp^), so findet sich 6^2, die Anzahl dieser quadratischen Reste 

also gleich — -, Ebenso grofs ist unterhalb jp" die Anzahl 

der quadratischen Reste (mod. p), und man tLberzeugt sich leicht, 
dafs diese letzteren auch identisch sind mit den ersteren, denn f£tr 
jede Zahl a, fflr welche die Eongruenz x^ = a (mod-jj*) moglich ist, 
wird auch die einfachere: x^^a (mod. p) erfullt. 
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Ob ntm eine Zahl a m*®' Potenzrest (mod. p') iet, oder nicht, 
kami durch ein theoretisch sehr einfaches Kriterium entschieden 
werden. Besteht namlich die Eongruenz (56) ^ so erhalt man dorch 

ihre Erhebung zur ^ ^ Potenz mit Riicksicht auf den Fermatschen 
Satz d. i. auf die Eongruenz 

!xfP^) = l (mod.i)«) 

die Beziehung 

(^^) a <^ =1 (mod.j>«). 

Jeder der ^-^-^ m**° Potenzreste (mod. |>*) ist also eine Wurzel der 
Eongruenz 



(mod. f^) ; 



da letztere aber (nach Nr. 4) genau ^ Wurzeln hat^ so kann ihr 

auch keine weitere Zahl gentlgen^ und demnach besteht die Beziehung 
(58) nicht fOr Nichtreste a. Somit findet sich der Satz: Eine 
Zahl a ist Potenzrest (mod. p^) oder nicht, jenachdem 
die Bedingung (58) erftlllt oder nicht erfflllt ist. 

Ist z. B. m also auch d gleich 2, so erhalt man als Bedingung 
far die quadratischen Reste a (mod. p") die Eongruenz 

a * = 1 (mod.p*); 

demnach ist — 1 quadratischer Rest oder Nichtrest (mod. p"), je- 
nachdem 

{-^IJ ^ =(-1) ' =1 (mod.j)«) 

d. h. gleich 1 ist oder nicht, oder also, jenachdem p die Form 
4fc + 1 oder die Form 4ife — 1 hat. 

Sei noch m =» 4; dann ist d = 4 oder d = 2, jenachdem p von 
der Form 4fc + 1 oder 4i; — 1 ist. Demgemafs nimmt der Ausdruck 

a ^ fOr a = — 1 im letzteren Falle die Gestalt 

(-1/ * =(-lp — 1 

an und zeigt so, dafs — 1 biquadratischer Nichtrest ist. Im ersteren 
FaUe wird fiir a = — 1 jener Ausdruck 

(-1) * -(-1)* 

kongruent + 1 oder — 1, jenachdem p yon der Form 8fe + 1 oder 
8A + 5 ist, und deshalb ist — 1 fOr die Primzahlen von der ersteren 
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Form biqiiadratischer Rest, fUr diejenigen der zweiten Form biquadra- 
tischer Nichtrest (vgl. Gaufs, iheor. resid, biquadr. I art. 9). 

Allgemein ergiebt sich oflfenbar aus der Bedingung (58) , welcbe 
die m^"^ Potenzreste {mod.p") charakterisiert, das Resultat, dab das 
Prodnkt zweier m^^ Potenzreste wieder ein Potenzrest, das Pro- 
dukt aus einem Potenzreste und einem m^°^ Nichtreste dagegen 
ein w*®' Nicbtrest sein mufs. Wie es sich mit einem Produkfce 
zweier m**° Nichtreste verhalte, geht allgemein nicht, wie es bei den 
quadratischen Besten gescbah, aus jener Bedingung bervor. Da die 

Anzabl e?= ^ der inkongruenten m**° Potenzreste (mod-p**) ein 

Teiler von (p(j>^) ist, giebt es (nacb Nr. 4) genau (p(d) Zablen a, 
welcbe (mod. p") zum Exponenten d geboren; jede dieser Zablen aber 
geniigt der Kongruenz (58), ist also ein Potenzrest, und da 
somit die (mod. p") inkongruenten d Potenzen 1, a, a*, . eben- 
falls Potenzreste sind, so stellt diese Reibe Yon Potenzen 
die samtlicben m**° Potenzreste dar. 
Ibre Summe ist 

l + a + a' + .-. + a^'-^-^^^^. 

Nun kann, wenn m durcb p — 1 nicbt aufgebt, nicbt a=l (mod.p) 
sein, weil bieraus nacb dem Hilfssatze der Nr. 4 die Eongruenz 

ai^-*=l (mod.i)«) 

bervorginge, welcbe mit der vorausgesetzten Kongruenz 

a^=l (mod.i)«) 

verbunden, die femere: 

a*=l (mod. |>«) 

ergabe, in welcber t den grofsten gemeinsamen Teiler von jp"~^ und 
d bedeutet; dieser ware aber kleiner als d, da d^- kein 

Teiler von p^"^ ist, und somit widerspracbe die vorige Kongruenz 
der Bedeutung von a, Hieraus folgt, dais die recbte Seite der 
letzten Gleicbung dann durcb p^ teilbar, andemfalls aber, wie leicbt 
zu Hberseben, es nicbt ist. Man findet also den Satz: 

Die Summe der m^^°^ Potenzreste (mod.p**) ist kongruent 
Null oder nicbt kongruent Null, jenacbdem m durcb jp — 1 
teilbar oder nicbt teilbar ist. 

Ibr Produkt findet sicb durcb den Ausdruck 

Wenn bier d ungerade ist, so wird 

(i-l 

(a**) 2 =1 (mod.j)«); 
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ist dagegen d gerade, also d — 1 ungerade und 

^ 1 = (a^ - 1) (a^ + l) = (mod. p^) , 

wo nur einer der Faktoren durch p teilbar sein kann, da ihre Differenz 
es nicht ist; so folgt nach der Bedeutung der Zahl a 

a* = — 1 (mod-p**) 

und folglich 

[a^y ' = (- = - 1 (mod. j>«). 

So erhalt man den femeren Satz: Das Produkt der m^^ Potenz- 

reste (moip") ist kongruent 1 oder —1, jenachdem ^ 
ungerade oder gerade ist. 

Endlich bemerken wir, dafs das Eriterium (58) mit 
Hilfe der Theorie der Indices (Nr. 8) durch ein anderes; 
aquiyalentes ersetzt werden kann. Besteht namlich die Eon- 
gruenz (55), so ftihrt die Bemerkung, dais zwei (mod.|)*') kongruente 
Zahlen den gleichen Index haben, der Index eines Produktes aber 
(mod. fpip^) der Summe der Indices der Faktoren kongruent ist, zur 
folgenden Eongruenz 

(59) m • ind. x = ind. a (mod. 9 (p"))> 

welche in Bezug auf die Ghrofse ind. x vom ersten Grrade ist. Nach 
der Theorie solcher Eongruenzen ist dieselbe dann und nur dann 
auflosbar, wenn der grofste gemeinsame Teiler von m, (p(p^) d. i. 
die Zahl d auch in ind. a aufgeht; unter dieser Bedingung aber giebt 
es dann d Werte | des ind. x, welche die Eongruenz erfiUleU; und 
jedem yon ihnen entspricht durch die Formel 

x = s^ (mod.p"), 

in welcher g die dem gedachten Indexsysteme zum Grunde liegende 
primitive Wurzel (mod. p^) bedeutet^ eine Wurzel der Eongruenz (55). 

Hiernach ist eine Zahl a w*®' Potenzrest (mod. jp*) dann 
und nur dann, wenn 

(60) ind. a = (mod. d) 
ist. 

Zugleich lehrt die angestellte Betrachtung eineMethode 
zur Auflosung der Eongruenz (55) fflr den Fall, dafs diese 
ftlr a erforderliche Bedingung erffillt ist. Man denke sich 
far eine beliebig gewahlte primitive Wurzel g (mod. p^) eine 
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Tabelle*) aufgestellt, welche fflr alle Glieder eines reduzierten Rest- 
systems die zugehorigen Indices angiebt^ nnd wieder eine zweite 
Tabelle — die umgekehrte der ersteren — , ans welcher fClr jeden 
Wert des Index d. h. fOr die Zahlen 1, 2, 3, . . . 9?(j>") die ilinen ent- 
sprechenden Glieder des reduzierten Elestsystems zu entnelimen sind, 
genau wie eine Logarithmentafel fdr jede Zahl den entsprechenden 
Logarithmus, aber auch fiir jeden Logarithmus die zngehorige Zahl 
aaffinden lafst. Urn dann die Eongraenz (55) zu losen^ betrachte 
man die ihr aquivalente Eongraenz (59). Diese ist unter der Be- 
dingung (60); deren wirkliches Stattfinden durch die erste Tabelle 
festgestellt werden kann, auflosbar. Man suche demgemats die 
Losungen der Eongraenz 

mjs = ind. a (mod. q>{p^), 

deren Anzahl gleich d ist, und nenne sie 

(61) z^, if,, . . . zy, 

die Zahlen 

welche nach der zweiten Tabelle den Indices (61) entsprechen, sind 
dann die d Wurzeln der Eongraenz (55). 

11. Nunmehr wenden wir uns noch zur Betrachtung 
der Eongruenz (54). 

Die Falle A = l und 1=^2 erledigen sich ohne weiteres. 
Der einzige ungerade Rest a (mod. 2) ist a = 1, die Eongruenz 

= 1 (mod. 2) 

aber ist stets auflosbar und hat die einzige Wurzel x = l. 

Als ungerade Reste a (mod. 4) diirfen a=«+l, a = — 1 ge- 
wahlt werden. Ist nun zunachst m ungerade, so ist die Eongraenz 

af" = ± 1 (mod. 4), 

da fQr eine ungerade Zahl x stets x^=l (mod. 4) ist, mit der ein- 
facheren: 

a; = ± 1 (mod. 4) 

identisch und hat also die einzige Wurzel x = + 1 resp. a; = — 1 
(mod. 4). Ffir ein gerades m dagegen ist 

sf^—l (mod. 4) 

unmoglich, wahrend 

*) Fur den Fall eines einfachen Primzahlmodulns p gab bereits Ganfs 
(D. A, tab. I) eine kleine, bis p « 97 gehende Tafel. S. femer C. 6. J. Jacobi's 
Canon arUhmeticus ^ Begiomantanae 1889, in welchem u. a. die gedachten zwei 
sich erg&nzenden Tabellen in grOfBerem Umfange for Primzahlmoduln aufgestellt 
sind. Ygl. anch Y. A. Lebesgne, Journ. de math. 10, 1854, p. 884. 



Digitized by 



Die hOheren Eongrnenzen. 



349 



flf" = + 1 (mod. 4) 

die zwei Wurzeln a; = 1, a? = 1 zulafst. 

Sei jetzt X > 2 und * = 2^""" der grofste gemeinsame 
Teller von m und 2^~^ Nach Nr. 1 hat die Kongraenz (54), 
falls sie iiberhaupt losbar also a m^^ Potenzrest (mod. 2^) ist, eben- 
soviel Wurzeln, wie die Kongruenz 

^ = 1 (mod. 2^). 

Ffir jede der stets ungeraden Losungen z der letzteren besteht aber 
auch die Kongruenz (31): 

fs^'^=l (mod. 20 
also geniigt jede derselben auch der Kongruenz 

(62) ;9«'~^=1 (mod.20 

und umgekehrt. Letztere Kongruenz hat, wenn v A d. h. ^ » 1 
ist, was dann und nur dann der Fall sein wird, wenn m eine un- 
gerade Zahl bedeutet, nur eine Wurzel = 1 , andemfalls hat sie 
deren (nach Nr. 5) 2 • 2^-* = 2^""*+^ Da nun die 2^-^ ungeraden 
Reste (mod. 2^), zur m^^ Potenz erhoben, die samtlichen w*®*^ Potenz- 
reste a ergeben und jeden yon ihnen so oft, als die Anzahl Wurzeln 
der Kongruenz (54) oder (62) betragt, so findet sich die Anzahl 
aller w*®*" Potenzreste (mod. 2^ je nach den soeben unterschiedeneu 
Fallen: namlich fiir ein ungerades m gleich 2^"^ (d. h. jede un- 
gerade Zahl ist dann m^' Potenzrest (mod. 2^)), ftlr ein gerades m 
dagegen gleich 2"""*. 

Ob aber im letzteren Falle eine ungerade Zahl a Potenz- 
rest (mod. 2^ sei oder nicht, k5nnte man suchen vermittelst der 
Kongruenz (54) analog zu entscheiden, wie dieselbe Frage in Bezug 
auf den Modulus mittels der Kongruenz (56) entschieden worden 
ist. Besteht namlich jene Kongruenz, so findet sich daraus durch 
Erhebung in die 2"-^*® Potenz 

(63) 0^-^=1 (mod.20, 

eine Bedingung, der mithin jeder m*® Potenzrest (mod. 2^ Geniige 
leisten mufs. Hier ist aber diese notwendige Bedingung nicht, wie 
bei dem aus (56) abgeleiteten Kriterium (58), zugleich auch die aus- 
reichende Bedingung dafOr, dafs a m^^ Potenzrest sei; denn es giebt, 
wie gezeigt, nur 2^~^ w** Potenzreste (mod. 2^, die Kongruenz 

(64) x^'^ ^1 (mod. 20 

dagegen hat, falls nicht v = 2 ist, 2-2''"* Wurzeln. Hier zerfallen 
dann also die ungeraden Zahlen (mod. 2^) in drei Klassen, welche 
enthalten: 



Digitized by 



350 



Siebenies Kapitel. 



1) Die 2^-* w*^^ Poteii2a-este; 2) diejenigen 2"-^ m^'' Nicht- 
reste, welche der Eongruenz (64) geniigen; nnd 3) die ubrigen 
w*®° Nichtreste. 

1st V = 2, mithin nur ein m*^ Potenzrest, namlicli die Zahl 
a = 1 (mod. 2^) TorhaDden^ so hat auch die Eongraenz (64) nur eine 
Wurzel, die zweite Elasse bleibt leer, und jeder von 1 yerschiedene 
ungerade Rest (mod. 2^) gehort der dritten Elasse an. 

Um in dem interessanteren Falle v > 2 die Verteilung der un- 
geraden Zahlen a (mod. 2^) in die angegebenen drei Elassen naber zu 
iibersehen, denke man sicb jene Zahlen nach dem Exponenten gruppiert, 
zu welchem sie (mod. 2*) gehoren. Sei also a eine zum Exponenten 
2^ -A* gehorige ZsJil. Nach Nr. 5 haben derartige Zahlen (mod. 2^) die 
Form ±5*""^", wo u ungerade ist; nach derselhen Nummer findet sich 

also auch 



wo h, h ungerade Zahlen bedeuten; also hat jede zum Exponenten 
2^"^ gehorige Zahl auch diese letztere Form. TTmgekehrt ist aber 
auch jede Zahl von der Form ± 1 + 2^jk, wo k ungerade ist, eine zum 
Exponenten 2^"^ gehorige Zahl. Denn, wenn zuiuLchst a = 1 + 2^ 
also a — 1 genau durch 2^ teilbar ist, so ist nach dem (auch f&r 
p ^2 giltigen) Hilfssatze der Nr. 4 



durch 2^ teilbar. Ist dagegen a = — 1 + 2^*^?, so ist a* — 1 genau 
durch 2'*'*"^ teilbar, woraus wieder dieselbe Folgerung hervorgeht. 
Da (I mindestens == 2 ist, giebt es xmter den ungeraden Zahlen 
(mod. 2^) ofifenbar ebensoviel Zahlen der Form 1 + 2^*, wie Zahlen 
der Form — 1 + 2^ft. 

Damit nun eine solche, der Eongruenz x^~'^ = 1 (mod. 2*) ge- 
niigende Zahl a auch die Bedingnng (64) erfUlt, ist notwendig und 
hinreichend, dafs 2""* ein Vielf aches von 2^"^*, also v — 2^A — f* 
oder ft ^ A — V + 2 sei. 

Ist folglich (I <, X — V + 2, so finden sich samtliche zum Ex- 
ponenten 2^"^ gehorige Zahlen in der dritten Elasse. 

Im entgegengesetzten Falle verteilen sich die letztgenannten 
Zahlen in der Weise auf die beiden ersten Elassen, dafs diejenigen 
von der Form 1 + 2f*k der ersten, diejenigen von der Form — 1 + 2'*t 
der zweiten angehoren. Um sich hiervon zu Uberzeugen, bemerke 
man einerseits, dais die Zahlen 



±5^ 



= ± 1 + 2^ . 
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welche den samtliclien znlassigen Werten (i der gedachten Art, nam- 
lich den durch die Ungleicliheiten (i^ X — v + 2 bestimmten ft 
entsprechen, die samtlichen Wnrzeln der Kongruenz (64) ausmachen, 
zur Halffce also der ersten, zur Halfte der zweiten Klasse angehoren; 
andererseits, dafs eine Zahl der zweiten Form kein Potenzrest 
(mod. 2^) sein kann, denn, ware 

af» = - 1 + 2^* (mod. 2^), 

so folgte, da (i mindestens = 2 ist, af* = — - 1 (mod. 4), was nicht 
sein kann, da x nngerade nnd m gerade isi Da nun die Menge der 
Zahlen — 1 -f ebenso zahlreich ist, wie diejenigen der Zahlen 
1 + 2f*1c, mfissen die Zahlen der letztem Form zur ersten Elasse 
gehoren. 

Auf die Yorstehend; zumeist im Anschlusse an die Arbeit von 
C. F. Arndt (Joum. f. Math. 31, 1846, p. 333) gegebenen Bemerkungen 
fiber die m^°^ Potenzreste mfissen wir uns bier beschranken, da die 
eingebendere Tbeorie der letzteren nur aus Betrachtungen geschopft 
werden kann, welcbe weit Uber die Grenzen der „Niederen Zahlen- 
theorie" hinausgreifen.*) 

12. An die Tbeorie der Potenzreste scbliefst sicb passend die 
Entwicklnng rationaler Brdcbe in Dezimalbrficbe an, die wir 
bier in ibren Hauptzfigen als besonderen Fall einer allgemeineren 
Entwicklungsart berleiten woUen.**) 

Im 2. Eapitel Nr. 11 ist gezeigt worden, dafs jede positive ganze 
Zabl mittels einer gegebenen Gfrundzabl, die bier g genannt werden 
mag, in die Gestalt 

(65) a/ + tti/-* H h aj^^^g + a^^ 

gesetzt werden kann, in welcber a, ^> • • • a^.i; positive ganze 
Zablen < g oder Null sind. Dasselbe wird in gleicber Weise f&r 
jeden positiven Wert Uberbaupt als ricbtig erkaant, nur dafs alsdann 
ttj^ keine ganze Zabl, sondem, wenn wir uns bier auf die Entwicklnng 
rationaler Werte bescbranken, nur eine rationale Zabl <,g sein 



*) S. zu den voraofgehenden Nnmmem aoTser der angefahrten Arbeit 
von Arndt die artt. 46 — 98 der Disqu. Arithtn. von Qanfs, sowie seine nach- 
gelassene Arbeit solutio congntentiae JC^ —1 = 0, Werke U, p. 199, desgl. 
J. A. Serret, Handb, der Mheren Algebra, deutsch v. Wertheim n, 2. Kap. — 
Vgl. anch Enler, iheor. circa residua ex divisione potest, relicta, Comm. N. Fetr. 
7, p. 49; Dem. circa residua etc,, ibidem 18, p. 86; Opusc. ancdyt. I dissert. 6 
nnd 8. 

**) Weiteres darflber sehe man n. a. bei S. Morel und E. Pellet, Nouv. 
Ann. de Math. (2) 10, 1871, p. 89 u. 98; J. W. L. Glaisher, Henry Goodwyn's 
table of circles, Proceed. Cambridge 8, 1879, p. 196; Th. SchrOder, Progr. d. 
Oymn. zu Anshach 1872; J. Hartmann, iV. d. O. zu Einteln 1872; Kessler, 
PeriodeiMngen der BezimaXbrHche , Berlin 1896. 
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wird. Eine solche aber ist stets die Sumine ans einer ganzen Zahl, 

die <^ ist nud anch Null sein kann^ und einem echten Bruche 

welch' letzteren man sis rednziert annehmen darf, sodalB r eine der 
relatiyen Primzafalen zu n ist^ welche kleiner als n sind. Jeder Bmch 
dieser Art, deren es (p(n) bei gegebenem Nenner n giebt, verstattet 
nun eine Entwicklnng ahnlicher Art wie die Entwicklung (65), die 
jedoch nach den negatiyen Potenzen yon g fortschreitet. Urn zn ihr 
zu gelangen, stelle man, analog dem Euclidischen AlgorithmuB, 
folgendes System yon Gleichnngen auf : 

gr^ = ai^ + r^, 0^r^<n 

(66) • • • 

gr^ ^ a.^^n + r^^^, 0^r,^i<n 



aus den fQr die Reste festgesetzten Grenzen folgen offenbar dann 
fiir jede der ganzen Zahlen a^ die TTngleichlieiten ^ < ^. Fafst 
man die Gleichungen (66) als Kongraenzen (mod. n) aof, so ergiebt 
sich ans ibnen 

(67) gr^_^ = r^ (mod. n) 
xmd daher allgemeiner 

(68) <rr,_i=r^^,_, (mod. n), 
eine Eongruenz, welche f&r i» 1 die andere: 

(69) srr = r^ (mod. n) 
ergiebt. 

Nun bricht die Beihe der Gleichungen dann und nur dann ab, 
wenn einer der Reste Null wird; dies geschieht aber nach (69) 
fur den Rest r„ dann und nur dann, wenn • r = (mod. n) d. h., 
weil r prim gegen n ist, wenn ^ teilbar ist durch n, was wieder 
nur dann gescheben kann, wenn n keine anderen Primfaktoren ent- 
halt, als sie g besitzt, alsdann aber Sir einen gewissen kleinsten Wert 
w = ft auch wirklich geschieht. In der That, ist 

wo jedes eine positiye ganze Zahl, jedes eine positiye ganze 
Zahl Oder Null bedeutet, so wird durch n teilbar und die niedrigste 
Potenz yon g sein, welche es ist, wenn h die kleinste ganze Zahl be- 
zeichnet, fiir weldie jedes ha^^ fi^, welche also gleich oder grolser 
ft 

ist als jeder der Brilche —. Ist insbesondere g aus lauter yer- 
schiedenen Primfaktoren zusammengesetzt, so wird h ganz 
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einfach dem grofsten der Exponenten /S^, P^f - - - fik g^^ich za 
setzen sein. Man findet znnachst folgendes Resultat: 

Enthalt n keine anderen Primfaktoren, ale die Zahl g be- 
sitzt, so ist der Algorithmus (66) endlich und besteht, unter 
h die eben bezeichnete ganze Zahl yerstanden, aus den h 
Gleichungen: 

gr^--a^n + r^ 

00) 

in jedem andern Falle lauft er ins Unendliche fort. 

Aber man kann ihn auch in dem erstem Falle durch einen un- 
endlich en Algorithmus ersetxen, indem man die letzte der Gleichungen 
(70) in der Form: 

9rH^i ^ + (r* - n) 

schreibt und nun fort^hrt, wie folgt: 



Alsdann ftlhrt der Algorithmus in beiden Fallen^ wie grofs die 
Zahl i auch gedacht werde, zur folgenden Formel: 



(^2) ^-7 + ? + 7'+--- + ? + 7n' 

wenn man hier nur in dem zuyor betrachteten Falle, so oft t > A — 1 
ist, a^^ durch — 1 und jede der folgenden Grofsen aj^^u • • • 

durch a — 1 ersetzt. Da nun -J- < ~ ist, also mit unendlich wach- 

sendem i gegen Null konyei^ert, erschliefst man aus (72) diese kon- 

•yergente Entwicklung ftlr den reduzierten echten Bruch — : 

oder den Satz: Jeder irreduktible echte Bruch* ^ lafst sich 

n 

in einen unendlichen Ausdruck yon der Gestalt (73) ent- 
wickeln, in welchem die Koeffizienten a^, welche wir „die 
Ziffern'' der Entwicklung nennen wollen, positiye ganze 
Zahlen <g oder Null sind. 

BftchmAnn, niedere Zfthlenthsorie. I. 28 



a. Tj 
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Zudem ist diese Entwicklung yon-^in einen nnendliclieii 

Aasdruck von der Form (73) eindeutig. Gabe es namlich noch 
eine zweite unendliche Entwicklung dieser Art: 

n 9 ^ 9'^ 9'^ 9'^ ' 
so sei a^, das erste Paar korrespondierender Ziffern, die von ein- 
ander verschieden sind, sodafs eine derselben, etwa a^, grofser als 
die andere sein und aus der Vergleichung von (73) und (74) die 
Gleichung 

hervorgehen wiirde. In der letzteren ist das erste Glied ^ — , 

o£Penbar aber die Gesamtheit aller folgenden Glieder algebraisch 
grofser als 

die ganze rechte Seite der Gleichung, welche Null sein soil, ware 
also algebraisch grofser als Null, ein Widerspruch, aus welchem die 
TTnzulassigkeit der Annahme hervorgeht. 

Wenn fiir die bisher beliebig gedachte Grundzahl g die Zahl 10 
gewahlt wird, so ist ersichtlich die Entwicklung (73) nichts anderes 

als der Dezimalbruch fiir und der vorige Satz besagt daher im Be- 

sonderen: dafs jeder irreduktible echte Bruch auf eindeutige 
Weise in einen unendlichen Dezimalbruch sich entwickeln 
lafst von der Gestalt: 

0, a^a^a^a^, , . . 
Aus (73) folgt weiter 

wo die zweite Klammer, weil kleiner als 

(^-i)(7 + 7' + ---)-i' 

ein echter Bruch sein mufs. Nun ist wegen = r,. (mod. n) auch 

r.* r. 
ft • ~ ^ + ~, wo z ganz und ^ ein echter Bruch ist; folglich 

schlie&t man die f&r jeden Wert des Index i giltige Formel: 
(75) :i„«'±i + ''i+« + ^' + ... 

^ ^ n 9 9 9 
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13. Wir zeigen nun weiter, dafs in der Entwicklung (73) 
des reduzierten Bruches die Folge der Ziffern 

<hy <hy «8; • • • 

periodisch ist. Die in dem uuendlichen Algorithmus (66) reap. 
(70), (71) aufbretenden unendlich vielen Zahlen r, r^y r^, r^y , , . 
konnen namUch, weil sie samtlicli nicht grofser als n sind, nicht alle 
von einander verschieden sein. Sei daher die erste von ihnen, 
welche einer spateren gleich wird, und unter diesen spateren sei r^^^^ 
die erste, der sie gleich wird, derart, dafs A, it die kleinsten Zahlen 
sind, die erstere positiv oder Null, die zweite positiv, fiir welche 

(76) • r,^u = r, 

wird. Dann folgt aus den Kongruenzen 

dafs auch = r^^^, ebenso dann, dafs r^i^^+j = r;^^,,...^;^^,^,! 

= ^A+ifc>.i7 endlich, dafs r^+j^ = r^^^ = r^^ ist, u. s. w. Die Reihe 
der Reste 

und daher nach (66) die Reihe der Ziffern 

wiederholt sich also ohne Ende und die ganze Reihe der Ziffern 
besteht aus h Anfangsgliedern 

(78) aj, Og, ttg, . . .a^^ 

und der unaufhorlich wiederholten Periode (77) von A; 
Gliedern. Die Zahlen k bestimmen sich hierbei folgender- 
mafsen: Aus (76) folgt mit Riicksicht auf (69) 

5f*+* . r = • r (mod. n) 

d. h., weil r prim ist gegen n, 

(79) ■ ig'- 1)^0 (mod. n); 

da nun auch umgekehrt aus dieser Eongruenz die Gleichheit (76) 
wieder hervorgeht, so sind h, Jc die kleinsten Zahlen, die erstere 
positiv oder Null, die zweite positiv, fur welche diese Kon- 
gruenz erfilllt wird. 

Man sieht aber auch leicht, dafs die Reihe der Ziffern 
keine andere (kleinste) Periode besitzt, als die eben be- 
stimmte. Denn, bestande sie aus den i Anfangsgliedern 

©1, Og, . . . a, 

und einer stets wiederholten (kleinsten) Periode 
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so fande sich nach der Fonnel (75) 



« 9 9^ 

also r^^^ = r,., was nach der Bedeutung der Zahlen A, k die Gleich- 
heiten i = h, j ^ Jc nach sich zieht. 

Endlich kann man zeigen^ dafs auch umgekehrt jede pe- 
riodische Entwicklung von der Art (73) einen rationalen 
Bruch darstellt, der freilich nicht reduziert zu sein braucht. Ge- 
setzt namlich, die Reihe der Ziffem bestande ans h Anfangsgliedem 
und einer darauf folgenden Periode von k Gliedem, so folgt aus (73), 
indem man den unendlichen Ausdruck zur Rechten mit 8 bezeichnet, 

fi^ • ^ « «i ^ + «2 / ~ + % 

'^9^9''^"' 

d. i., wenn das Polynom in der ersten Linie, das ganzzahligen Werth 
hat, genannt wird, 



und ebenso 



8-9'-'^, + — + -^ + 



hieraus aber wegen der voransgesetzten Periodizitat der Ziffem durch 
Subtraktion beider Formeln 

also 

5»- ^*+*"~** 



d. h. gleich einem rationalen Bruche, der in seiner rednzierten Form 

nur einen Teiler von ^(^—1) zum Nenner haben kann. — 

Um nun die Periodizitat der Entwicklung (73) naher zu unter- 
suchen, denke man sich allgemein n in zwei Faktoren n^, zerlegt, 
von denen der zweite prim gegen g, der erste nur aus solchen Prim- 
faktoren zusammengesetzt ist, welche auch in g aufgehen, eine Zer- 
legung, wie sie immer moglich ist, wenn man ftlr n^, auch den 
Wert 1 zulafst. Die kleinsten Zalilen h, ky welche die Eongruenz 
(79) erfallen, sind dann offenbar die kleinsten Zahlen ft, i, fiir welche 
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(80) ^ durch n^, fl* — 1 durch 

teilbar ist. 

Enthalt mithiii n sowohl Primteiler von g als auch 
solche; die nicht in g aufgehen^ so ist die Entwicklung (73) 
stets gemischt periodisch^ d. h. es ist vor der Periode noch ein 
anCLnglicher Tell Torhanden; deim in diesem Falle sind n^^ beide 
von 1, also A von Null verschieden. 

Enthalt n nur Primteiler von g^ so ist =» 1 also A « 1, 
die nnendliche Entwicklung (73) ware also wieder gemischt pe- 
riodisch, enthielte % anfangliche Glieder und eine eingliedrige 
Periode. Dies stimmt mit dem, was ffir diesen Pall in vor. Nr. 
schon gefunden worden ist^ vollig iiberein^ wo sich zudem aber noch 
gezeigt hat^ dafs die Ziffer der Periode gleich g ist. 

1st endlich n prim gegen ^r, so ist «= 1, = w also A=-0 
und h der Exponent, zu welchem g (mod. n) gehort. In diesem 
Falle ist also die Entwicklung (73) rein periodisch und die 
Anzahl der Ziffern in der Periode gleich dem Exponenten, 
zu welchem g (mod. w) gehort. 

14. Fiir die Entwicklung rationaler Briiche in Dezimalbriiche 
d. h. bei der Annahme g ^ 10 = 2 • 5, bei welcher g aus lauter ver- 
schiedenen Primfaktoren besteht, ergeben sich hieraus und aus dem, 
was fur die Bestimmung der Zahl ft in Nr. 12 gesagt worden ist, 
die folgenden (schon von Gaufs, D. A, art. 312—318 angegebenen) 
Satze: 

Ist w 2'*5'^v, wo V prim gegen 10, so ist der Dezimal- 

bruch fiir — endlich, wenn v«l ist, und er besteht alsdann 

aus a oder ^ Ziffern, jenachdem « > /3 oder P>a ist; er ist, 
wenn i/ > 1 ist, unendlich und besteht aus einem anfang- 
lichen Teile von h Ziffern und einer Periode von k Ziffern, 
wo h die grofsere der Zahlen a, /3 und k der Exponent ist, 
zu welchem 10 (mod. i/) gehort; mithin ist er dann gemischt 
periodisch, sobald n durch mindestens eine der Zahlen 2, 5 
aufgeht, dagegen ist er rein periodisch und die Anzahl der 
Ziffern in der Periode dem Exponenten gleich, zu welchem 
10 (mod. w) gehort, wenn n prim ist gegen 10. 

Z. B. finden sich folgende Dezimalbriiche, welche die atisge- 
sprochenen Satze bestatigen: 

1) « = 80 = 2* . 5, a « 4, /J = 1, A « 4; g « 0,1625. 

2) n=280 = 2«.5.7, a«3, /S«l, ft = 3, A;=6, dalO«=l (mod. 7), 

gi = 0,967 857142... 
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3) w = 77 = 7 . 11; da 10« = 1 (mod. 7), 10^ = 1 (mod. 11), so 
ist 10®= 1 (mod. 77) und ifc « 6; so findet sich z. B. 

0,298701 .... 

Zur einfacheren Bildung soldier Dezimalbrilclie im Falle grofser 
Neimer empfiehlt sich die Zerlegung des zu entwickelnden Bruches 

— in Partialbriiche. 
n 

Sei allgemein 

n = 2«5/^i)'«y'«" . . 

wo J)', p", . . . von 2 und 5 verschiedene Primfaktoren, a, positive 
ganze Zahlen oder NuU, a\ a" . . . aber positive ganze Zahlen bedeuten. 

Dann lafst sich nach Kap. 4, Nr. 6 der irreduktible Bruch in eine 

Summe irreduktibler echter Briiche zerlegen, deren Nenner die ein- 
zelnen Primzahlpotenzen von n sind, namlich 

n 2** 6/* + 

WO ^ eine ganze Zahl ist, iibrigens der erste bezw. zweite Bruch aus- 
fallt, wenn a resp. /S gleich Null ist. Denkt man sich nun die ein- 
zelnen Briiche zur Rechten in Dezimalbriiche entwickelt, so sind die 
Dezimalbrtiche vom dritten an rein periodisch; heifsen k'^ 1c' . . . die 
Ziffemanzahlen ihrer Perioden, so bedeuten diese Zahlen die Ex- 
ponenten, zu denen 10 (mod. p*'), (mod.y**"), . . . gehort, der Ex- 
ponent fc, zu welchem 10 (moA. p'^'p"^" , , .) gehort, ist dann ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches, sodafs, wenn A'A' = 7i"i" . . . 
gesetzt wird, A'Perioden des ersten Dezimalbruchs aus genau soviel 
Ziflfem bestehen, wie A"Perioden des zweiten Dezimalbruchs u. s. w. 
Bei der Addition dieser Dezimalbriiche bildet sich daher oflfenbar 

eine Periode von Tc Ziflfem. Der Dezimalbruch fur aber, falls er 

vorhanden, ist endlich und besteht aus a, derjenige fiir desgleichen 

und besteht aus /3 ZiflPern; bedeutet h wieder die grofsere der Zahlen 
a, /S, so wird bei der Aufeinanderlegung der einzelnen Dezimalbriiche 

zur Bildung des Dezimalbruchs fQr ~ die vorher gewonnene reine 

Periodizitat gestort, man erhalt einen anfanglichen Teil von A Ziflfern, 
auf welchen eine Periode von h Ziflfern folgt, ganz wie der obige 
allgemeine Satz es ausgesagt hat. 

Z.B. sei gegeben der Bruch g^g^, dessen Nenner gleich 2^- 5-7 -11 

ist. Die a. a. 0. gegebene Methode liefert zunachst folgende Partial- 
bruchzerlegung 

613 1,368 

+ T + V + TT — ^• 



3080 8 ' 5 ' 7 ' 11 
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NuQ ist aber 

i - 0,125 



y = 0,714285714285 ... 

^ » 0,7"27272727272 . . . 
-2 2 

S -0,166558441..., 

wie es die direkte Berechnung bestatigt. 

15. Wir verfolgen nun den Fall noch weiter, wo n prim gegen g 
ist, in welchem die Entwicklung (73) rein periodisch, namlich 



+ a 



ist; h bezeichnet den Exponenten, zu welchem g (mod. n) gehort. 
Nach (75) ist dann allgemein fflr jeden Wert des Index » ^ A 

^•89^ - 4. J. 4. "i _L J. "< 4. "••+» 4. 

n--^ + --- + j:n- + j:rTTT + --- + ^ + J^ + --- 
r, 

d. h. die Entwicklung von ^ hat die gleiche, nur um i Stellen 

cyklisch verschobene ZiflFemperiode wie diejenige von Zudem 

erkennt man aus dem Algorithmus (66), dafs, weil nach der Voraus- 
setzung sowohl r als g und daher auch gr prim ist gegen n, dasselbe 
auch fiir r^, demnach auch ftir u. s. w., allgemein fiir jeden Rest 
gelten muls. Die k Briiche (82) sind folglich samtlich irreduktibel 
und, da die Zahlen ^i, >*2; • • • verschieden von einander sind, gleich- 
falls verschieden. 

In dem besonderen Falle, in welchem g primitive Wurzel von n, 
mithin k = ^(n) ist, miissen die Zahlen r^, r^j * . - r^^ mit den zu n 

r. 

primen Zahlen < n identisch sein und somit der Ausdruck die 

samtlichen (p{n) irreduktiblen echten Brttche mit dem Nenner n dar- 
stellen. Der Formel (82) zufolge entstehen die Entwicklungen der 
letzteru samtlich aus der Entwicklung eines beliebigen von ihnen, 
wenn man dessen aus g?(w) Ziflfem bestehende Periode zu wieder- 
holten Malen cyklisch permutiert. Wahlt man z. B. r = 1 und setzt 
r^ = V, mithin zufolge (69) i = ind. so erhalt man die Entwicklung 
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far aus derjenigen fUr wenn man die Periode der letzteren 

um soviel Stellen, als der ind. v betragt, cykliBch verschiebt. 
So ist 10 primitive Wurzel (mod. 7) und 

y = 0,142857...; 

um hieraus den Dezimalbruch fdr y zu erhalten, bedenke man, dafs 

5 = 10* (mod. 7) oder ind. 5 = 5 ist, dann ergiebt sich nach der 
vorigen Regel sofort 

y = 0,7 14285 .... 
Femer erhalt man aus (82) die folgende Formel: 



oder 



und in gleicher Weise aus (81) diese andere: 

■ r = (/*->+ a,/-* + • • • + «», 

sodafs die Beziehung 

riia,^-' + (h9'-' + ••• + «»)- »-(a,^.,/-H + ••■ + « J 

hervorgeht. Wenn nun wieder g als primitive Wurzel (mod. n) voraus- 
gesetzt wird, so bedeutet jede der zu n primen Zahlen < n; wahlt 
man alsdann r = 1 und setzt = mithin i » ind. so lafst die 

erhaltene Beziehung folgende Deutung zu: Sei N die ganze Zahl 

y («) J 

- — - — und, in dem Systeme mit der Grundzahl g dargestellt, 

a,g^^-)'^ + a,gvi-)-^ + . . . + a^^^^; 

dann erhalt man die Darstellung irgend eines Vielfachen 
vN in demselben Systeme, indem man einfach die Ziffern 
der ersteren Zahl um soviel Stellen cyklisch verschiebt, 
als der Index von v betragt. Dieser Satz ist vom Verfasser 
{Ztschr, f Math. w. Phys, 36, 1891, p. 381) fur den einfachsten Fall 
einer Primzahl n durch andere Betrachtung bewiesen, demnachst aber 
von J. ErauB (ebendas. 37, 1892, p. 190) aus den hier benutzten 
Prinzipien hergeleitet worden. 

Als Beispiel diene der Fall g = 10, n = 7, in welchem 

N = ^^"pi = 142857, ind. 1 = 0, 
2 JV- 285714, ind. 2 » 2, 
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3iV^- 428571, md.3 = 1, 

4jy- 571428, md.4 = 4, 

5iV« 714285, md.5-5, 

6 JV« 857142, ind. 6 = 3 

ist. Vergleicht man diese Vielfachen von N mit den ihnen bei- 
gefQgten Indices ihrer Multiplikatoren, so sielit man durch sie den 
ausgesprochenen Satz yollkommen bestatigt. 

16. Schon gelegentlich der Darstellung ganzer Zahlen in einem 
gegebenen Ziffemsysteme ist von der Yeranderong gehandelt worden, 
welche die Zififem erleiden, wenn statt der Grundzahl des Systems 
irgend eine andere gewahit wird. Das Gleiche gilt fiir die Dar- 
stellung rationaler Briiche — in der Form (73), die nur eine Fort- 

setzung jener frflheren Darstellung ist. Wird namlich statt der Grund- 
zahl g eine andere g' gewahit, so erhalt man an Stelle des Algo- 
rithmus (66) den folgenden: 

gr ^ain^r;, 0^ri'<n, 
gr^'^a^'n + r^, 0^r/<n, 



aus welchem u. a. die der Eongruenz (69) entsprechende Eongruenz 
(83) /'".r^r; (mod. n) 

sowie die neue Entwicklung 

hervorgeht. Wird hierbei ^ wie g als relativ prim zu n voraus- 
gesetzt^ so ist auch diese Entwicklung, wie die Entwicklung (73), 
rein periodisch und die Ziffemanzahl der Periode wird fiir beide 
Entwicklungen die gleiche sein, falls aufserdem g, g zu demselben 
Exponenten (mod. n) gehoren. Letzteres ist der Fall, sooft g^ g 
(mod. n) kongruent oder associiert sind, zwei Falle, fiir welche wir 
nun den Zusammenhang zwischen den Ziffem beider Entwicklungen 
noch feststellen wollen. 

Sei zuerst ^ = g (mod. n) oder sf ^ g -\- hn. Dann ist auch 

gr = gr d. h. o^'n + r^ ^a^n + r^ (mod. n) 

folglich Tj' = r^ ; deshalb ist 

gr^' = gr^ d. h. a,'n + r^' = o,n + (mod. n) 

also auch r^' ^ r^, nunmehr auch r^' « r, u. s. f., allgemein r/« r,.. 
Daher folgen aus den beiden allgemeinen Gleichungen der Algorithmen: 
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(85) g'r; - aZ+in + n+i, gr^ = a^^^n + r^^^ 
die folgenden fttr jeden Wert des Index i giltigen: 

(86) (a/+i -a^^i) w = {(l'-g)r^y (^a/+i-9 X+i) ^ = id' "9) n+i 

oder, wenn in der letzteren statt i gesetzt and dann die erstere 

berQcksichtigt wird, fOr »>0: 

(S'a/ - 9<^d n = (a/+ 1 - a,.+i) 

miihin erhalt man zwischen den Ziffem der beiden Entwicklongen 

des Bmches — folgende^ fiir jeden Wert des Index t>0 bestehende 

Relation: 

(87) ga{ + a,^i =- g'a^ + a/+i ; 

sie giebt samtliche Ziffem a{ mit Ausnahme von mittels der 
Ziffem a^., zur Bestimmiing von aber findet sich leicht a^^a^ + hr, 
Sei zweitens g^ =1 (mod. n). Dann ist der Formel (83) ent- 
sprechend 

g'^ r = r{ (mod. n). 

Da aber g'=g^^^ ist, wenn wieder k der Exponent ist, zu welchem 
g (mod. n) gehort, so nimmt die voraufgehende Kongruenz die Form an: 

^(*- 1)» , r = rl (mod. n) 
und, da nach (69) und mit Riicksicht auf (76), falls i <ik ist, anch 

gesetzt warden kann, so ergiebt sich die Beziehung 

(88) r/ = r,_, {i<lc). 

Nunmehr setze man in der zweiten der Gleichungen (85), die anch 
hier dem Algorithmus zum Grunde liegen, h — i statt i, was voraus- 
setzt, dafs i <; i sei, sodafs sie die Form annimmt 

(89) grj^_i = a^_,+i • n + r,_,^i; 

dann ergiebt sich wegen (88) aus ihrer Verbindung mit der ersten 
jener Gleichungen die nachstehende: 

und, wenn die erste der Gleichimgen (85), nachdem darin t— 1 statt 
i gesetzt, von der Gleichung (89), nachdem in dieser i + 1 statt * 
gesetzt worden, was i <ik — \ voraussetzt, subtrahiert wird, die 
folgende: 

gr^_i^i-gr;^i = (^«*_,.-a/)n; 

aus der Addition dieser beiden aber entsteht, da nach (88) r/+i=»r;j_ , 
r/-i=r^_^^i ist, diese andere: 

= G7a;+i-/%.<+i)w + (a^^,.-a/)n 
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d. h. man erhalt in diesem Falle zwischen den Ziffem der beiden 
Entwicklungen von ftlr jeden von verschiedenen Wert des Index 
i < ft — 1 die Relation: 

(90) 9<^Ui + - 9'(^k-ni + «/• 

Wird endlich die erste Gleichung des ersten Algorithmus: 

mit g' multipliziert nnd die Gleichung 

sowie die Gleichheiten r^=^rk^i, rj^ = r beriicksichtigt, so findet 
sich ohne Miihe noch die folgende Beziehung: 

^-^-—.r^ga^ + aj, 

und auf analoge Weise diese andere: 

99 — r X 

^-^-^'r=^ga^ + a„ 

welche erganzend zur allgemeinen Relation (90) hinzutreten, um alle 
Ziffern der zweiten Entwicklung auf diejenigen der ersteren zuriick- 
zufuhren. 

Auch diese Resultate, auf welche bereits in Kap. 2, Nr. 11 hin- 
gewiesen wurde, sind zuerst von J. Kraus in einer dort angefuhrten 
Arbeit bewiesen. 

17. Von den binomischen Kongruenzen, die im Vorigen 
ausschliefslich betrachtet worden sind, wenden wir uns 
nunmehr zu den allgemeinen Kongruenzen eines beliebigen 
Grades*) d. i. den Kongruenzen von der Form 

(91) f{x) = (mod.w), 

•) Die Theorie der h5heren Eongrnenzen ist in ihren wesentlichsten Teilen 
bereits von Gaufs erledigt worden, doch hat er selbst von seinen beziiglichen 
Untersuchungen nichts verQffentlicht; erst ans seinem Nachlasee ist eine frag- 
mentarische Arbeit daruber heransgegeben worden {Werke H, p. 212). Nachst 
Galois, welcher dnrch Einfuhrong eigentumlicher „Imaginaren" {BuU. de Firussac 
13, 1830, p. 398) die gedachte Theorie zu entwickeln wafste, hat als Erster 
SchOnemann {Journ. f. Math. 81, 1846, p. 269 nnd 82, p. 93) eine ausfuhrliche 
Darstellong derselben gegeben, demna^ehst Dedekind (ebend. 54, 1867, p. 1), 
welcher die seinige anf die gleichen Prinzipien griindete, anf denen die Theorie 
der Kongruenzen ganzer Zahlen beruht. J. A. Serret gab eine ahnliche Be- 
grundung der Theorie in Ansfiihrung einer der Akad. d. Wissensch. zu Paris 
am 4. Dezbr. 1866 vorgelegten Abhandlung in seinem Handhtich der kdT^. Algebra, 
deutsch V. Wertheim, II, p. 96. Im Folgenden werden diese Arbeiten durch 
den Namen ihrer Verfasser zitiert werden. 
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in welcher f{x) eine ganze, ganzzahlige Funktion von x und n eine 
beliebige (positive) ganze Zahl ist, welche, in Primfaktoren zerlegt, 

(92) n = 2^p«/«' ... 

sei. Soil die Eongruenz (91) eine Wurzel haben^ so muTs diese 

auch Wurzel einer jeden der Kongruenzen 

(93) f{x) = Q{moA.2'), f{x) = (mod. p-), /-(re) = (mod./-'), . . . 

sein, und denmach ware (91) unlosbar, wenn auch nur eine dieser 
abgeleiteten Kongruenzen unm5glicli ist. Sind aber im Gegenteil 
diese letzteren samtlich auflosbar, so ist es auch die Kongruenz (91) 
und aUe ihre Wurzeln ergeben sich aus denjenigen der abgeleiteten 
Kongruenzen in der in Nr. 10 angegebenen Weise. Demnach 
kommt die Betrachtung der Kongruenz (91) auf die der 
einfacheren Kongruenzen (93) durchaus zuriick und es ist 
nur notig, sich mit den letzteren zu beschaftigen. 

Wir behandeln hier aber nur den wichtigsten und zu- 
gleich einfachsten Fall, die Kongruenzen von der Form 

(94) f{x) = {moi.p), 

wo p eine ungerade Primzahl ist*). 

In einer solchen Kongruenz diirfen ohne Einflufs auf ihre 
etwaigen Wurzeln die Koeffizienten durch (mod.|)) kongruente Zahlen 
ersetzt werden. Nennt man also zwei ganze Funktionen f{x), (p{x) 
(mod. J)) kongruent, in Zeichen: 

(95) nx)^9>(^) (mod.p), 

wenn die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x in ihnen (mod. p) 
kongruent sind, so darf die Kongruenz (94) durch jede der Kongruenzen 

(96) q)(x)~0 (moA.p) 

ersetzt werden, in denen q>{x) mit f(x) kongruent ist (mod.jp). 
Somit diirfen z. B. alle Glieder in f(x) unterdriickt werden, deren 
Koeffizienten durch p teilbar sind. Waren dies samtliche Koeffizienten, 
so bestiinde die Kongruenz (94) identisch d. h. fiir jedes ganzzahlige 
X] im entgegengesetzten Falle giebt es ein hochstes Glied in f{x)y 
dessen Koeffizient durch p nicht teilbar ist; der Exponent m dieses 
Gliedes heifse der Grad der Kongruenz (94), welche alsdann 
durch diese: 

(97) ax"^ + a^x^- * H h a^_i x + a^^O (mod. p) 

ersetzt werden darf. Da a durch p nicht teilbar, so lassen sich 

*) Einiges iiber den allgemeineren Fall, wo der Modulus eine Piixnzahl- 
potenz findet sich in der zweiten der zuvor zitderten Schdnemannschen 
Arbeiten. 
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Zahlen ^i, • • • bestimmen, dafs allgemein a,. = aa^ (mod. p) 

ist; demnach nimmt die Kongruenz (97) die Gestalt: 

oder noch einfacher die folgende: 

(98) af^ + a^sr-' + • • • + cc,^_^x + a^ = (mod.p) 

an, in welcher der Koeffizient des hochsten Gliedes die Einheit ist. 
Diese Gestalt der Kongruenz heifst ihre primare Form. 

Der Grad eines Produktes tp{x)'^{x) ist die Summe der 
Grade seiner Faktoren. Denn, ist 

tp (x) = ax^' H , ^(x) ^ H (mod, p), 

wo a, p durch p nicht teilbar sind, so wii-d 

q){x) if(x) = a/3 • + H (mod.p), 

wo auch ap durch p nicht aufgeht, mithin ist ft + v der Grad des 
Produktes. 

Ist daher tp{x) ^(x)=^0 (mod. p) d. h. sind alle Koeffi- 
zienten eines Produktes teilbar durch p, so gilt dies auch 
von mindestens einem der Faktoren; denn sonst hatte q>{x) 
einen bestimmten Grad /i (der auch gleich sein konnte), '^{x) 
einen bestimmten Grad v und deshalb auch das Produkt einen be- 
stimmten Grad /i* + was der Annahme zuwider ist. 

In Kap. 3, Nr. 4 ist bereits gezeigt, dafs die Kongruenz (97) 
nicht mehr als m Wurzeln haben kann. Ist aber a: = | (mod. p) 
eine Wurzel derselben, so ist 

+ aj— ^ + • • • + a«_J + = (mod.^)) 

und man darf daher, ohne die Losungen der Kongruenz (97) zu be- 
einflussen, diesen Ausdruck von ihrer linken Seite abziehen, wodurch 
sie die Form 

a{o^^i^) + ai(af-i-r-0 + • • • + am-i(^-S) = 

oder, da hier jedes Glied algebraisch durch x — i, teilbar ist, die 
folgende Gestalt: 

(a;- 1)./; (a;) ^0 (mod. p) 

erhalt, in welcher fi{x) eine ganze Funktion mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten bedeutet, deren hochster gleich a und deren Grad w — 1 ist. 
Hat demnach (94) eine ganzzahlige Losung |, so zerfallt 
f{x) nach der Formel 

(99) f(x)^{x-%)f,(x){moSi.p) 

in zwei Faktoren (mod. p), deren einer der Linearfaktor 
x~i,y der andere eine ganze und ganzzahlige Funktion 
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w — 1**** Grades ist. In diesem Falle ist also f{x) eine (mod. p) 
reduktible Funktion. 

Hieraus folgt nun zwar unmittelbar, dafs, wenn die 
Funktion f{x) (mod.p) irreduktibel, namlich eine Zerfallung 
derselben nach der Kongruenz 

(100) f{x) = q)(x)t (x) (mod. p) 

in ganze^ ganzzahlige Faktoren q>(x), i>{x) nicht moglich 
ist, die Kongruenz (94) keine ganzzahligen Losungen haben 
kann. Das Umgekehrte ist aber keineswegs notwendig der Fall, 
vielmebr kann die Kongruenz (94) in ganzen Zahlen imlosbar und 
gleichwohl f{x) nach der Formel (100) in Faktoren zerlegbar sein. 
Die Auflosbarkeit der Kongruenz (94) entspricht namlich dem be- 
sonderen Falle , dafs einer dieser Faktoren ein Linearfaktor ist. 

So fuhrt die Auflosung der Kongruenz (94) in ganzen 
Zahlen zu einer allgemeineren Aufgabe, mit deren Losung 
sie zugleich geliefert wird, zu der Aufgabe: die Zerleg- 
barkeit der Funktion f(x) in (mod.^) irreduktible Faktoren 
zu untersuchen. Mit solcher Zerlegung, welche auf ganz analogen 
Prinzipien beruht, wie die Zerfallung der ganzen Zahlen in Prim- 
faktoren, werden wir nunmehr uns eingehend beschaftigen. 

18. Alle ganzen und ganzzahligen Funktionen von x bilden in 
ihrer Gesamtheit einen sogenannten Modulus (s. Kap. 2, Nr. 2), in- 
sofem die Summe und die Differenz zweier solcher Funktionen wieder 
eine solche Funktion ist. Das Gleiche gilt aber offenbar auch von 
der Gesamtheit M aHer derjenigen Funktionen, deren samtliche 
Koeffizienten durch p teilbar, welche also das p-fache einer andem 
ganzzahligen Funktion oder, einer vorher eingefiihrten Bezeichnung 
gemafs, kongruent Null (mod. p) sind. Die zuvor definierte Kongruenz 

(101) f{x)~ip{x) (mod. J?) 

zweier ganzen Funktionen in Bezug auf den Modulus p besagt offenbar 
nichts anderes, als dafs die Differenz f{x) — (p{x) zu dieser Gesamt- 
heit M gehort oder dafs eine Gleichung besteht von der Form 

(102) f{x) = ,p{x)+p-^{x), 

WO auch ^(a?) eine ganze, ganzzahlige Funktion von x ist. Offenbar 
sind daher zwei Funktionen, welche einer dritten (mod. p) kongruent 
sind, es auch unter einander, und die samtlichen ganzen, ganzzahligen 
Funktionen verteilen sich in Klassen derart, dafs zwei Funktionen 
(mod.jp) kongruent sind dann und nur dann, wenn sie zu der gleichen 
Klasse gehoren. Die Anzahl dieser Klassen ist unendlich grofs, denn 
es giebt (mod. p) Funktionen von jedem beliebigen Grade, zwei 
Funktionen (modp) verschiedenen Grades aber konnen ersichtlich - 
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nicht zu der gleichen Elasse gehSren. Vergleicht man nun die un- 
endliche Menge dieser Elassen derjenigen aller ganzen Zahlen^ so 
spielen dagegen die Individuen ein- imd derselben Klasse (mod.jp) 
die Rolle einer einzigen Zahl^ da sie offenbar in alien Kongruenz- 
fragen in Bezug auf den Modulus p durch eine beliebig gewahlte 
Funktion dieser Elasse, den Reprasentanten derselben, veitreten werden 
konnen. 

Die Anzahl aller (mod. p) inkongruenten d. h. zu ver- 
schiedenen Elassen gehorigen Funktionen vom Grade m ist, 
wie leicht zu sehen, gleich {p — l)p^' Denn alle diese Funktionen 
haben (mod. p) die Form 

aaf' + a^a;'"-^ + • • • + a^^^x + a^, 

wo a nicht teilbar ist durch p, und da zwei solcher Funktionen 
(mod. p) einander kongruent oder nicht kongruent sind, jenachdem 
in ihnen samtiiche entsprechende Eoeffizienten (mod. p) kongruent 
sind oder auch nur einmal zwei solche Eoeffizienten nicht kongruent 
sind, so bildet man die samtlichen inkongruenten Funktionen m*^^ 
Grades, wenn man fOr a die Zahlen 1, 2, 3, . . . jp — 1, fiir jeden der 
anderen Eoeffizienten aber die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... j) — 1 setzt, durch 
deren Eombination man in der That (p — l)p^ Funktionen erhalt. 
Da bei den primaren Funktionen m*®** Grades der Eoeffizient a nur 
den einen Wert 1 erhalten darf, betragt insbesondere die Anzahl 
der (moi.p) inkongruenten primaren Funktionen Grades 
nur p^. 

Besteht nun eine Eongruenz von der Form (KJD): 

f{x) = q){x) ^ (x) (mod. p) , 

so heifst jede der beiden ganzen ganzzahligen Funktionen 
fp(x)^ tlfix) ein Faktor oder ein Divisor oder Teiler von f{x) 
(mod. jp); er kann offenbar durch irgend eine andere, der gleichen 
Elasse angehorige Funktion ersetzt werden, sodaijs auch hierbei wieder 
alle Individuen derselben Elasse sich wie eine einzige Zahl verhalten. 
Der Grad eines Teilers ist niemals grofser als derjenige der 
Funktion; denn, heilien fe, v die Grade von (p{x)y Jlf(x), so mufs 
der Grad m von f(x) dem Gh^e ft + v der kongruenten Funktion 
q>(x) iIj(x) gleich, m ^ + v sein. 

Jede Funktion hat' jede der Zahlen 1, 2, 3, . . — 1 zu 
Teilern; denn, ist a eine dieser Zahlen und a ihr Sozius, also 
aa =1 (mod.p), so besteht die Eongruenz 

f(x) = aa . f(x) = a - il;„{x) (mod.p), 

wenn ^a(p'')^cc''f(x) gedacht wird. Weil somit die genannten 
Zahlen (d. h. die (mod.jp) inkongruenten Funktionen nuUten Grades) 
sich verhalten, wie mit Bezug auf die Teilbarkeit ganzer Zahlen die 



Digitized by 



368 



Siebentes Eapitel. 



EinSy so sollen sie Einheiten (moi.p) genannt werden. Die durch 
die vorige Kongraenz filr die verschiedenen Werte a = 1, 2, 3, . . .|> — 1 
definierten Fonktionen tai^) sollen als (mod.^) nicht wesentlich 
von f{x) verschiedene Funktionen bezeichnet werden. Jede 
Funktion f{x) hat also alle nicht wesentlich von ihr verschiedenen 
Fnnktionen zn Teilem. Besitzt aber eine Fnnktion anfser Ein- 
heiten keine wesentlich von ihr verschiedenen Teiler, so 
wird sie eine (mod. jp) irrednktible Funktion oder eine Prim- 
funktion (mod.jp) genannt. 

19. Wenn zwei Funktionen (a:), f^{x) ein- und dieselbe Funktion 
g>(x) zum Teiler (mod.jp) haben, sodafs zwei Eongmenzen bestehen 
von der Form 

fi(x) = q)(x)fl;i(x), fiix) = g){x)i;^{x) (mod.p), 

so heifst (p{x) ein (mod.p) gemeinsamer Teiler von fi{x), f^{x), Zur 
Bestimmung aller dieser (mod. p) gemeinsamen Teiler besteht ein 
Algorithmus, der dem Euclidischen voUig analog ist. In der That 
. lafst sich eine Kbngruenz aufstellen von der Form : 

(103) ^ {x) = U (^) 2i W + h (^) (mod. p), 

worin q^i{x)y f^{oo) ganze ganzzahlige Funktionen, die letztere von 
kleinerem Gtrade als f^{x) ist. Ist namlich der Grad von fi{x) 
kleiner als der Grad von /i(a?), so setze man, um (103) zu er- 
fullen, 5'i(ic) = 0, /i(^) = /i(^)? ™ entgegengesetzten Falle seien o^, 
a, die Eoeffizienten der hochsten Glieder in fx{x\ fi{x) und o^o^^a^ 
(mod.^), dann fallt in ft(x) — cc^af^^"^ - f^{x) (mod.^) das hochste 
Glied aus und der Grad m^' der Differenz ist hochstens — 1; be- 
handelt man diese Differenz wieder ahnlich, so kommt man zu einem 
Ausdrucke 

f^(x) - a^af^-"^ . f^(x) - a,' • x^'-"^ • f^{x), 
dessen (hud wieder geringer ist, u. s. w., endlich zu einer Differenz 

deren Grad (mod.p) kleiner ist als m,; setzt man diese Funktion oder 
irgend eine ihr (mod^p) kongruente gleich f^ix), so wird die Eon- 
-gruenz (103) erfullt. 

Nun kann man dieselbe Betrachtung, ^wie hier fOr die Funktionen 
fi{x), f^{x)y auch anstellen filr die beiden Funktionen /i(a;), f^{x) und 
somit eine Eongmenz 

(103) {x) ^ /i (x) q, (x) + f, {x) (mod. p) 

aufstellen, in welcher (^{x) von geringerem Grade ist als fi{x\ u.s.w. 
So fortgehend mufs man endlich auf eine Funktion /i(a?), welche 
(mod.|7) kongruent Null ist, also auf eine Eongruenz von der Form 
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(103) (x) = /i. 1 W • q,^t (^) (nioi p) 

gefahrt werden, denn sonst wiirde der bezeichnete Prozefs, der wegen 
der Abnahme der Grade von /i (a?), f^ipc), f^(x), , , , nur endlich sein 
kann, unendlich weit fortlaufen. Durchgeht man dann die Reihe der 
mit (103) bezeichneten Kongruenzen in der aufgestellten Folge, so 
erkennt man leicht, dafs jeder (mod.j)) gemeinsame Teiler von fi(x\ 
f^{x) wegen der vorletzten Kongraenz 

(103) {x) = f,_,{x) ■ q,_,ix) + f,_, (x) (mod. p) 

auch ein Teiler von fj^^iix) sein mufs; durchlauft man sie in der 
entgegengesetzten Bichtung^ so findet sich umgekehrt jeder Teiler 
von fi^iix) (mod.p) auch als ein gemeinsamer Teiler von ft(^),fi{x), 
weshalb offenbar die (mod.^) gemeinsamen Teiler von fi{x\ 
f^(x) identisch sind mit den samtlichen (mod.^) vorhandenen 
Teilern der Funktion fjt^i{x), die selbst ein solcher gemeinsamer 
Teiler nnd zwar, da die Teiler einer Funktion (mod. jp) geringeren 
Grades sind als die Funktion selbst; der gemeinsame Teiler hochsten 
Grades ist. Dieser letztere gemeinsame Teiler heifse der 
grofste gemeinsame Teiler von fi(x), f^ix). 

Man libersieht femer^ ganz analog wie beim Euclidischen Al- 
gorithmus, dafs aus den Kongruenzen (103) sich eine andere Kon- 
gruenz ergiebt von folgender Form: 

(104) f,{x) . q>,{x) + f,{x) . q>,{x) ^ d{x) (mod.i>), 

in welcher der bisher mit fj^^i(x) bezeichnete grofste gemeinsame 
Teiler von fi{x), f^(x) durch das Zeichen d(x) ersetzt worden ist, 
9^2 (^) gewisse ganze, ganzzahlige Funktionen bedeuten. 
Ist der grofste gemeinsame Teiler d(x) zweier ganzen 
Funktionen fi{x), f^{x) eine Einheit e (mod. p), so werden 
diese Funktionen relativ prime Funktionen genannt. Die 
Gleichung (104) erhalt alsdann die Gestalt 

f^{x) . q>^(x) + f^(x) . fp^(x) = e (mod. p) 

oder, indem man mit dem Sozius a von e multipliziert nnd sipi(x) 
==^i(ir), £q>i{x) ^ ilf^{x) setzt, die Gestalt 

(105) f,(x) . t,{x) + Uix) . ^,(^) ^ 1 (mod. p), 

und somit ergiebt sich der Satz: Ftir relativ prime Funktionen 
f^{x)j f^{x) hat die Eongruenz 

(106) /i {x) -X^+U {x) • X, = 1 (mod. p) 

stets eine Auflosung, bei welcher X^, Xg ganze ganzzahlige 
Funktionen von x sind. 

Aus diesen letzten Resultaten fliefsen nun die wichtigsten Fol- 
gerungen. Zunachst der Satz: Sind fi(x)j f^(x) (mod. ^) relativ 

Bachmann, niadera Zahleniheori*. I. 24 
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prime Funktionen, (p(x) aber eine beliebige ganze, ganz- 
zahlige Funktion, so ist jeder (mod. p) gemeinsame Teller 
von fi(x) • ^(x) und auch ein (mod./)) gemeinsamer Teiler 
von fplx) und /i(a:). Deim aus (105) folgt 

flip) • ^i(^) + • 9W W = 9>(^) (mod. jp), 
jeder gemeinsame Teiler von fi{x)tp{x) und (^{x) ist demnacb auch 
(mod.|>) ein Teiler von q>{x)y w. z. b. w. 

Wenn also fi{x) - <p(x) (mod.p) teilbar ist durch die zu 
/i(^) prime Funktion f^lx), so mufs f^(x) (mod.^) ein Teiler 
von q>(x) sein. 

1st aber auch q){x) (mod. p) relativ prim zu f^ix), so konnen 
fi(x)'q)(x) und fi{x) so wenig wie (p(x) und fi{x) einen von einer 
Einheit verschiedenen Teiler gemeinsam haben, man findet daher den 
neuen Satz: Sind zwei (oder mehr) Funktionen (iliod. p) re- 
lativ prim zu ein- und derselben Funktion^ so ist es zu dieser 
auch ihr Produkt. 

Bezeichnet nun P(x) eine Primfunktion (mod. p), so hat diese 
nur die wesentlich verschiedenen Teiler 1 und P(x), Gesetzt also, 
das Produkt f(x)'tp{x) sei (mod. p) teilbar durch P{x), so sind nur 
folgende Falle moglich: entweder hat f{x) den Teiler P{x) (mod.jp); 
andemfalls kann f{x) mit P(x) nur eine Einheit zum (mod. ^) ge- 
meinsamen Teiler haben, dann ist es relativ prim zu P(x) und nach 
dem vorletzten Satze folgt aus der Voraussetzung^ dafs dann g>{x) 
(mod. p) durch P(x) teilbar ist^ Somit erhalt man den Satz: Ist 
ein Produkt von Funktionen (mod. p) durch eine Prim- 
funktion teilbar, so ist es auch einer der Faktoren. 

20. Auf Grund dieser Satze ergiebt sich die eindeutige Zerleg- 
barkeit der ganzen Funktionen (mod. p) in Primfunktionen in ganz 
derselben Weise, wie diejenige der ganzen Zahlen in Primfaktoren. 
In der That: eine Funktion f(x) ist entweder selbst Primfunktion 
oder besitzt einen oder mehrere wesentlich von f(x) und einer Ein- 
heit verschiedene Teiler (mod. p), die geringeren Grades sind als f{x) 
selbst. Ist P^(x) ein solcher geringsten Grades, so mufs P^(x) Prim- 
funktion sein, denn jeder von P^(x) verschiedene Teiler von P^(x) 
ware von geringerem Grade als P^(x) und offenbar auch (mod. jp) 
ein Teiler von f{x)f g6gen die Bedeutung von P^(x), Setzt man 
demgemals 

(107) M^P'>ix).f,{x) imod.p), 

WO fi (x) eine ganze, ganzzahlige Funktion geringeren Grades (mod. p) 
wie f(x) bedeutet, so kann man, falls nicht fi(x) selbst eine Prim- 
funktion, also f(x) nach der vorigen Kongruenz bereits in Prim- 
funktionen zerlegt ist, ftir fi(x) eine analoge Kongruenz aufstellen: 

(108) f,ix)^P'ix).f,{x) (mod.1,), 
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in welcher P'{x) eine Primfunktion bedeutet, die mSglicherweise mit 
P° (x) identisch iet, (x) aber eine neue ganze, ganzzahlige Punktion 
ist, welche wieder nun zu einer Kongruenz von der gleichen Form; 

(109) f,{x)^P"{x)-f,{x) (mod.p) 

fiihrt, u. s. w. Da die Grade (mod. p) der Funktionen (x\ {x\ 
/*3 {x)y . . . stets abnehmen^ kann dieser Prozefs nur ein endlicher sein, 
sodafs sich eine letzte Kongruenz 

(110) {x) ^ P(*- %x) . f,{x) (mod. p) 

herausstellen mufs, in welcher fj^{x) eine Primfunktion P^*^(a;) (mod.^) 
ist. Durch die Verbindung der vorstehenden Kongruenzen (107) bis 

(110) ergiebt sich aber sogleich 

f{x) = F\x) . r{x) . r\x) . . . P(*>(a:) (mod. J)) 

d. h. die Zerlegung von f'{x) in Primfunktionen. Setzt man 
hier als den Koeffizienten der hochsten Potenz von P^^(x) voraus, 
so lafst sich P^\x) =^ a^F^{x) {moA,p) setzen, wo jetzt Pi{x) eine 
primare Primfunktion ist, und die vorige Zerlegung von f{x) nimmt 
die bestimmtere Form an: 

(111) f{x) = « • T^{x)F^{x)P^{x) . . . P,{x) {moLp), 

in welcher a ^ a^^a^a^ . . , aj^ (mod. p)\ eine ganze zu p prime Zahl 
(eine Primfunktion nullten Grades) und allgemein Pi{x) eine primare 
Primfunktion bedeutet. 

Die so als moglich nachgewiesene Zerlegung (111) der 
Funktion f{x) in Primfunktionen ist zugleich eine eindeutig 
bestimmte; es kann mit anderen Worten nicht auch 

(112) f{x) ^fi-Q, (x) Q, (x)... Q, ix) (mod. p) 

sein, ohne dafs h ==ky p = a und die primaren Primfunktionen Qq(x), 
Qi(x) . . . Qf^ipc), von einer etwa verschiedenen Anordnung abgesehen, 
den Primfunktionen Po(^), AC^) • • • (mod. 2>) gleich sind. Be- 

stande namlich eine solche zweite Zerlegung von f(x), so schlosse 
man zunachst die Kongruenz 

(113) ^ Q,{x) Q, (x)... Q,{x) = «Po(flj)Pi (x) . . . P,{x) (mod.1)). 

Ihr zufolge ware das Produkt zur Linken teilbar durch die Prim- 
funktion Po(^); dies miifste also auch einer der Faktoren, etwa 
Qf^{x)y sein, eine Funktion, welche (mod.j)) keine wesentlich von ihr 
verschiedene Funktion zum Teiler hat; da zudem sowohl P^{x) als 
Qq{x) eine primare Funktion ist, mufs notwendig Qq{x)^Pq{x) 
(mod. p) sein, die Kongruenz (113) nahme also die Gestalt 

'[PQM--- Qki?:) - «-Pi (^) • • • AW] = (mod. p) 
und, da der erste Faktor nicht durch p teilbar ist, die einfachere Gestalt 
. . . QM ^ «Pi(^) . . . P,{x) (mod.i>) 

24* 
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an, aus welcher wieder etwa (x) = Pj (x) zu schlieCsen ware, u. s. w. 
So wiirde jedem Paktor P^(fl?) ein kongmenter Faktor Qi (x) ent- 
sprechen also h^k sein miissen; aus gleicher Erwagung fande man 
aber auch umgekehrt k^h mithin h^k und damit die voUige (Jber- 
einstimmung der Primfunktionen in beiden Zerlegungen; daher fande 
sich dann endlich aus (113) auch noch fi = a (mod.jp), wie behauptet. 

Fafst man scbliefslich in der Zerlegung (111) die etwa gleichen 
primaren Primfunktionen immer zu einer Potenz zusammen, so findet 
sich der folgende fundamentale Satz: Jede ganze, ganzzahlige 
Funktion f{x) von bestimmtem Grade kann stets und nur 
auf eine einzige Weise nach der Formel 

(114) f{x) ^a P^ (xY . Pi (x)^ . . . P, (xf'- (mod. p) 

als Produkt aus einer ganzen Zahl in Potenzen primarer 
Primfunktionen dargestellt werden. 
Schreibt man hierftLr kurz 

f{x) = P,{xy-Q^(x) (mod.p), 

eine Formel, welche — unter F{x) eine gewisse ganze ganzzahlige 
Funktion verstanden — mit der folgenden: 

identisch ist, so erhalt man durch ihre Differenzierung 

fix) = P,(xy-^[hP,'{x)Q,{x) + P,ix)Q,'{x)] + p- F'(x) 
oder ktirzer 

r{x)^P,(xy'-''Q,ix) (mod.p), 

wo far h^l Q,{x)^hP,'{x)Q,(x) + P,{x)Qo'(x) 

nicht (mod.p) durch Pq(x) teilbar sein kann, da weder Qq(x) noch 
Po(x) es ist, ersteres nach der Bedeutung von Qq{x), letzteres, weil 
Pq {x) geringeren Grades (mod. p) ist als Po(a;)5 jenachdem idso 
fe>l oder A = l ist, d. h. jenachdem f{x) den Primteiler Po(ip) 
(mod.p) mehifach enthalt oder nicht, wird die abgeleitete Funktion 
fix) diesen Primteiler auch haben oder ihn nicht haben. EUeraus 
folgt der Satz: Hat eine Funktion f{x) (mod.p) einen Teller 
mehrfach, so hat sie mit ihrer Abgeleiteten fix) (mod. p) 
einen gemeinsamen Teiler, und umgekehrt In der That, wenn 
fix) einen Teiler mehrfach hat, so hat es auch jeden Primteiler P^ix) 
desselben mehrfach und diesen also nach dem eben Bewiesenen ge- 
meinsam mit fix)'^ umgekehrt, wenn fix)j f{x) einen (mod.|?) ge- 
meinsamen Teiler haben, so haben sie auch jeden Primteiler P^{x) 
desselben gemeinsam, letzterer aber mufs in fix) mehrfach aufgehen, 
da sonst f (x) nach dem Voraufg^henden ihn nicht haben wtlrde. 

21. Zunacht werde nun der Nachweis geftthrt, dafs es (mod.p) 
Primfunktionen von jedem beliebig gegebenen Grade m giebt, und 
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die AiLzabl inkongruenter primarer Primfunktionen dieses Grades er- 
mittelt. Wir folgen dabei an dieser Stelle der von Gaufs (art 342 
bis 347) angegebenen analytiscben Methode. 

Bezeichne (m) die Anzahl aller inkongruenten primaren Prim- 
funktionen vom Orade die moglicherweise aach Null sein kann^ 
(m^) aber die Anzahl aller inkongruenten primaren Fnnktionen^ welche 
aus kongruenten oder inkongruenten primaren Primfunktionen ^•^^ 
(trades zusammengesetzt sind; dann ist offenbar «e^.;^^r j*, ,5 

(115) (m«) = W • W + 1 • W + 2 • » • (m) + g - 1 

Die Anzahl aller inkongruenten primaren FunktioneU; welche aus 
irgend welchen a primaren Primfunktionen vom Gfrade m, aus irgend 
welchen a primaren Primfunktionen vom Grade m\ u. s. w. zusammen- 
gesetzt sind, betragt ersichtlich (w*) • (m'**') . . .; bezeichnet man also 
dieselbe Anzahl mit (m* m'** . ..), so besteht die Beziehung 

(116) (w« . m'«' . . .) = (w**) • K«') . . . 

Sei nun f(x) eine beliebige primare Funktion vom Grade m, so darf 
eine solche (mod. p) stets als zusammengesetzt gedacht werden aus 
« von den (1) existierenden inkongruenten primaren Primfunktionen 
vom Grade 1, aus /3 der vorhandenen (2) inkongruenten primaren 
Primfunktionen vom Gh-ade 2, aus y der (3) inkongruenten primaren 
Primfunktionen vom Grade 3, u. s. w., wo die Zahlen a, fi, y, . . 
welche Null oder positiv sein diirfen, die Bedingung 

(117) l.a + 2./3 + 3-y+ m 

erfaUen. Jeder solchen Losung a, y, . . . vorstehender Gleichung 
entsprechen (1** 2'^ 3^ . . .) inkongniente primare Funktionen vom 
Grade m; die Anzahl aller inkongruenten primaren Funktionen dieses 
Grades druckt sich folglich durch die auf alle jene iiosungen be- 
zogene Summe /S(l"2^3>' . . .) aus, und da sie von uns bereits gleich 
gefunden worden ist, so ergiebt sich mit Rtlcksicht auf (116) 
die folgende Formel: 

(118) p^-<S(l<«).(2-»).(3>')...; 

in welcher die Summation den gleichen Umfang hat wie zuvor. 

Nun besteht die fQr jedes x <il konvergente Reihenentwicklnng 

^'-^^ ^ • ^ ••• * ■ 

oder nach (115) und, wenn man (jP) = 1 festsetzt, 
mithin ist 
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oder, indem man diejenigen Glieder der Summe zusammenfafst^ in 
denen der Exponent von x den gleichen Wert m hat^ und dabei die 
Formel (118) in Betracht zieht^ 

m = 

d. i. endlich 

Wird diese Oleichang aber logarithmisch differenziert und dann mit 
X multipliziert, so ergiebt sich 

^^d{d)'a^ px 

oder entwickelt: 



eine Gleichung, ans welcher, wenn man links die Glieder der Summe 
vereinigt^ welche die Potenz von x enthalten, und sie dem Gliede 
pTfirgm (jgj, rechten Seite vergleicht, nachstehende Beziehung hervoi^eht: 
Die auf alle Toiler d von m erstreckte Summe d{d) ist 
gleich p% in Zeichen: 

(120) 2d.id)^r- 

d 

Diese Beziehung ist aber von der Art der im dritten Kapitel* be- 
trachteten Gleichung (52). Setzt man also, in Primzahlpotenzen 
zerlegt, 

(121) w = a*6V... 

voraus, so flielst aus ihr ohne weiteres die folgende Gleichung: 

(122) m . (m) = +2^^ ' 

in welcher die erste Summation auf alle verschiedenen Primfaktoren 
von iHy die zweite auf alle ihre Kombinationen zu je zweien, u. s. w. 
erstreckt werden mufs. Man schliefst daher zunachst, dafs es 
Primfunktionen jedes beliebigen Grades giebt; denn, ware 
(w) = 0, ^o erhielte man eine Gleichung von der Gestalt 

- -2jP'' +2 ±-i>^, 
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aus der nach Diyision mit dem letzten Gliede sich die Eins durch 
p teilbar ergabe^ was falsch ist. Sodann ergiebt sich die Anzahl 
(m) aller inkongrueuten primaren Primfunkiionen Yom Grade 
m durch die Formel: 



Die ebenso elegante als einfache Gaufs'sche Methode, diese 
Resultate herzuleiten, soUte hier nicht tibergangen werden^ bald aber 
w^erden wir sie ohne das fremdartige Mittel der Analysis aus rein 
arithmetischer Quelle wiedergewinnen. 

22. Nach Anfang von Nr. 18 ist der Umstand, dab (p(x) (niod.p) 
ein Teiler von f(x) ist, d. h. dafs es eine ganze^ ganzzahlige Funktion 
^(rr) giebt; so beschaflfen dafs 

(124) f ix) = q){x)tlf (x) (mod. p) 

sei, YoUig gleichbedeutend mit dem Bestehen einer Gleichung 

(125) f{x) -<p(x)-^ix)+p-z(p>), 

in welcher x{x) eine ebensolche Funktion bezeichnet. Das Statt- 
finden einer derartigen Gleichung kann man in sehr be- 
quemer Weise als eine Kongruenz nach dem zwiefachen 
Modulus p und q){x) auffassen und ausdrticken^ wie folgt: 

(126) f(^) = (modd. p, (p (x)). 

Eine Kongruenz zweier verschiedener Funktionen fi{x)j 
f^{x) nach diesem Doppelmodulus: 

(127) /i {x) = /i {x) (modd. p, q> {x)) 

besagt dann ganz dasselbe^ wie eine Gleichung von der 
Form: 

(128) f, {x) « /i (x) + g>{x)'t(x)+p^ x(^y 

Demgemafs werden offenbar wieder zwei Funktionen, welche der 
gleichen, dritten Funktion (modd.p, (p(x)) kongruent sind, es auch 
unter einander sein, und daher samtliche ganze, ganzzahlige 
Funktionen in Klassen verteilt werden konnen derart, dafs 
zwei Funktionen (modd. g) (a;))kongruent sind oder nicht, jenachdem 
sie derselben Klasse angehQren oder nicht. Hier ist nun wieder 
die Anzahl dieser inkongrueuten Klassen, wie diejenige der 
Klassen aller Zahlen (mod. n), nur endlich und sie betragt 
p^'j wenn fi den Grad der Funktion (p{x) (mod,p) bedeutet. 
Ist namlich f(x) irgend eine ganze, ganzzahlige Funktion, so lafst 
sich, wie in Nr. 19 gezeigt, eine Kongruenz von der Form 

(129) f{x) = (p{x)q (x) + r (x) (mod. p) 
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aufstellen, in welcher q{x)j r(x) ganze^ ganzzahlige Funktionen ^ die 
letztere von geringerem Grade als q)(x)^ bezeichnen; solcher (mod.p) 
inkongruenter Funktionen r{x) giebt es aber nnr p^*^ und einer von 
ihnen ist der vorigen Eongruenz zufolge^ welche mit einer Gleichnng, 
wie sie folgt: 

f(x) ^q>{x) q{x) + r{x) + px(x) 

identisch ist, jede Funktion (modd.j), q)(x)) kongruent. Zwei Funk- 
tionen nun, welche ein- und derselben dieser i^* Funktionen r(x) 
nach jenem Doppelmodulns kongruent sind, werden, wie bemerkt, 
es auch unter einander sein; dagegen werden sie inkongruent sein 
(modd.j), q>{x))j wenn sie zwei verschiedenen jener Funktionen, 
etwa r(x)^ ri{x) kongruent sind, denn sonst mafste auch 

r(x) = r^{x) (modd.|), (p(x)) 

d. h. r(x) — r^(x) (mod. p) durch q)(x) teilbar sein, was, da der Grad 
jener Diflferenz geringer ist als der von q)(x)y nur geschehen konnte, 
wenn r(x) = ri{x) (mod,p) ware, gegen die Yoraussetzung. Hiemach 
giebt es soviel inkongruente Funktionen f(x) (modd. q){x)), als es 
verschiedene Funktionen r(x) giebt, d. h. w. z. b. w. 

Nun bezeichne P(x) eine (primare) Primfunktion (mod-j?) 
vom Grade m, Dann giebt es j)*" (modd.j), P(x)) inkongruente 
Funktionen f(x), Eine einzige von diesen ist (mod. 2>) teilbar durch 
P{x), denn aus der mit (129) analogen Eongruenz 

f(x) = P{x) Q(x) + B(x) (moip) 

ergiebt sich f(x) (mod.j?) teilbar durch P{x) dann und nur dann, 
wenn die Restfunktion JB (a:) = (mod. p), Bezeichnet man daher mit 

(130) f^i^),f»(^),^■^f^.^i^) 

die j)"*— -1 ilbrigen der {modi. p, P{x)) inkongruenten Funktionen, 
von denen wir sagen wollen, dafs sie ein reduziertes Restsystem 
(modd.jp, Pix)) bilden, so sind diese, weil durch P{x) nicht teilbar 
(mod. J)), relative Prinrfunktionen zu P{x). Dasselbe gilt dann nach 
Ende von Nr. 19, falls f(x) irgend eine zu P(x) prime Funktion 
bedeutet, auch von den p^ — 1 Produkten 

(131) fix) f,{x), fix) f,ix), ■ . • fix) ix) , 

welche zudem wieder ein reduziertes Restsystem (modd. Pix)) 
bilden, da je zwei von ihnen nach diesem Doppelmodulns inkon- 
gruent sind; denn, ware z. B. 

f{x) f,{x) ^ fix) f,(x) (modd. p, P{x)), 

so ergabe sich f {x)'if^{x)—f^{x)) und somit auch /i(ic) — /i(^) (mod.|)) 
teilbar durch P{x) d. h. 

f^{x)=f^{x) (modd.jp, P{x)) 
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gegen die Voraussetzung. Hiemach miissen die Funktionen (131), 
• von der Ordnung abgesehen, den Funktionen (130) und somit auch 
das Produkt der ersteren dem der leizteren (modd.^?, P{sf)) kongruent 
sein, in Zeichen: ^ 

fixy-' • f,(x) f,{x) • ■ • f^_, {x) = f,{x) f,{x) . . . f^_^ ix) 

oder 

(f{xr-'- 1) • fr{^) Ux) : • f^_^ {x) ^ (modd.1,, P(x)) 

d. h. durch P(x) (moij?) teilbar sein; da der zweite Paktor relativ 
prim zu P(x) ist, mufs der erste Faktor teilbar oder 

(132) fi^y-^ = 1 (modd. p, P{x)) 
sein. 

Jede durch die Primfunktion P(x) vom Grade m (mod.p) 
nicht teilbare Funktion f{x) leistet also der Kongruenz (132) 
Gendge. Dieser Kongruenz, welche in der Theorie der hoheren Kon- 
gruenzen genau die S telle des Fermatschen Satzes vertritt und daher 
auch als solcher benannt werden mag, kann, analog wie dem letzteren, 
eine Form gegeben werden, in der sie ftir jede Funktion, auch f&r 
solche, die durch P(x) teilbar sind, Geltung hat. In der That folgt 
aus (132) die andere Kongruenz: 

(133) fixf = f{x) (modd. p, P(x)), 

und diese besteht offenbar auch noch, wenn f(x) (mod.j?) durch 
P{x) aufgeht. 

Man darf schliefslich also den Satz aussprechen: 1st P(x) 
eine Primfunktion (mod.j?) vom Grade m, so ist jede der 
(modd. 2?, P{x)) inkongruenten Funktionen f(x) eine Wurzel 
der Kongruenz 

(134) X^ = X (modd. p, P{x)), 

welche demnach in Bezug auf diesen Doppelmodulus genau 
soviel Wurzeln hat, als ihr Grad betragt. 

Hier ftigt sich passend der allgemeine Satz an, dafs 
eine Kongruenz 

(135) F(X) = (modd. jp, P (a?)) , 
in welcher 

(136) F(X) « AX^ + A^X^'^ + • • • + Am-1 X + Am 

eine ganze Funktion von X und die Koeffizienten A^ ganze, 
ganzzahlige Funktionen von x oder auch ganze Zahlen 
sind, nicht mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad betragt; 
unter dieser Benennung aber wird der Exponent des hochsten Gliedes 
verstanden, dessen Koeffizient eine (mod.p) durch P(x) nicht teilbare 
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Funktion iet Hatte namlich die Kongruenz (135) JM**"^ Grades mehr 
als mithin mindestens M+ \ Wurzeln: 

so bilde man dgn Ausdruck 

(?(X) = ^(X-Xi)(X-Z,) . . . {X^Xm) 
und vermittelst desselben die Differenz 

F{X)-0{X), 

welche eine wie F(X) geartete ganze Funktion von X hochstens noch 
vom Grade Jf — 1 sein wird. Die Kongruenz 

(137) F{X) - G (X) = (modd. p, P{x)) 

hat dann ersichtlich die M Wurzeln X^, Xj, . . . Xy; nehmen wir 
daher den behaupteten Satz als bereits feststehend an fiir ^e Eon- 
gruenzen von kleinerem Grade als -3f, so mufs die Kongruenz (137) 
identisch^ d. h. filr jede ganze Funktion X von x bestehen und somit 
mufs auch 

F(Z^+i)-(?(X^+i) = 

d. b. 

A • (Xjr+i — Xi) (Xjr+i — X^) • • • (Xjr+i — Xjr) = 

sein, also miifste, da A nicht (mod.j)) durch P{x) teilbar ist, es 
einer der iibrigen Faktoren und folglich Xj^+i mit einer der Funk- 
tionen X^, Xj, . . . Xm (modd. j), P{x)) kongruent sein, was der Voraus- 
setzung zuwider ist. 

Dem Fermatscben Satze (132) entsprecbend hat nun die Kon- 
gruenz 

XP^^-i- 1 = (modd.p, P(x)) 

die samtlichen Glieder eines reduzierten Restsjstems d. i. die 
Funktionen (130) zu Wurzeln; man erschliefst daher durch die vor- 
aufgehende Betrachtung die identische Kongruenz 

Xi^-i - 1 - (X-fAx))(X-f,{x)) . . . iX-f^_^{x)) ^ 

und, wenn bier X==0 gewahlt wird, die folgende Beziehung: 

(138) fr(x)f,ix) . . ^ - 1 (moM.p, P(x)), 

welche das Analogon des Wilsonschen Satzes ist, insofem sie 
aussagt, dafs das Produkt aller Glieder eines reduzierten Restsystems 
(modd. py P{x)) nach diesem Doppelmodulus der negativen Einheit 
kongruent ist. 

23. Aber wir verfolgen nun die Konsequenzen aus dem Fermat- 
scben Satze in anderer Ricbtung. Wahlt man in der fiir jede ganze 
ganzzahlige Funktion giltigen Kongruenz (133) f(x) = x, so kommt 

a?p'" = a; (modd.jp, P{x)), 
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ein Resultat^ welches man folgendermafsen aussprechen kann: Jede 
{mod. p) irreduktible Funktion Grades ist (mod. jp) ein 
Teller der Funktion af^ — x, 

Es ist hiemach nicht schwierig, diese letztere Funktion iiber- 
haupt in ikre irreduktiblen Faktoren (mod. p) zu zerlegen. Wir 
haben dazu nur noch einen einfacben Hilfssatz vorauszu- 
schicken. Ist f(x) eine beliebige ganze, ganzzahlige Funktion von x: 

f(x) = aa/^ + a^a/^'^ H — • + a^^iX + a^, 

so giebt nach den Eigenschaften der Polynomialkoeffizienten (Eap. 2, 
Nr. 12) ihre Erbebung zur p^ Potenz unmittelbar die Kongruenz 

f(xy = aPo/"^ + afixP"'"^^ + h a^-i^ + (mod. p) 

und wegen des Fermatschen Satzes noch einfacher: 

f{xf = a^^ + + h a^^x + a* P) 

d. h. 

f{xy = f{a^) (mod.p), 

eine Beziehung^ welche durch Wiederbolung der gleichen Operation 
sich verallgemeinem lafst zu der Formel 

(139) f{xy^f{ar) (mod.!,), 

welche den gedachten Hilfssatz zum Ausdrucke bringt. 

1) Durch ihn beweist man sogleich, dafs die Funktion 
^ — x (mod. ^) keine Primfunktion von hoherem als dem 
^ten Grade als Teiler besitzt. Ware namlich eine Primfunktion 
Il{x) vom Grade A > w ein Teiler jenes Ausdrucks, also 

— x = Q (modd. p, n{x)), 

so ergabe die auch fQr diesen Doppelmodulus giltige Eongruenz 
(139) fur jede der (modd. p, n{x)) vorhandenen p^ Restftmktionen f(x) 
die Folgerung 

f(xy = f(x) (modd. ft nix)), 

die Eongruenz 

= X (modd. p, n{x)) 

hatte also mehr Wurzeln als ihr Grad betragt^ g^gen den zuvor be- 
wiesenen allgemeinen Eongruenzsatz. 

2) Ist dagegen n{x) eine Primfunktion, deren Grad d<in 
ist, so wird sie gewifs ein Teiler (mod. p) von xf^ — x sein, 
wenn d aufgeht in m. Denn, da nach dem Fermatschen Satze 

x^=^x (modd. ft Il{x)) 
ist, so folgt allgemeiner fOr jedes Yielfache hd von d 
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imd somit auch 

xf^ = X (modd. py n{x)). 

3) Andererseits kann x^'^ — x auch nur Primfunktionen 
solcher Grade d<m zu Teilern haben, bei welchen d in m 
aufgeht. Denn, ware im Gegenteil m = dq + wo < r < rf, so 
folgte ans dem gleichzeitigen Bestehen der Eongruenzen 

a/"^ = x, x^ = x (modd. p, II (x)) 

leicht auch die folgende 

xf = x (modd. py II{x))j 

die Funktion xf — x hatte also dem unter 1) Bewiesenen entgegen 
die Primfanktion II(x) (mod. p) von hoherem als dem r*®^ Grade 
zum Teiler. 

Aus diesen Punkten ist zu erschliefsen^ dafs die Funktion xf^ — x 
alle diejenigen Primfunktionen und nur diejenigen (mod. p) zu Teilern 
hat; deren Grade gleich m oder ein Teiler von m sind. Sie enthalt 
aber endlich jeden dieser Primteiler auch nur einfach. Denn xP^'^ — x 
und die Ableitung dieser Funktion, p^^xf^^^ — 1, haben, da 

pfn . ^x)'-X' {p'^xf-^— 1) = X{1 —pT), 

und X kein gemeinsamer Teiler derselben ist, flberhaupt keinen solchen. 

Beschrankt man sich zudem auf die Betrachtung primarer Prim- 
teiler, so folgert man aus alle diesem den nachstehenden Satz: 

Die Funktion it^"* — a; ist (mod.^) kongruent demProdukte 
aller inkongruenten primaren Primfunktionen, deren Grade 
gleich m oder ein Teiler von m sind. 

Sei djeder Teiler von m, m inklusive, und PJ[{x\ P/'(^)? ^d \^\ • • • 
die (d) inkongruenten primaren Primfunktionen d^^ Grades (mod.p\ 
endlich 

(140) = PJix) . P,"(x) • p;"{x), . . ., 

so spricht sich der erhaltene wichtige Satz in Zeichen folgender- 
maTsen aus: Es ist 

(141) a^-x ^Yl^aix) (mod. p), 

d 

wenn hier die Multiplikation auf alle Teiler d von m, m in- 
klusive, erstreckt gedacht wird. 

Da der Grad (mod. ^)) eines Produkts gleich der Summe der 
Grade seiner Faktoren ist, ergiebt sich hieraus sogleich die Beziehung: 

(142) ir^^d{d), 

d 

in welcher die Summation den gleichen Umfang hat, wie vorher die 
Multiplikation; wir haben also die Formel (120), welche bisher nur 
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mit Hilfe analytischer Betrachtnngen gewonnen worden war^ jetzt auf 
rein arithmetischem Wege bestatigt. 

Mittels desselben allgemeinen Satzes^ der aus dieser Formel den 
Ausdruck (122) fiir die Anzahl (m) der inkongruenten primtLren Prim- 
funktionen Grades herzuleiten verstattete, veimag man aus (141) 
auch deren Produkt ^„(^) zu entwickeln. Setzt man namlich 

(143) IJ^A^) = ^^i"^) 

d 

und folglich 

2'log*.(a;)-logy„(x), 

d 

80 ist dies eine Beziehnng zwischen der ganzen Zahl m und ihren 
samtlichen Teilem ganz von derselben Art, wie sie in der Formel 
(52) des 3. Kapitels zum Ausdrucke kommt, und demgemafs ist, wenn 
man fiir m wieder die Zerlegung (121) voraussetzt, aus ihr die 
folgende: 

log *„(«) = log W^ix) log W„(x) +^ log 9^ W - • • • 
Oder anch diese: ''mW • • 



ab 



nvjix).nvj,x)-- 

a abc 

zu erschliefsen. Giebt man der letzteren die Form 

a ab 

so liest sich daraus mit Riicksicbt auf (141) und (143) die Eongruenz 

m m 

und nun, wie sogleich zu ersehen, die Formel 
(144) 0„{x) ^ kl^lM-^T'^)^ (^od. p) 

ab, wenn sich nachweisen lafst, dafs der Ausdruck zur 
Rechten, den wir kurz durch F(x) bezeichnen woUen, eine 
ganze, ganzzahlige Funktion von x ist. 

Um diesen Nachweis zu fQhren, bemerke man zuvorderst, dais, 
wenn unter k die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren a, 6, c, . . . 
von m verstanden wird, der Faktor x sich im Zahler von F(x) 
1 . Hk^l) A;(A^~l)(A;~2 )(fc-8) 

im Nenner dagegen 
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Ic A;(3fc-l)(A;->2) 

l"^ 1.2-3 "T*" 

Mai, d. h., da der Unterschied beider Ausdriicke gleich (1--1)* = 
ist, sich im Zahler und Nenner gleich oft iinden und daher aus dem 
Bruche fortheben wird. Ist feraer x — a irgend ein von x ver- 
schiedener Linearfaktor des Nenners also einer der darin vorhandenen 
Differenzen m m 



SO ist er, da die Exponenten ^y^, . . . der Potenzen von p 

samtlich Teiler von m sind, auch ein Linearfaktor von xf^ — x. Sei 
nun fur irgend einen Linearfaktor von af^ — x unter alien Aus- 
drtlcken der gleichen Form — x derjenige geringsten Grades, 
welcher denselben ebenfalls besitzt; dann wird jener Linearfaktor 
offenbar auch ein Faktor von jeder Differenz x^^ — x und nur von 
solchen sein, bei welch en d ein. Vielfaches von d ist, und folglich 
wird d, da auch af^ — x jenen Lineai-faktor haben soil, ein Teiler 
von m sein. Ein solcher enthalt, wenn er kleiner als m ist, eine 
gewisse Anzahl — sie beifse h — von den Primfaktoren von m 

weniger oft als m. Dann sind genau h der Zahlen ^> ^; * * ' durch 

d teilbar, von den Zahlen — , • • • genau von den Zahlen 

' ab' ac' ° 1 • 2 ' 

• • • genau ^ ^2^^ — ~ ' ^* ^' ns^h derselben tJberlegung 

wie zuvor findet sich, dafs der gedachte Linearfaktor im Zahler wie 
im Nenner von F(x) gleich oft auftritt, sich also weghebt. Da dies 
fiir jeden Linearfaktor x~a des Nenners der Fall ist, hebt sich ein 
jeder solcher aus dem Bruche fort, d. h. derAusdruck F{x) ist in 
der That eine ganze Funktion, deren Koeffizienten zudem 
ganze Zahlen sein miissen, da die hochsten Koeffizienten 
der Divisoren der Einheit gleich sind. 

24. Die so erhaltenen Resultate, betreflfend die Zerlegung der Aus- 
driicke von der Form x^^ — a: in Primfunktionen (mod. p) konnen 
nun benutzt werden, auf eine theoretisch sehr einfache Weise 
fiir jede beliebige ganze, ganzzahlige Funktion f(x) ihre 
Primteiler (mod. p) zu ermitteln. Dabei darf man der Einfach- 
heit halber voraussetzen, dafs f{x) keine mehrfachen Primteiler habe, 
da andemfalls diese aus ihrem (mod. p) mit der Abgeleiteten /^(ar) 
gemeinsamen Teiler bestimmbar sein wiirden. Da nun xP — x das 
Produkt samtlicher (inkongruenter) Primfunktionen ersten Grades 
(mod. p) ist, also aufser ihnen keine Primteiler weiter besitzt, so wird 
man ersichtlich das Produkt aller Primteiler ersten Grades, welche 
f{x) hat, erhalten, wenn man durch den in Nr. 19 angegebenen AI- 
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gorithmus den grofsten gemeinsamen Teller F^(x) von f{x) und x^^x 
(mod. p) bestimmt. Setzt man alsdann 

so kann f^(x) keine Primteiler ersten Grades mehr enthalten, enthalt 
dagegen jeden Primteiler von f(x), der hoheren Grades ist. Da ferner 
x^^ — X aufser Primteilem ersten Grades die samtlichen Primfunktionen 
zweiten Grades (mod. pi) '^^ Teilem hat, so findet man oflfenbar das 
Produkt aller Primteiler zweiten Grades (mod. p) von f{x) d. h. von 
fi(x), wenn man den grofsten gemeinsamen Teiler F^(x) von f^{x) und 
x^ — X (mod. p) ermittelt. Wenn alsdann 

f,{x)-=^F,{x)-f,{x) (mod.i)) 

also 

f{x)^F,{x)F,{x)f,ix) 

gesetzt wird, so enthalt (^{x) noch jeden aber auch nur jeden Prim- 
faktor von f{x)^ dessen Grad (mod. p) hoher als 2 ist. Um daher 
das Produkt der Primteiler dritten Grades von f{x) zu finden, hat 
man wieder nur den grofsten gemeinsamen Teiler F^{x) von f^{x) 
und xP^ — X (mod. p) zu bestimmen, u. s. w. fort. Da hierbei die 
Grade der Fiinktionen f{x\ fi{x), f^{x\ . . . (mod. j?) eiiie abnehmende 
Reihe ganzer Zahlen bilden, mufs der Prozefs ein endlicher sein, man 
also zuletzt auf eine Kongruenz 

fix) s F,(x) F,ix) F,{x) . . . F^x) (mod. p) 

geftlhrt werden, in welcher allgemein F^(x) das Produkt aller Prim- 
teiler i**" Grades von f(x) bedeutet. 

Um nun noch jedes Produkt F.(x) in seine Primfunktionen zer- 
legt darzusteUen, nehme man den allgemeinen Ausdruck Gh-ades 

F{x) ^x^ + A^af-'^ + h Ai_iX + A. 

mit zunachst unbestimmten Koeffizienten und teile die Funktion F-(x) 
algebraisch durch ibn, sodafs sich 

F,{x) = F{x) . Q(x) + R{x) 

ergiebt, woR(x) eine ganze Funktion i— I'^'^Grades ist mit Koeffizienten, 
welche lineare, ganzzahlige Funktionen der i unbestimmten Grofsen 
A^, A^, . , . Ai sein miissen. Damit dann F(x) ein ganzzahliger Teiler 
(mod. p) von F.(x) d. i. einer der Primteiler dieses Produkts werde, 
ist offenbar notwendig und hinreichend, dafs jene Grofsen die i Kon- 
gruenzen erfiillen, welche man erhalt, indem man die i Koeffizienten 
von B(x) (mod.|>) kongruent Null setzt. Diese i Kongruenzen miissen 
genau soviel ganzzahlige L5sungen gestatten, als die Anzahl der Prim- 
teiler von F^(x) betragt, welche man also auf solche Weise samtlich 
einzeln erhalt (Serret, Nr. 351). 
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25. So einfach in theoretiscber Hinsicht diese Metbode aucb iet, 
so wenig empfieblt sie sich in praktiscber Beziebung. Um ins- 
besondere die Ausdrttcke von der Form 

(mod. p) in Primfunktionen zu zerlegen, werden wir andere Be- 
tracbtungen verwenden, die ancb an sicb fur die bier entwickelie 
Tbeorie der Eongruenzen (modd. p, P(x)) von Interesse sind. 

Fiir jede ganze, ganzzablige Funktion/'(a:), welcbe (mod./>) 
durcb die Primfunktion P(x) nicbt teilbar ist, giebt es eine 
gewisse niedrigste Potenz f(xy so bescbaffen, dafs 

f.{xy=l (modd.|), P{x)) 

ist; und der Exponent d derselben — wir wollen sagen: der 
Exponent, zu welcbem f(x) (modd. p, P(x)) gebort — ist ein 
Teiler von jp*"— 1, wenn wieder m den Grad der Primfunktion 
P(x) bezeiebnet. Diesen Satz, der aucb direkt durcb sogenannte 
Exhaustion erwiesen werden kann (s. Dedekind, Nr. 13), folgert man 
am einfacbsten aus dem Fermatscben Satze. Denn dem letztem 
znfolge ist jedenfalls fipo)^"^ eine der Einbeit kongruente Potenz; 
ist aber unter alien Potenzen dieser Art fixf die niedrigste, so 
scbliefst man sebr leicbt, dafs aucb jede solcbe Potenz von f{x)y aber 
aucb nur solcbe, deren Exponent ein Vielfacbes von S ist, der 
Einbeit kongruent sein wird; da fixY^"^ eine solcbe Potenz ist, mufs 
p^ — 1 ein Vielfacbes von 8 sein, w. z. b. w. 

Ist andererseits 8 ein Teiler von p^—1 und giebt es eine Funktion 
f(x), welcbe zu diesem Teiler als Exponenten gebort, so miissen die 
d Potenzen 

(145) • m,f(.xy,f{xy,...nxy 

offenbar (modd. p, P{x)) inkongruent sein und da sie mit f{x) zugleicb 
samtlicb Wurzeln der Eongruenz 

(146) X' = 1 (modd.|), P(x)) 

sind, welcbe nicbt mebr als 8 Wurzeln besitzt, so stellen sie die sami- 
licben Wurzeln der letzteren dar; sie entbalten daber unter sicb alia 
inkongruenten zum Exponenten 8 geborigen Funktionen, da aucb diese 
der Eongruenz (146) geniigen. Fiir irgend eine jener Potenzen, fi^Tf 
sei d der Exponent, zu welcbem sie (modd. P{x)) gebdrt; dann wird 
f{xY^ == 1 also hd durcb 8 teilbar sein; bieraus scbliefst man leicbt, 
dafs d dann und nur dann gleicb 8 sein wird, wenn h, 8 relativ prim 
sind. Es giebt demnacb g>(8) unter den Potenzen (145) d. L ip(S) 
inkongruente Funktionen, welcbe (modd. p, P(x)) zum Teiler 8 von 
p"* — 1 geboren, falls es ilberbaupt eine solcbe Funktion f(x) giebt. 

Sind aber 1, 8\ b'\ . . . j)*" — 1 die samtlicben Teiler von l>** — 1, 
so verteilen sicb alle Funktionen (modd. ^, P(a:)) in Gruppen, deren 
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Olieder resp. zu jenen Teilem als Exponenten gehoren^ und wenn 
x(S) die Anzahl der Funktionen in der zum Teiler d gehorigen Gruppe 
bezeichnet, so ist dem Bewiesenen zufolge entweder j^(d) = oder 
x{S) = (p{S). Da indessen sowohl 

9(1) + 9((r) + + . . . + <p(p- - 1) - 1 

&ls &Tlcll 

Z(l) + x(/f) + x(.n + • • • + Z(l*"- 1) - 1 

sein muTs; erschliefst man, dafs stets x(^) ~ ^^^f somit 
den Satz: 

7ju jedem Teiler d von — 1 gehoren (modd. Fix)) 
genau q)(d) inkongrnente Fnnktionen. Insbesondere giebt 
es daher 9(p"*— 1) inkongrnente primitive Wurzeln (modd. p, 
P{x)) d. h. solche Fnnktionen, welche znm Exponenten |>*"— 1 
gehoren, und wenn f(x) irgend eine solche ist, so sind die 
p" — 1 Potenzen 

(147) f{x),fixy,f{xy,...f{xy-* 

nnter einander (modd. ^, P(ic)) inkongruent und stellen da- 
her ein voUstandiges reduziertes Restsjstem nach diesem 
Doppelmodulus dar. 

26. Ist insbesondere d der Exponent, zu welchem x selbst 
(modd. p, Fix)) gehort, also unter alien Ausdriicken von der 

Gestalt rr* — 1 derjenige niedrigsten Grades, der (mod. p) den Prim- 
teiler F(x) hat, so ist, wie gezeigt, S ein Teiler von jp*" — 1, kann 
aber nicht Teiler eines Ausdrucks ^ — 1 von der gleichen Gestalt 
sein, in welchem w< w ist, mit andem Worten: p gehort im ge- 
wohnlichen zahlentheoretischen Sinne zum Exponenten m 
(mod. d)] denn, ginge im Gegenteil d in p" — 1 auf, so wiirde aus 
der vorausgesetzten Eongruenz 

- 1 = (modd. p, F(x)) 

sich 

x^'^ -1 = (modd. p, F(x)) 

ergeben d. h. die Primfunktion F{x) vom Grade m ware (mod. p) ein 
Teiler von x^ — x, wahrend n<m ist, was gegen Nr. 23, 1) ver- 
stofst. Bezeichnet man demgemafs S (mit Serret, Nr. 352) als einen 
dem Ausdrucke p"* — 1 eigenen Teiler, so darf man sagen: der 
Exponent, zu welchem x (modd. p, P(x)) gehort, ist ein dem 
Ausdrucke^*"— 1 eigener Teiler, wenn P(x) eine Primfunktion 
Grades bezeichnet. 

Umgekehrt sei jetzt S eine beliebig gegebene zu p prime 
Zahl und die Zerlegung von 

Baohmann, niedere Zahlentheorie. I. 25 
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in Primfunktionen (mod. zu ermitteln.*) Es gehorejp (mod. d) 
zum Exponenten m, sodafs d ein dem Ausdracke jf^ — 1 eigener 
Teller ist. Jede Primfunktion P{x) (mod. p), fiir welehe x zum 
Exponenten d gehort, wird ein Primteiler von a^ — 1 sein, dagegen 
keinem gleichgestalteten Ausdrucke rr* — 1 geiingeren Grades als 
Teiler angehoren und aus dieser Biicksicht ein primitiver Prim- 
teiler von — 1 genannt werden diirfen. Ist femer n(x) irgend 
ein irreduktibler Teiler dieses Ausdrucks^ (i sein Qmi und d der Ex- 
ponent, zu welchem x (modd. p, n{x)) gehort, also a;^ — 1 der Aus- 
druck geringsten Grades, fiir welchen 

0^ — 1^0 (modd. p, n{x)) 

ist, so ist notwendigerweise S und daher auch ^ — 1 ein Vielfaches 
von d d. h. jp** = 1 (mod. d), wahrend p (mod. d) zum Exponenten (i 
gehort, mithin geht ft auf in m. Hieraus * erschliefst man erstens, 
dafs d nur dann gleich d sein kann, wenn /t = m ist^ dais also nur 
Primfunktionen Grades primitive Primteiler von x^ — 1 sein 

konnen. Zweitens, dafs jeder Primteiler dieses Ausdrucks ein pri- 
mitiver Primteiler eines Ausdrucks af^ — 1 ist, bei welchem d ein 
Teiler von S ist. Drittens leuchtet aber auch ein, dafs jeder Prim- 
teiler, insbesondere also auch jeder primitive Primteiler von ic* — 1, 
falls d irgend ein Teiler von S ist, ein Primteiler von —1 sein 
mufs, da dieser Ausdruck algebraisch durch jenen teilbar isi Da 
endlich x^ — 1 keine mehrfachen Teiler haben kann, indem der 
Gleichheit 

x^da^-^-d'{ai^-l)^S 

zufolge und weU d nach Voraussetzung prim zu |) ist, a^ — 1 und 
die Abgeleitete Sx^"^ keinen (mod.p) gemeinsamen Teiler besitzen, 
so folgert man aus alle diesem, dafs die samtlichen Primteiler von 
(mod. p) mit den primitiven Primteilem aller Ausdriicke af^ — 1, 
in denen d gleich S oder ein Teiler von 8 ist, (ibereinstimmen und 
nachstehende Eongruenz bestehen muls: 

^ - 1 = JJP(^(a;) (mod. p), 

d 

in welcher P^^(x) das Produkt aller primitiven primaren 
Primteiler von xi* — 1 bezeichnet. Aus dieser Eongruenz leitet 

*) Es gen^gt, den Fall zu betrachten, in welchem d prim ist gegen p, 
Denn, w3xe d = • d^, wo ^ nicht mehr teilbar durch j>, so folgte 

nnd aUgemeiner 

— l = (a^' — 1^ (mod. jp) 
und die Zorlegung von — 1 in irreduktible Faktoren erg&be sich aus der- 
jenigen von a^' — 1. 
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sich aber^ ganz wie die Formel (144) aus der Eongruenz (141) her- 
Torging, die nachstehende Formel: 

(148) Pi'^i.)^ fr^^'^fr^s- (mod.,>), 

in welcher a, /J, y, . . . die verschiedenen Primfaktoren von S 
Qind, dnrch die Bemerkung her, dafs der Ausdruck znr Becliten be- 
kanntlich eine ganze, ganzzahlige Funktion isi^ was dbrigens abnlich 
zu erweisen ist, als es ftir die Funktion F(x) in Nr. 23 gescheben ist. 
Der Chrad der recbten Seite von (148) ist 

gleicb grofs ist folglicb ancb der Qrad von P^^(x) (mod.p) d. i. der 
Gtrsd des Produktes aller primitiven Primteiler von a^— 1 oder, 
was dasselbe war, aller Primfunktionen P{x) Grades (mod. 2?), 
far welcbe x zum Exponenten d gebort (oder, wie Serret um- 
gekebrt sagt: welcbe zu dem Exponenten d gehoren); daber be- 
tragt die Anzabl dieser Funktionen P{x) 

m 

Hieraus folgert man einen friiber in weiterem XJmfange gefimdenen 
zablentbeoretiscben Satz, dafs namlicb der Exponent m, zu welcbem 
eine zu d prime Primzabl p gebSrt, ein Teiler von 9(d) ist. 

In dem besonderen Falle, wo S eine Primzabl q ist, reduziert 

sicb der vorige Ausdruck auf und die Kongruenz (148) nimmt 

die einfacbe Oestalt 

P(»)(a;)^^(inod.|,) 

oder, wenn = n gesetzt und die n pfimaren Primfunktionen 

Grades, fOr welcbe x zu dem, dem Ausdrucke jp"* — 1 eigenen Teiler 
q als Exponenten geb5rt, mit Pi(x), P^{x)y . . . P„(ic) bezeicbnet 
werden, die entwickeltere Gestalt: 

(149) ^ ^ P,ix) P,(x) . . . P,(x) (mod. p) 

SSL Man erbalt daber folgenden zuerst von Scbonemann ausge- 
sprocbenen und bergeleiteten Satz: Ist q eine Primzabl, in Bezug 
auf welcbe die Primzabl p zum Exponenten m gebort, so ist 

^ eine ganze Zabl n (oder q von der Form mn + 1) und der 

Ausdruck zerfallt (mod. p) in ein Produkt aus n pri- 

maren Primfunktionen vom Grade m. 

26* 
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1st insbesondere die Primzahl |> primitive Wnrzel Ton 



— 1 

also w « J — 1, n 1, 80 ist die Fnnktion ——r irreduktibel 



(mod. p). 

Sei nun g irgend eine primitive Worzel (mod. 9); dami giebt es 
nacb dem schon in Eap. 2, Nr. 7 erwahnten Diricbletschen Satze 
in der arithmetischen Progression qe + g d. i. onter den mit g (mod. q) 
kongmenten Zahlen auch eine Primzahl p, welche daher eben&lls pri- 
mitive Wnrzel (mod. q) ist. Weil der letzten Bemerkung znfolge in 

Bezug auf diese Primzahl p der Ausdruck irreduktibel ist, mufs 

er es a fortiori auch in algebraischem Sinne sein, und so liefert unsere 
Theorie nebenbei einen Beweis fiir die Irreduktibilitat der 
Ereisteilungsgleichung, namlich fdr den folgenden Satz: 
Die Oleichung 

x — l ' 

auf deren Losung die Teilung einer Kreisperipherie in q 
gleiche Teile beruht, ist irreduktibel, so oft q eine Prim- 
zahl ist. (S. Ende der ersten der Schonemannschen Arbeiten.) 

Ist femer p eine Primzahl von der Form qz + 1, gehort also 
p zum Exponenten 1 (mod. q), so vrird n = g — 1 und der obige all- 
gemeine Satz besi^ den besonderen, welcher folgt: 

Fiir jede Primzahl p von der Form q? + 1 zerfallt der 

Ausdruck r- (mod. p) in ein Produkt aus j — 1 primaren 

Funktionen ersten Grades und somit hat die Eongruenz 

genau q—1 ganzzahlige Wurzeln. 

27. Wir kehren noch. einmal zu der Eongruenz (141) oder zu 
dem Satze zuriick, dafs die Funktion — x (mod. p) mit dem Pro- 
dukte aller inkongruenten primaren Primfunktionen der Grade fi, 
welche Teiler von m sind, identisch sei. Setzen wir das Zeichen X 
an Stelle von x, so kommt 

(150) XP"^ - X *^(^) i^^"^' P) 

mithin auch (modd. p, P{x)), wo P(x) irgend eine (mod. p^ irreduk- 
tible Funktion sein kann, deren Grad wir gleich m wahlen. Da als- 
dann nach dem Fermatschen Satze die Eongruenz 

Xf^ - X = (modd. p, P{x)) 

genau soviel Wurzeln hat, als ihr Grad betragt, namlich durch jede 
der p^ (modd. p, P{x)) inkongruenten Funktionen f(x) befriedigt wird, 
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so mtiBsen wegen (150) anch die einzelnen Primfanktioneny aas denen 
— X sich zusammensetzt^ genau soviel Wurzeln haben^ als ihr 
Ghrad betragt. Hierans folgt der Satz: Ist JP(x) eine (mod. p) irre- 
duktible Funktion vom Grade m, /t ein Teiler von m und 
P^X^) eine beliebige der (mod. p) irreduktiblen Funktionen 
Grades, so hat die Kongruenz 

(151) P^(X) = (modd. ft P(a?)) 

genau Wurzeln. 

Der naheren Untersuchung dieser Wurzeln werde ein Hilfssatz 
vorangestellt^ der Folgendes aussagt: 1st F(X) eine ganze^ ganz- 
zahlige Funktion von X, so sind die samtlichen Potenzen 

(162) f(x),f(xy,f{xf,f{xy,... 

Wurzeln der Kongruenz 

(153) F{X) = (modd. P{x)) 

wenn die ganze, ganzzahlige Funktion f(x) eine Wurzel der- 
selben ist. Denn alsdann besteht eine Gleichung von der Form: 

F(f{x)) = p . ip(x) + P{x) . ^{x), 

in welcher auch fp{x)^ ^{x) ganze und ganzzahlige Funktionen von x 
sind. Ersetzt man in ihr die Unbestimmte x durch ixPy so geht zu- 
nachst die andere Gleichung: 

F(f{af)) = p . tp{aP) + P(pf) ' tl;(af) 
hervor. Nach (139) ist aber 

f{jf)^f{xy, P(af)^P{xy {mod. p), 
und so nimmt offenbar die vorige Gleichung die neue Gestalt an: 

F(f{x)P) =|) . tp^{x) + P{xy . ^^{x), 

in welcher wieder 9i(ic); ^lipo) ganze, ganzzahlige Funktionen sind, 
und welche als Kongruenz geschrieben werden kann, wie folgt: 

F{f{xy)^0 (modd. ft P{x)y, 

mithin ist auch fixy und nun auch wieder f(xy^, dann f(xy^ u. s. f. 
eine Wurzel von (153), w. z. b. w. 

Nun k5nnen aber die unendlich vielen Potenzen (1 52) nicht samt- 
lich inkongruent (modd. ft P{x)) sein, da es in Bezug auf diesen 
Doppelmodulus nur eine endliche Anzahl, namlich, wenn P(x) vom 
w*^ Grade ist (mod. p), p^ inkongruente Funktionen giebt. Daher 
mufs etwa 

f(^j^y-^f^^f^^y also auch {{xy^^^ = f{xy 
und folglich nach dem Fermatschen Satze 

f{xy = f{x) (modd. ft P{x)) 
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sein. Ist f{x) zu P{oc) prim (mod. p) und /t die kleinste aller Zahlen, 
fOr welche eine Kongruenz dieser Gestalt stattfindet^ so ist leicht zu 
erkemien^ dafs ft ein Teiler von m ist^ denn aus dem gleichzeitigen 
Bestehen der Eongruenzen 

folgt auch f(xy = 1, wemi d den grofsten gemeinsamen Teiler von 
— 1 und pf* — 1 bedeutet; der letztere aber ist d = j?* — 1, wenn 
k der grofste gemeinsame Teiler yon m und [i ist; in der That, ist 
d irgend ein gemeinsamer Teiler von i?" — 1 und j?'*— 1, so ist 
= 1, pf*=l also auch p^ = l (mod. rf), mithin d ein Teiler von 
p* — 1 ; da aber jp* — 1 algebraisch aufgeht in 1^ pf* — 1, ist es 
selbst ein gemeinsamer und daher der grofste gemeinsame Teiler beider 
Dififerenzen. Danach erhielte man die Kongruenz f(xy^''^ = l oder 

f(xf = f{x) (modd.ft P(a?)), 

in welcher, der Bedeutung der Zahl /t zuwider, Jc<iii sein w^rde, 
wenn nicht fi selbst der grofste gemeinsame Teiler von m und ft 
d. h. ein Teiler von m ware. Somit erhalt man folgenden Satz: 

Fiir jede (mod. p) zu P(x) prime Punktion f(x) giebt es 
einen kleinsten Exponenten ft so beschaffeU; dafs 

(154) f(xy = f(x) (modd. p, P(x)) 

isty und dieser Exponent^ welcher der Exponent genannt 
werden soil; zu welchem die Funktion f{x) (modd. P(x)) 
pafst, ist stets ein Teiler von m. 

Nunmehr Uberzeugt man sich sogleich, dafs dann die 
Potenzen 

(155) m.nxy,f{xy,..f{xr--' 

(modd.p; P(a;)) inkongruent sind, da sonst, wie vorher, eine Kon- 
gruenz von der Gestalt 

fixy^^m 

hervorgehen wiirde, in welcher JS; < ware, gegen die Bedeutung 
von ^. 

Nachdem dies festgestellt ist, betrachte man einen ganzen^ ganz- 
zabligen Ausdruck 

8{f(x),f{xy,...f{xr-'), 

welcher aus den Grofsen (155) sjmmetrisch zusammengesetzt ist. Be- 
zeichnet man ihn, der auch in Bezug auf x eine ganze und ganz- 
zahlige Funktion ist, als solche mit S{x)^ so besteht die Kongruenz 

8{xy = S{x^) (mod. p) 
d. h. S{xy ^ sifiaP), fiaff, . . . fiaff) 
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eine Eongruenz^ deren rechte Seite man mit Bticksicht anf (139) durch 
die kongraente Funktion 

s(f(xf, f{xy,...f{xr) 

ersetzen darf; da aber die so (mod. p) nachgewiesene Eongruenz 
a fortiori (modd. P{x)) besteht, so darf mit Btlcksicht auf (154) 
der letzte Ausdruck auch durch 

S(f{x)p, f{xy\...m) 

d. h. wegen der vorausgesetzten Symmetrie des Ausdruckes S (das 
Gleiche erschlosse man auch fur cyklische Funktionen der Ele- 
mente (155)) durch 8{x) ersetzt werden^ und somit gelangt man zu 
folgender Eongruenz: 

(156) 8{xy = S{x) (modd. p, P{x)), 
Nun hat die Eongruenz 

= Z (modd. p, Fix)) 

die p Wurzehi X = 0,l,2, ...^ — 1, denn diese erfiillen sogar die 
Eongruenz 

XP = X (mod. p) 

und sind, wie leicht zu sehen, auch (modd. p, F{x)) inkongruent. Auf 
Gxund hiervon folgert man aus (156) den Satz: Pafst eine Funktion 
f{x) (modd. jP, F{x)) zum Exponenten ft, so ist jede ganze 
und ganzzahlige symmetrische Funktion der Potenzen (155) 
nach jenem Doppelmodulus einer ganzen Zahl kongruent. 

Jene Potenzen sind demnach die Wurzeln einer ganzen, 
ganzzahligen Eongruenz 

(157) ^(X) = (modd. p, Fix)) 
Tom Grade fx; denn, wahlt man 

^(X) = (x-m) ■ (x-nxy) ... (X - nxr- ') 

namlich als diejenige ganzzahlige Funktion, deren Eoeffizienten den 
symmetrischen Fiinktionen der Grofsen (155), welche die Eoeffizienten 
des entwickelten Produkts bilden, kongruent sind, so wird die Eon- 
gruenz (157) durch jede der Potenzen (155) erfOllt. Die Funktion 
if(X) ist aber zudem irreduktibel (mod. p)] ware namlich im 
Gegenteil 

*(X)^9(Z).x(Z) 

(mod. p) und also auch (modd. p, Fix)), wo 9?(X), x{X) Faktoren ge- 
ringeren Grades sind als ^(X), so hatte etwa die Eongruenz 

9)(X) = (modd. p, Fix)) 

die Funktion f(x) und folglich auch jede der Potenzen (155) zu 
Wurzeln, hatte also, was nicht sein kann, mehr Wurzeln, als ihr Grad 
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betragt Somit ist ^(X) notwendig eine der mit P^(X) bezeichneten 
Funktionen, and man darf sagen: 

Pafst eine Funktion f x) znm Exponenten fi, so sind die 
Potenzen (155) die Wurzeln einer der Eongruenzen (151): 

P^(X) = (modAp, Fix)), 

Umgekehrt erkennt man aber sehr einfaeh, dafs jede 
Wurzel f{x) einer beliebigen der Eongrnenzen (151) nach 
dem Doppelmodulns p, P(x) zum Exponenten (m. pafst. Denn 
mit f(x) zugleich werden die samtlichen Potenzen (152) Wurzebi, 
folglich, wenn v der Exponent ware, zu welchem f(x) pafst, die 
Potenzen 

(158) f{x),f{xy,f{xy,...f{xy-^ 

V inkongrnente Wurzeln der yorigen Eongraenz, zugleich aber auch 
die Wurzeln der ganzzahligen Eongruenz 

*(X) = (Z -m) • {X-f{xy) . . . {X-fixr-') = (modA p, P{x)). 

Es mdfste also v^(i sein. Bildet man aber in der Weise der Nr. 19 
eine Eongruenz 

(mod. p) also auch (modd. p, P{x)), so miifste = sein, da 

auch diese Funktion, welche yon geringerem Grade ist als ^(X), 
durch die v Potenzen (158) erfiillt wird; somit ware 

P^(X) s ^(X) . Q(X) (modd. p, P(x)) 

und, da die Eoeffizienten ganze Zahlen sind, auch (mod. j>), d. L ^(X) 
ware ein Teiler der (mod. p) irreduktiblen Funktion P^(:r) also 
identisch mit ihr; mithin muis v ^ fi sein, wie behauptet. 

Die beiden letzten Satze lassen erkennen, dafs die samtlichen 
Funktionen f{x), welche zum Exponenten (i passen, mit den Wurzeln 
aller (ft) (mod. 2>) irreduktibeln Eongruenzen P^(X) = vom Grade 
ft identisch sind. Da nun jede solche Eongruenz, (modd. jp, P(x)) 
aufgefafst, ft jener Funktionen zu Wurzeln hat, ein- und dieselbe 
Funktion f{x) aber nicht zwei verschiedenen Eongruenzen P^'(X) = 0, 
P^"(2) = geniigen kann, da diese sonst die ganze Beihe der Po- 
tenzen (155) zu Wurzeln d. h. samtliche Wurzeln gemeinsam haben 
und folglich die Funktionen P/(X), P/'(^ auch (mod. p) uber- 
einstimmen wiirden, so betragt die gesamte Anzahl aller zu 
einem beliebigen Teiler ft yon m passenden Funktionen 

(159) ^ . Qi). 

Hatten wir also friiher gefunden, dafs jede (mod. p) zu P{x) prime 
Funktion f(x) zu einem bestimmten Teiler ft yon m pafst, so hat sich 
nunmehr herausgestellt, dafs es auch fur jeden Teiler fi yon m passende 
Funktionen dieser Art giebt, und wie grofs deren Anzahl. — 
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Wendet man die fUr die Funktionen gefundenen Satze 

speziell auf die Kongruenz 

(160) P(X) = (modd. p, P{x)) 

Yom Grrade m an^ fUr welche offenbar X = x eine Wurzel ist^ so 
kommt man zu folgenden Ergebnissen: 

Die Grofse x pafst (modd. p, P{x)) zum Exponenten w, 
d. h., wahrend 

xP^^x (modd. JP, P{x)) 
ist, sind die Potenzen 

(161) X, ixf, af\,.,a^'^ 

nach diesem Doppelmodulus inkongruent und bilden die 
samtlichen Wurzeln der Kongruenz (160). Ganze und gansS- 
zahlige, symmetrische Funktionen der Potenzen (161) sind ganzen 
Zahlen kongruent. 

Da somit auch die Kongruenz 

P(X) - (X-x) (X-af) . . . (X-ipP^-') = 

durch die m Potenzen (161) erfiillt wird, so ist identisch 

(162) P(X) = (X-^x)(X^sf) . . . (X-XP^-^) (modd. p, P{x)\ 

ein Resultat, welches schon bei Schoenemann § 18 gefunden wird. 
Mit andemWorten: Ist: 

so ist — Ay der Summe aUer Grofsen (161), der Summe aller 
ihrer Kombinationen zu je zwei, — der Summe ihrer Kombinationen 
zu je drei u. s. w., endlich (— 1)'"-4^ ihrem Produkte (modd. p, P{x)) 
kongruent, wie Gaufs Nr. 357 dasselbe Resultat ausgedrtickt hat. 

Wir beschliefsen die Betrachtungen dieser Nr. mit dem Beweise 
des folgenden allgemeinen und besonders wichtigen Satzes: 

Ist F{X) eine ganze ganzzahlige Funktion von X n*®° 
Grades (mod.jp), so lafst sich stets eine (mod.|>) irreduktible 
Funktion P{x) angeben, so beschaffen, dafs die Kongruenz 

(163) P(X) = (modd. p, P{x)) 

genau n (gleiche oder ungleiche) Wurzeln hat. 

In der That, sei — (mod. p) in primare Primfunktionen zerlegt — 

(164) F(X) = P,/Z)'i P,,(Xr...(mod.|,) 

und seien ft^, ji,, fi,, . . die Grade der unter einander verschiedenen 
Primteiler, m aber ihr kleinstes gemeinsames Yielfaches. Ist dann 
P (x) irgend eine (mod. p) irreduktible Funktion m*^ Grades, wie es 
deren nach Nr. 21 stets giebt, so hat jede der Kongruenzen 

(165) P^^(X) = 0, P^^(Z) ^ 0, . . . (modd. p, P{x)) 



Digitized by 



394 



Siebentes Eapitel. 



nach dem in dieser Nr. Bewiesenen genau soviel Wurzeln^ samilich yon 
der Form f{x)y als ihr Grad betragt, auch kann ersichtlich nicht ein- 
und dieselbe Funktion f(x) zwei verschiedenen dieser irreduktibein 
Kongruenzen genUgen. Da aber ans (164) auch 

(166) F(X) ^ P^^ (Xy^ • P^^ (X)" . . . (modd. p, P{x)) 

folgt, so hat die Eongruenz (163) alle Wurzeln der Kongruenzen 
(165) ebenfalls; jede derselben resp. a^, a^, ^} - - - vIbOj da 

^f*i + ^Ms + '''="W sein mufs, mindestens n gleiche oder ver- 
schiedene Wurzeln. Aridererseits mufs jede Wurzel der Kongruenz 
(163) wegen (166) einer der Kongruenzen (165) gendgen, also kann 
jene keine andem als die bezeichneten Wurzebi besitzen und hat also 
deren genau n. Man findet namlich identisch: 

F{X)^YI(X~f,(x)r -YliX-Uix))'* . . . (modd. p, P(x)), 

wenn hier die einzehien Produkte je auf die verschiedenen Wurzeln 
der Kongruenzen (165) resp. erstreckt werden. 

28. Die Satze der vorigen Nr. nehmen einen einfacheren und 
sehr eleganten Ausdruck an^ wenn man sich der sogenannten ^^Oalois- 
schen Imaginaren^' bedient. Zu diesen gelangt man durch die ein- 
fache tJberlegung, dafs, wenn P(x) eine (mod.jp) irreduktible Funk- 
tion vom Grade m > 1 ist, die Kongruenz 

(167) P{x) = (mod.p) 

zwar keine ganzzahligen Wurzeln zulafst, dafs man aber eine 
,;Imaginare i^' denken oder definieren kann^ welche die Kongruenz 

(168) P{i) = (mod.i>) 

erffillt; man darf z. B. unter i irgend eine Wurzel a der irreduk- 
tibein Gleichung P(a:)=0 verstehen. Besteht nun die Kongruenz 

(169) f,(x) = f,(x) (modd. p, P(x)) 
d. h. eine Gleichung von der Form 

f,{x) = f,(x) +p^fp(x) + P{x) . i,{x), 
so folgt daraus mit Rdcksicht auf die Definition von i 

(170) m^ftii) (mod.1,). 

Umgekehrt aber batten^ wenn diese Kongruenz erftillt ist^ die beiden 
Kongruenzen 

f,{x) ~ f,{x) = 0, P{x) ^ (mod.i>) 

die gemeinsame Losung i und demnach die Funktionen fi(x)—f^(x), 
P(x) einen (mod.p) gemeinsamen Toiler, der, weil P{x) irreduktibel 
ist, nur P{x) selbst sein kann; es mtUCste mithin fi{x) — f^(x) (mod.p) 
teilbar sein durch P(x) und somit folgt aus dem Stattfinden 
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der Eongraenz (170) wieder rtlckwarts die Kongruenz (169). 
Demnach sind beide Eongruenzen yollig aquivalent. 

Insbesondere wird ako eine ganze, ganzzahlige Funktion f{i) 
dann und nur dann (mod.|>) kongruent Null sein, wenn f(x)^0 
(modd.^^ P(x)) ist. Da femer fttr jede ganze^ ganzzahlige Funktion 
f{x) eine Kongruenz besteht: 

f(x) = a^Tf^'^ + a^oT-^ + h a,n (modd.^), P{x))^ 

wo die Eoeffizienten ganze Zahlen <jp sind; so findet man allgemein 

(171) f(i) = a^t^-^ + a^i^-^ + . . . + «^ (mod.i>), 

nnd aus dem Fermatschen Satze (133) ergiebt sich die Kongruenz 

fiiT^m (mod.j>) 
d. h. folgende einfachere Fassung jenes Satzes: Jede der in- 
kongruenten ganzen^ ganzzahligen Funktionen (171) ist eine 
Wnrzel der Kongruenz 

(172) Xp'^^X (mod.p), 

welche demnach genau soviel Wurzeln von der Form f{i) 
zulafst^ als ihr Orad betragt. 

Da femer aus jeder L5sung f{oc) der Kongruenz F{X)=^0 
(modd. p, P(x)) d. h. aus der Kongruenz 

F(f{x)) = (modd. p, P{x)) 

die andere: F(f{ijl) = (mod,p) also eine Losung f(i) der Kongruenz 
F(X) = (mod.p) hervorgeht und umgekehrt, und da zwei Losungen 
fi{x), f^(x) kongruent oder inkongruent sind (modd. p, P(x)), jenach- 
dem fi(})y f^{i) es (mod.p) resp. sind^ so schliefst man aus dem all- 
gemeinen Satze der Nr. 22 den einfacheren Ausspruch: Eine Kon- 
gruenz F(X) = (mod. p) kann nicht mehr Wurzeln von der 
Form f({) haben, als ihr Grad betragt. 

In gleicher Weise fibertragen sich die tlbrigen der in den vorigen 
Nm.' gefnndenen Satze in ihre nete Form. So erkennt man aus 
dem ersten Satze in Nr. 25, dalSs jede Funktion f(i) (mod.p) zu 
einem Exponenten gehiort, der ein Teiler ist von p^ — 1 ; aus dem 
zweiten Satze derselben Nr., dafs zu jedem Teiler # von p'"— 1 
genau g)(S) der Funktionen (171) gehoren und dafs es folglich ins- 
besondere 9(p"»— 1) primitive Wurzeln der Kongruenz (172) von 
der Form /*(i) giebt. Ist f(i) eine solche, so reprasentieren die 
Potenzen 

m, ni)\ f(i)', ■ • • n^T-' 

samtliche Funktionen (171) mit Ausnahme der einzigen, welche 
kongruent Null ist (mod.p). 

Desgleichen schliefst man jetzt aus dem, was in Nr. 27 liber die 
Kongruenz (151) gelehrt worden ist, dafs jede Kongruenz 
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P^(X) = (mod.p), 

in welcher P^{x) eine (mod. irreduktible Funktion von 
einem in m anfgehenden Grade /it ist, genau /it Wurzeln von 
der Form f(i) besitzt. Ist f{i) eine solche, so sind die 
Potenzen 

m, n^r, ■ ■ • f(^~" 

ihre sSmtlichen Wurzeln. Ganze^ ganzzahlige und sym- 
metrische Funktionen dieser Potenzen sind (moi.p) ganzen 
Zahlen kongruent. 

Insbesondere sind die Wurzeln der Kongruenz 

P(X) = (mod.jp) 

die Potenzen i, iP, i^, , . . i^'^, 

Der Schlufssatz endlieh der vorigen Nr. erhalt folgende neue 
Gestalt^ aus der seine grofse Bedeutung deutlicher erkennbar wird: 
Ist F(X) eine ganze^ ganzzahlige Funktion von X vom Grade n 
(mod.|>), so hat die Kongruenz 

F(X) = (mod.2>) 

immer genau n (gleiche oder verschiedene) Wurzeln, und 
zwar sind sie ganze und ganzzahlige Funktionen von der 
Gestalt (171), wahrend i eine imaginare Wurzel der in jenem 
Schlufssatze naher bestimmten (mod.jp) irreduktibeln Funk- 
tion P(x) vom Grade m bedeutet. 

Die Einftihrung dieser Imaginaren verdankt man Galois, der in 
einer zuerst im Bulletin de Ferussac 13, 1830, p. 398 verofiFentlichten 
und spater im Joum. de Math, 11, 1846 reproduzierten Arbeit sie 
der Theorie der hoheren Kongruenzen zu Grunde gelegt hat; aber 
auch Schoenemann's Darstellung dieser Theorie, der jene Galois- 
sche Arbeit nicht gekannt haben diirfte, beruht kraft der Definitionen 
in § 14 seiner Abhandlung auf dem gleichen Gedanken, dem sogar 
in § 31 derselben noch allgemeinere Entwicklung gegeben wird. 

29. Zum Schlusse liefem wir noch auf Grund dieser Betrach- 
tungen den siebenten Gaufsschen Beweis des quadratischen Rezi- 
prozitatsgesetzes (Gaufs Nr. 365), obwohl wir eigentlich das Gebiet 
der Niederen Zahlentheorie damit iiberschreiten. Nach dem in Nr. 26 
gegebenen Schoenemannschen Satze besteht, wenn q eine Primzahl 
bedeutet, in Bezug auf welche die Primzahl p zum Expouenten m 
gehort, die folgende Kongruenz: 

(1"'^) fe- ^ W J's (X) . . . P,(X) (mod. p), 
worin n = ^~ ist und die n Faktoren zur Rechten (mod. p) irre- 
duktible Funktionen w*®"" Grades bedeuten. Demgemafs wird, welche 
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(mod. p) irreduktible Punktion immer unter P(x) verstanden werde, 
anch 

(1^^) -fef = ^^(^ ^» W • • • -PnC^ (modd. p, P(X)) 

sein. Wird nun z. B. P(x) = -Pi(^) gewahlt und unter i eine 
imaginare Wurzel der Eongruenz 

(175) -Pi(^) = (mod.i>) 

verstanden y so geht olBTenbar aus der Eongruenz (174) fQr X^i 
die neue: — l 

also auch = 1 (mod. p) hervor. Demnach sind offenbar die Potenzen 

(176) i, i\ i», . . . 

samtlich Wurzeln der Eongruenz 1 (mod.j?), zugleich aber 

auch unter einander inkongruent^ denn sonst mtLfste eine gewisse 
Potenz i*, wo A < g^, der Einheit kongruent sein, und aus = 1 
und i* = 1 dann auch i = 1 folgen, gegen die Bedeutung von i. 
Man erkennt so, dafs alle Potenzen (176) Wurzeln der Eongruenz 

(177) ^^ = 0(mod.j,) 

und ihre samtlichen Wurzehi sein miissen. Sei nun g eine primi- 
tive Wurzel (mod. q) ; dann lassen sich jene Potenzen mit Riicksieht 
auf {9 = 1 (mod.|>) auch durch die folgende Keihe: 

(178) iyiP.i^,... i^"* 
ersetzen; femer ist ffir einen gewissen Exponenten % 

p = g^ (mod. g); 

da aber p (mod. q) zum Exponenten m gehort, mufs m% das kleinste 
Vielfache von or sein, welches durch g — 1 = mn teilbar wird, also 
findet sich % = kn und A prim zu m. Man zerlege jetzt, ganz wie 
in der Theorie der Ereisteilung, die Reihe der Potenzen (178) auf 
folgende Weise in Qruppen, die sich wegen p=g^^ (mod.g) nach ihren 
in passender Folge genommenen Yertikalreihen aneinanderschliefsen: 

ify fip, iF^, ... P^''^ 



(179) 



bei welcher Zerlegung immer die Glieder einer jeden Gruppe aus 
dem ersten derselben hervorgehen, indem man dieses zur p*®", p**®", . . . 
^m-iten Poteuz crhebt. Da alle Potenzen (179) oder (178) die Eon- 
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gruenz (177) erftlllen, verteilen sie sich nach der Formd (173) auf 
die einzelnen Faktoren Pi(X), Pj(X), . . . P^{X), und zwar sind die 
Olieder der ersten Oruppe^ da i selbst eine Wnrzel der Kongmenz 
(175) ist, deren samtUche Wurzeln; ist also etwa eine Wurzel der 
Kongruenz P^(X) = (mod.p), so werden die Glieder der zweiten 
Grappe samtliche Warzehi derselben Kongruenz sein; die der diitten 
Gruppe ergeben sich als samtliche Wurzeln etwa der Kongruenz 
Pi{X) = (mod.p), u. s. w. Aus diesem Umstande folgt aber, dais 
jede der symmetrisch aus jenen Wurzeln resp. gebildeten Summen: 

So^ i + + + 

+ + + h i^i^-^ 

« ip* + ii^p + ip-i^ + . . . + i^i^-^ 



nach dem Modulus p ganzen Zahlen kongruent sind. 

Nunmehr werde angenommen, dafs p quadratischer Rest 

g-i 

sei Yon also der Kongruenz p ^ =1 (mod. q) gentLge. Da nach 
der friiheren Annahme p (mod. q) zum Exponenten m gehOrt, muTs 

dann ^ ^ ^ durch m teilbar, also n = ^ ^ ^ eine gerade Zahl sein. 

Alsdann werden die beiden AusdrtLcke 

S(i) = » + i^* + + . . . + i*^-', 

Si(<)-i^ + i^'+^+--- + «^"', 

welche den sogenannten zwei ^-^--gliedrigen Perioden der Kreis- 
teilungsgleichung entsprechen, resp. gleich 

^0 + H y 

Sl + S3 + .-. + S,_„ 

also (mod.jp) ganzen Zahlen kongruent sein. Bildet man aber, ganz 
wie in der Theorie der Kreisteilung die Gleichung^ welche jene 
Perioden zu Wurzeln hat^ die Kongruenz (mod.p), der jene beiden 
Ausdrtlcke Geniige leisteU; so findet man dafOr die Kongruenz 

9-1 

X> + X+^-^^=^^— ^ = (mod.i>). 

Diese hat alsO; wenn p quadratischer Rest (mod. q) ist^ zwei ganz- 
zahlige Wurzeln. Dasselbe gilt daher auch i^r die Kongruenz 

(2Z+ 1)« ^ (- 1)"^~ . 2 (mod. p), 
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welche durch Multiplikation mit 4 aus jener entsteht. 1st also p 

quadratischer Rest von q, so ist (—1) * *q quadratischer Rest Yonpy 
Oder: 

aas folgt i-iy^ = 

Dies ist; was Gaufs a. a. 0. beweist. Es genQgt jedoch noch nicht 
zu einer vollstandigen Begriindmig (completa demonstration art. 366) 
des Reziprozitatsgesetzes; ftir eine solche bedarf es vielmehr 
noch einer Erganzung, die wir nun folgen lassen. 

Wird namlich jetzt |) als quadratischer Nichtrest (mod.$) 

angenommen, sodaTs p * =—1 (mod-j), so kann ^ ^ nicht durch 

m teilbar, und somit mufs n = ^ ^ ^ ungerade sein. Man (iberzeugt 

sich in diesem Falle^ in welchem m gerade also k ungerade sein 
mufs, sogleich von der Richtigkeit der Eongruenzen 

S(i') = S,{i') = Sit) (mod. p), 

aos denen die Relation 

oder auch einfacher 

heryorgeht. Aber ganz mit denselben Mitteln wie die Gaufssche Ereis- 
teilungstheorie gelangt man zu der anderen Eongruenz: 

(>S(i)-5i(t))« = (-1)^.2 (mod.i>). 

Man darf daher die voraufgehende Eongruenz durch S(i) — Si{i) 
diyidieren und findet dann mit Rdcksicht auf die letzte das Resultat: 

p-t q-l p^l 
(-1) « q ' =-1 (mod.p), 

Aus (f)--l folgt also (-1)V V.(|.)^ 1. 

Immer ist daher 

(f)-(-')'-^-*^'(f), 

d. h. es besteht das Reziprozitatsgesetz. — 
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Zusatze. 

Zu Seite 34. 

Beim Satze I mag man bemerken^ dafs der Modulus^ den wir 
{nz) nennen, mit der Reihe (1) nicht identisch zu sein braucht; denn, 
obwohl er alle Zahlen derselben entbalt^ konnte er sehr wohl Zahlen 
dieser Reihe mehrfach enthalten. Ahnliches gilt mit Bezug aof Satz II. 

Zu Seite 50, Ende von Nr. 9. 

Hier ist eine Erganzung erforderlich. Nennt man . . . die- 
jenigen Primzablen, fur welche die hochste vorhandene Potenz p%. . . 
in mj dagegen . . . diejenigen, ftLr welche die hochste vorhandene 
Potenz ... in m' auftritt, endlich r, . . . diejenigen, die sich in m 
iind m zn gleich hoher Potenz r*', . . . erhoben finden, so wird 

M=f[(j>) JJig^ JJirr) 

sein und jede Zerlegung M « fifi von der gedachten Art erhalten, 
wenn man setzt 

indem man die Primzahlpotenzen . . . in beliebiger Weise auf zwei 
Produkte 77', 77" verteilt. Wenn nun alle Primzahlen in einer der 
Zahlen m, m' zu niedrigerer Potenz erhoben sind, als in der anderen, 
was nur eintreten kann, wenn die erstere ein Teiler der 
letzteren ist, so ist die einzige Zerlegung von M der gedachten 
Art die Zerlegung in die beiden Faktoren 1, Jlf; in jedem andem 
Falle kann man beide Zahlen ft, (i' von 1 verschieden wahlen. Dies 
beachte man auf Seite 342. 

Zu Seite 64. 

Die von Landau angegebene Bedingung bezieht sich auf aUe 
zwischen und 1 inklusive der Grenzen. Dafs aber die Ungleich- 
heit (64) stattfindet, wenn eine der Grofsen y^, y, oder beide mit 
einer dieser Grenzen zusammenfallen, sowie auch dann, wenn sie ein- 
ander gleich sind, versteht sich ohne weiteres. Hiemach bleiben, wie 
leicht zu Ubersehen, in der That nur die ftlnf unterschiedenen Falle 
zu betrachten. 

Zu Seite 111. 

Die behauptete Symmetrie des Eettenbruchs (3) tritt, dem Be- 
weise zufolge, selbstverstandlich nur dann ein^ wenn man eventuell 

den letzten Teilbruch durch r ersetzt. 

Zu Seite 132. 

Um jedem etwaigen Bedenken gegen das im Anschlufs an Serret's 
Handbuch der hoheren Algebra angesteUte Rasonnement zu begegnen, 
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r 

sei hier noch nachgewiesen^ dafs y-^ nicht mit unendlich wachsendem 

h gegen 1 konyergieren kann. Dies ist klar, wenn nur in dem 
Eettenbruche fur w von keiner Stelle an die Teilnenner dauernd 
gleich 1 bleiben; denn, wahlt man dann das hinreichend grofse h bo, 
> 1 ist, so wird 

Y Y 

y *- = + y''-' > 2- 

Wenn aber von einer bestimmten Stelle an der Teilnenner dauernd 
gleich 1 bleibt, so gilt Folgendes. Tritt dieser Umstand von der 
Stelle an ein iind heifst der entsprechende Schlufsteil des 

Kettenbruchs w, so ist (nach p. 116) ^ 

Naherungsbruch von w^^. Man findet daher 

Y a Y -hQ Y 

und, da (wegen = 1) g^, g^_^ relativ prim sind, sind Zahler und 
Nenner des letzteren Bracbes, wie die des ersteren, teilerfremd, mitbin 

also 

Y -1- Y 

ein Ausdmck, der mit unendlich wachsendem i den Wert 

znr Grenze hat. 

Zu Seite 146, Ende von Nr. 18. 
Hier sei erlautemd hinzugefOgt, dafs, wenn in einer Entwicklongs- 
reihe zwei gleiche Gruppen a, b vorkamen, nur zwei FaUe moglich 
waren. Entweder stiinden dieselben neben einander, bildeten mithin 
die Gruppe a, 6, a, 6; dann wtirde, jenachdem a oder h das Summen- 
glied ware, in der voraufgehenden Reihe die Gruppe h, b oder a, a 
auftreten, was, da zwei aufeinanderfolgende Glieder einer Reihe relativ 
prim sind, nur geschehen konnte, wenn sie die Gruppe 1, 1, also 
die gedachte Reihe die anfangliche Reihe ware; von dieser ausgehend 
findet man aber in der nachsten Reihe keine doppelt vorhandene 
Gruppe. Oder die beiden Gruppen a, b waren in der Reihe, in 
welcher sie auftreten, getrennt; dann wUrden, wenn etwa wieder a 

Baohmann, niedere Zahlentheoxie. L 26 
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als Summenglied gedacht wird^ in der yoraufgehenden Reihe zwei 
gleiche Gruppen /S, b aufkreten, u. s. w., und man kame notwendig 
entweder zu dem vorigen unzulassigen Falle wieder znrtick, oder auf 
eine Reihe, in welcher eine Ghruppe 1, c oder c, 1 doppelt auftrate, 
was nicht geschehen kann. 

Zu Seite 204, Chronologische Tabelle der Beweise des 
Reziprozitatsgesetzes. 
Erst wahrend des Druckes dieses Werkes wurde der Verfasser 
durch Herm Ed m. Landau mit zwei weiteren Beweisen bekannt: 
demjenigen von J. Kanig (Acta math. 22, p. 181), der jedoch schon 
in der Begriindung seines ersten Satzes eine wesentliche Lficke hat, 
durch welche er hinfallig wird, sowie demjenigen von E. Fischer 
{Monatshefte fur Math. u. Phys., 11. Jahrg., p. 176). Der letztere, 
zwar nicht in den Rahmen dieses Buches passende Beweis leitel^ 
ausgehend von Eis en stein's (application de Valgebre a Varifhmetique 
transcendante, Tabelle Nr. 13) Darstellung des Legendreschen Sym- 
bols als Resultante zweier ganzen Funktionen einer Veranderlichen, 
das Reziprozitatsgesetz allein mit Hilfe des Eulerschen Eriteriums 
direkt durch die Theorie solcher Resultanten her. 

Zu Seite 224. 

Bei dem Eisensteinschen Beweise bemerke man, dafs die in 
der Figur ebenfalls als Sternchen gezeichneten, auf den Axen liegenden 
Punkte in der Summation nicht mitrechnen. 
Zu Seite 333. 

Der Satz 2) und sein Beweis ist zu berichtigen, der Satz 
namlich auf die Yoraussetzung, dafs der Exponent d ein Teiler 
von p—1 sei, und auf den Modulus jp<* zu beschranken. Da 
dann die Primzahlen q, q. von p verschieden sind, so finden sich in 
der That, wie einfach zu tlbersehen ist, die Eongruenzen 

= sowie jeiz^ = (mod. p<^) , 

auf denen der Beweis beruht. — tJbrigens gilt bei der, dem Expo- 
nenten S jetzt auferlegten Beschrankung der erste auf den Fall, wo 
S einen mehrfachen Primfaktor hat, bezHgliche Teil des Satzes auch 
(mod. 2p"). Denn, da aJsdann z ungerade ist, so wird die auf alle 
Zahlen k, deren Anzahl q)(S), also gerade ist, bezogene Summe Us^ 
eine gerade Zahl und, da sie = (mod. p") gefonden wurde, auch 
= (mod. 2p?) sein. — Dagegen gilt von dem auf S. 335 ge- 
folgerten Satze nur der auf den einfachsten Fall eines Prim- 
zahlmodulus beziigliche Teil, namlich der Satz von Gaufs. 

Zu Seite 346. Lies auf Zeile 5 v. u. „nicht teilbar oder teilbar^' 
statt „teilbar oder nicht teilbar^^ 
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